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Borrede 


Ja würde mich nicht leicht zur Herausgabe eines Hanb⸗ 
buches der Differential⸗ und Integral⸗Rechnung entſchloſſen 
haben, werm: nicht das längſt gefühlte und ausgeſprochene 
Bedurfniß meiner Zuhorer an ber biefigen allgemeinen Bau⸗ 
ſchule mich dazu veranlaßt, und bie hohe vorgefehte Behörhe 
dieſer Anſtalt cm ſolches Unternehmen fir zwerkmäßig er⸗ 
achtet, daher auch zur Beforderung deſſelben Sich bewogen 
gefunden Hätte. "Mach einmal gefaßeem Entſchluſſe winfchte 
ich jedoch nicht, ein gar zu dürftig ausgeſtattetes Compen⸗ 
dlum zu · liefern, fordern hatte bie Abſicht, dem Buche einen 
gewiſſen Grad von Vollſtändigkeit zu geben, welcher baffelbe 
micht allein fut meine Vorträge brauchbar machen, -. fondem 
ihm vielleicht auch noch andere Leſer gewimen fullte.: Zwar 
käßt ſich nicht annehmrn, daß Anfänger in der Differential⸗ 
Rechnung dieſes Buch, ohne. Hülfe eines: Lehrorc ſofort mit 
einiger Leichtigkeit zu leſen im: Stande‘ ſein worben dar das⸗ 
felbe vielmehr beiktmunz: iſt, durch Wortrage ſtind Grlaute⸗ 
rung / zu erhalsenz: vielleicht üben konuten einige Lehrer. ſich 


vi 


deffelben bei ihrem Unterrichte bedienen, ober es Fünnten 
auch Lefer, die fehon einige Uebung befigen, daraus Nutzen 
ziehen. 


Was den Inhalt betrifft, fo habe ich, um bie Dife 
ventials Rechnung nicht ſofort, wie jetzt wieder häufiger ge 
fchicht, auf die Vorſtellung des Unendlich Kleinen zu. grün 
den, den Differentialquotienten als ben Werth eines gewiſſen 
Berhälmifles, deffen Glieder Leirk Null werden, erklärt, 
nachher aber auch, in $. 3., die Bedeutung diefes Werthes 
durch eine. beſtimmte Definition; Die fi) efwa der Newton⸗ 
chen Fluxionencheorie : am, meiften anmäherr, feſtzuſtellen ge 
ſucht. Esn würde der Darftellung - bei, einigen. Gelegenhej⸗ 
ten förderlich: geweſen fein, neben ‚Dem; von.Keren. Crelle 
frhrpaſſend gewählten: Mamen „Ableitung“ noch einen an⸗ 
deren, jener: Definition mehr entſprechenden, zu beſißen; ker 
der aber boten ſich mir, bei Aufſuchung eines ſolchen, wur 
ſchmerfllige Bufammenfeßungen. dar. Ba übrigens bie. aus 
der Worftellung des: Unendlich⸗Kleinen herſtammende Bezeich⸗ 


ung dd ‚Die, gewöhnliche, Rechnung mit Differentialen unter _ 


„allen Umſtanden heibehalten und. gerechtfertigt. werden mußte, 
fest; an verſchiedenen Stellen. darguf aufmerkſam gemacht 
wetden, daſſ mean immer nur mit Vethaltniſſen verſchwinden⸗ 
den Zunahmen, da h. mit Ableitungen. rechnet. In ber Des 

negral⸗ Rechnung⸗ führt dieſer Gang atjertinga Für den Mer 
fürges möglicherwaiſe den Anſchein herbei, gls ob das Yu 
rk Mr; fen müuſſe; Wein derſelbe wird bei vi, 


dgem ‚Narhdaifen leicht· bemetken/ aß, wenn. de als mul 


mM — — 
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angeſehen wird, das Integral [Ex dx. ein Produet von: ber 
Form 8.0, alfo 2 tft, deſſen Werth zu .fmden, eben bie 
Aufgabe der Integral⸗Rechnung iſt. In der Folge Habe’ 
ich das Unendlich» Kleine, bei geometriſchen Anwendungen, 
wo es fih, wie von felbft, als bie einfachfle und: Eürzefte 


Betrachtungsweiſe barbietet, ſowohl in. die Conſtruction ald- 


in Die Rechnung eingeführt. Es ſchien „mir nicht. erlaubt, 
meinen Lefer die Nachweiſung eines fo wichtigen Hulfsmit⸗ 
tels vorzuenthalten, melches oft faſt unmittelbar Reſultate 
giebt, die man, nach anderen Methoden, nur mit Hülfe weit⸗ 
läufiger Zurüftungen hinterher. zu bemeifen . vermag,: ohne. die! 
Amahme des Unendlich⸗Kleinen aber vleleeicht - niemals se 
funden haben würde. 


Bon Büchern, deren ich mich bediente, neime ich ber 
fonders die Functionen⸗Lehre von Lagrange, von weicher 


ich die Ueberfeßung mit Anmerkungen von Erelfe beinugte;” 


die Iecons de calcul infinitesimal und den Calcul dif- 
ferentiel von Cauchy; die analyse infinitesinrale von 
Fink (Paris 1834.), wovon ich aber den zweiten Theil, 
welcher die Integral⸗Rechnung enthalten ſoll, bis jetzt nicht 
geſehen habe; die disquisitiones circa auperlicies curyas 
von Gauß; verſchiedene Abhandlungen in Er elles Jour⸗ 
nal; die Supplemente des Klügelſchen Werterbuches von 
Grunert; unter den Lehrbüchern befondes das von Las 
eroir, fo mie die höhere Geometrie von Brandes. Man 
wirb indeſſen auch verſchiedene, dieſem Bude eigenthiimliche, 
Darftellungen bemerfen können. Die Rückſicht auf. bie 


van 


Stetigkeit der Functionen ft mehr, als in den meiſten Lehr, 
büchern geſchieht, nach dem Vorgange von Cauchy, na 
mentlich auch in dir Integral⸗Rechnung bei der Beſtim⸗ 
mung bee Conſtanten, als unetläßlich hervorgehoben wor⸗ 
den. In bie Lehre von ben ausgezeſchneten Puncten ebener⸗ 
Curven habe ich etwas mehr Logik zu bringen gefucht, Als 
ih in den mie bekaunten Darſtellungen derſelben hatte 
wahrnehmen fünnen; doch war für eine vollftändige Unten 
fuchung wicht Plag vorhanden Da überhaupt bei ganz 
ſpeciellen Segenftänden nicht, lange verweilt werben burfte, 
fo konnten z. B. die verfchiebenen Transformationen, welche 
man zus Berechnung des Integral» Logariihmn aufgefum 
den hat, nicht mirgetheilt werben; body fah ich mich im 
- Stande, durch eine höchſt einfache Meſſung des Fehlers, 

weicher bei ' der Berechnung der Conſtante aus ber in 
8.100. mit fü bezeichneten Reihe begangen wird, der Dars 
ftellung eine gewiſſe Abrundung zu geben. Don beftimms 
ten Integralen wollte id) nur wenige aufnehmen, weil Diefer 
Gegenſtand fchon einigermaaßen über die Grenzen meines 
Unternehmens hinaus zu liegen fchien; indeflen bewog mic) 
bie Einfachheit und Strenge einer Methode, welche mir 
Here Profeffor Dirichler vorfchlug, deſſen einfichtsvollem 
Rathe ich auch bei mehreren anderen Gelegenheiten gefolgt 
bin, zu dem Uebrigen noch die Haupteigenfchaften der 
Function / hinzuzufügen. In der Lehre von ber Integra⸗ 
tion der Differentialgleichungen, worüber Lacroix ausführli⸗ 
cher iſt, habe ich mich auf einige der einfachſten Sr und 
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auf Beiſpiele beſchtänkt wer Mech: aber inach. Klacheit fu 
den Aafanger geſtrebt. Huch“ die Parlations⸗Rethnung 
habe ich in aller Münze möglichft. Mar datzuſtellen mich ber 
mäht, u Dabei ‚dbenfalls auf ‚wine. gewiſſe Allgemeinheit 
verzichtet, weiche: fut ‚Anfänger: nicht erſprießlich zu Yan 
ſchien. Die. Theorie ber Curven des kürzeſten Umminges, 
als Beifpiel in die Variaties Rechnung aufgenoenmen geh 
zugleich Gelegenheit, die Säge von. Lancret über. die Abs 
wicelung frummer Linien von Slächen mitzutheilen, deren 
Herleitung: hiee- auf denjenigen Grab ber Einfachheit ger 
bracht. fein dürfte, deſſen fie, mie Hülfe des Unendlich Kles 
nen, fähig iſt. Ich will jedoch bei Erwähnung biefer Ein 
zeinheiten, denen noch andere beizufügen wären, nicht länger 
verweilen, fonbern überlafle Kennern, die etwa vorhandenen 
Eigenthümlichkeiten des Buches gu bemerken und gu be 
urtheilen. 

"Gern hätte Ich auf die DBerbeflerung bes in ſehr kur⸗ 
zer Zeit ausgearbeiteten Buches, nicht allein in Betreff 
bee Sachen, ſondern auch der Darftellung und des Auss 
bructes, noch längere Zeit gewendet; aber die Rückſicht auf 
das Bedürfniß meiner Vorträge veranlaßte mic) zu baldis 
ger Herausgabe. 


Obgleich ic) dem mühfamen Gefchäfte der Correctur 
viele Sorgfalt gewibmer habe, fo iſt doch leider noch eine 
große Anzahl von Fehlern ftchen geblieben. Durch ein 
genaues Derzeichniß, welches id) meine Lefer nicht zu über 
fehen, vielmehr ſchon vor bem Lefen zur Berichtigung zu benugen 


— 


x | j | 
deingend. Kite, habe ich diefem Uebelſtande, fo viel als 
moöglith, abzuhelfen geſucht. Die hinten angehängten ‚Zus 
ſätze, die zur. Erläuterung einiger Stellen dienen, in wel⸗ 
chen ich, file meine Lefer, niche ausführlich genug geivefen 
zu kei glaubte, bitte ich : gleichfalls. nicht. zu überfchen. . 
"Der ziveite die Mechanik betreffende Teil ft fin 
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Diifferential⸗ Rechnung. 











Differential - Rechnung. 

1. Ooͤgleich der Zweck der Differential⸗Rechnung am 
klarſten aus ihr ſelbſt und ihren zahlreichen und wichtigen An⸗ 
wendungen erkannt wird; fo läßt ſich darüber doch vorläufig 
im Allgemeinen fagen, daß diefelbe bei mathematifchen Betrach⸗ 
tungen immer nur dann eintreten fann, wenn einige der vorkom⸗ 
menden Größen als des Machfens oder Abnehmens fähig, über- 
Haupt als veränderlih gedacht merden, und ed darauf 
anfommt, zu unterfuchen, welchen Einfluß die Veränderung ges 
wiſſer Größen auf die Werthe anderer, von jenen abhängiger 
Größen ausübt. In fo fern der Werth einer veränderlichen 
Größe durch den Werth einer anderen veränderlichen Größe ber 
ſtimmt wird, oder von diefem abhängt, nennt. man jene eine Fun⸗ 
etion von diefer. So find z. B. x", logx, sinx Aunctionen von 
x, d. 5. fie ändern ihre Werthe, wenn x den feinigen ändert, und 
jwar jede nach einem ihr eigenthämlichen Geſetze. Diejenigen 
Größen aber, deren Werthe ald unveränderlih angenommen wer⸗ 
den, heißen beftändige Größen oder Eonftanten. 

Eine Kunction von x wird entweder duch einen anderen 

Buchftaben, 3.8. y, oder auch duch f(x), PCx) u. dgl. bezeich⸗ 
net. Es ift einleuchtend, daß eine Größe auch von mehreren 
Veränderlichen 3. B. x, z, t abhängen fannz eine folche wird 
duch flx,z,t) bezeichnet. Von den hier als befannt vorauszu⸗ 
fegenden Arten der Functionen entſteht ein beträchtlicher Theil 
dadurch, daß die veränderlichen und die beftändigen Größen durch 
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die Operationen der Addition, Subtraction, Multiplication und 
Diviſion mit einander verbunden, und daß die veraͤnderlichen 
Groͤßen, entweder einzeln, oder in Verbindung mit beſtaͤndigen, 
zu Potenzen von unveraͤnderlichen Exponenten erhoben wer⸗ 
den. Vorausgeſetzt daß die Anzahl der noͤthigen Operationen dieſer 
Art eine endliche iſt, oder doch darauf zuruͤckgefuͤhrt werden kann, ſo 
heißen dieſe Functionen algebraiſche, und, wenn nur ganze Poten⸗ 
zen vorhanden, rationale, wenn aber gebrochene Exponenten vor: 
handen, alfo Wurzeln angezeigt find, die nicht auf rationale Functio⸗ 
nen zuruͤckkommen, ir ration ale Functionen. So find z. B. 
a-+-bx? Varx’ ' , , j . , 
— or ax’ algebraifche Sunctionen, die erfte rational, 
die zweite lrrational. Außer diefen werden noch die Jogarithmi: 
fen, exponentiellen und trigonometrifchen Sunctionen als vor: 
laͤuſig bekannt Angenommen, von Denen log x, a", sin x und 
cos x die einfachften Korinen find: - 

Im Allgemeinen bedeutet alfo fix), oder auch, ohne Klam⸗ 
mern, fx eine Größe, die durch eine gewiſſe Reihe von Dperatio: 
‚nen aus x und aus beftändigen Größen gebitdet wird. Wenn 
die Bezeichnung dieſer Dperstionen irgend eine Unbeftimmtheit 
übrig läßt, wie z. B. V’x in Hinficht des Zeichens S zweideu⸗ 
tig iſt; fo iſt auch, für denfelben Werth von x, die Function fx 
mehrerer Werthe fählg, oder das Zeichen fx ftellt mehrere 
Sunctionen zugleich dar, welche, um alle Unflarheit zu befeitigen, 
nad Umftänden von einander zu fondern find. — 


Sunctionen don einer veränderlidien Grösse. 


2. Wenn die Größe «, don welchet eine Function fx un⸗ 
terſucht werden ſoll, um k zunimmt, alſo in x-+-k übergeht, 
fo verwandelt fx fich in fCx-+k), ändert fi) alfo um 


fx-+k)— ſx. 
Diefe (pofitive oder negative) Zunahme von fx wird offen: 
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bar Null, wenn k=0 wird, mie auch die Function [x übris 
gens befchaffen fei; fo lange diefelbe aber ftetig bleibt, hat fie 
die Eigenſchaft, daß ihre Zunahme (xK) — fx kleiner als 
jede gegebene Groͤße gemacht werden kann, indem k mehr und 
mehr bee Null genähert wird, ohne jedoch mit diefer zuſammen⸗ 
zufallen. Iſt dies bei irgend einem Werthe non x nicht der Kal, 
d. h. geſchieht irgend einmal die Zunahme. der Function fprungs 
weife; fo müfien, in der jetzt folgenden Unterfuchung, ſolche befondes 
ie Werthe als außgefchfoffen betrachtet werden. J. B. die Function 


= fpringt plöglih von — in -Hoo fiber, indem x durch 


Auf geht, Hier Findet alfp eine Unterbrechung der Stetigkeit 
. 1 1 —k 
Statt, indem die Zunahme — d. i. ſich 


nicht mir k zugleich der Null nähert, wenn x=0 if. Sie ift 
vielmehr, fobald x=U, allemat __ 41 wie klein 


sk 0! 
auch k fei. 

Indem die Zunahmen k und fix4-k)— fx beide jugtei 
Fleiner als jede gegebene Groͤße genommen werden, hoͤren ſie 
zwar, jede einzeln, auf, einer Zahlenbeftimmung fähig zu fein; 
deſſen ungeachtet aber kann ihr Verhaͤltniß, d. h. der Quotient 

is +k)— fx 
| k 


fortroährend, wie klein auch Zähler und Nenner deffelben werben 
mögen, gine befimmte Größe haben. 

Es fei 3. B. Ix==ax-rh, fo wird Fx--k)=alx+-k)+b, 
daher le IK 


verhält ſich n der von x, wie groß oder wie Plein diefelbe auch 
genommen wird, immer wie a:1. Man kann Daher fagen, 
daß, während x gleichmäßig waͤchſt, ax-+-b ebenfalld gleichmär 
fig, und zwar immer a mal fo ftarf wädft als x. 
Es ſei ki’, ſo wird fx-k)m—xi’-r2ick-rk?, 
1* 


d. 5. die Zunahme von fx=axr-+-b 
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N rk. Alfo verhäft fih die Zunahme von x? 
zu der von x, d. i. fG K)- fr: k immer wie 25K31. 
Indem man ſich wieder x ald gleihmäßig wachſend vorftellt, fo 
waͤchſt x? nicht mehr gleichmäßig, fondern das Verhaͤltniß zwi⸗ 
ſchen zwei zufammengehörigen Zunahmen von x? und x ft ver 
änderlich, und man fieht zugleich, daß es dem Werhältniffe 2x:1 
beliebig nahe gebracht werden Pann, weil man fich die Zunahme 
k fo Plein denfen kann, ald man will. Dieſer Grenzwert, wel⸗ 
chem fih das Verhältniß beider Zunahmen defto mehr nähert, 
je Fleiner k wird, d. i. das Verhältniß 2x:1 zeigt an, daß x? 
defto ftärfee waͤchſt, je größer x fehon geworden iſt, wenigſtens 
fo fange x pofitio bleibt. Betrachtet man aber die Function x? 
in ihrem ganzen Uimfange, indem man fih x von — co big 
-+co beftändig gleichmäßig wachfend denkt, fo wird das Ver⸗ 
häftnig 2x1 negativ, fo lange x negativ ift; d. h. während x 
von — bis 0 wächft, nimmt x? ununterbrochen von 40 
bis O ab, aber defto ſchwaͤcher, je näher x der Null Pommt, bis 
bei s—=0 das Verhältnig 2x:1 fein Zeichen wechfelt, und in: 
dem die Abnahme von x? in Zunahme übergeht, während x von 
0 bi8 -+co gleihmäßig zu wachſen fortfähet, x? ebenfalls zu- 
nimmt, und zwar mit wachfender Stärfe, meil das Verhaͤltniß 
2x:1 pofitio und in beftändigem Zunehmen iſt. — 

f(x-+k)— fx 
I 


3. Allgemein druͤckt der Quotient das Ver 


hältniß der einander entjprechenden Zunahmen von fx und x qus. 
Es fol fofort an mehreren Beifpielen, und nachher in größe: 
ver Allgemeinheit nachgewiefen werden, daß das Verhaͤltniß 


G-k fih einer beftimmten, von k unabhängigen : 
Grenze deito mehr nähert, je Fleiner k genommen 


- wird. (In dem obigen Beijpiele war fx—x*, und die Grenze, 
der das Verhäftnig der beiden Zunahmen ſich näherte, 2x:1). 


J 


8 
* 
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Diefelbe giebt den Werth an, welchen der Quotient Erd 

für k=0 erhält, indem fein Zähler und Nenner zugleich ver- 
FIRE , f(x-+-kK)—fx .. . 

ſchwinden. Diefee Werth von — für k—=0 drüdt 


offenbar nicht mehr das Verhältniß zweier Zunghmen von fx 
und x aus, fondern er Fann nur angefehen werden ald das 
Maaß der veränderliben Stärfe, mit welcher fx 
waͤchſt, während x gleihmäßig wäh. Er ift poſitiv, 
wenn fx und x beide zugleich wachſen, negativ, menn fx ab: 
nimmt, indem x waͤchſt. Man nennt ihn die Ableitung von 
fx, und bezeichnet Ihn mit f(x), oder auch ohne Klammern fx, 
fo daß die Ableitung fx der Werth ift, welchen der Quotient 


ann für k=0 erhält. — 


Da k und f(x-+-k)—fr, für ein befiebige® k, zwei einans 
der entfprehende Zunahmen oder Differenzeu von x und fx 
find, fo werden fie oft durch Vorſetzung des Buchſtabens A bes 
zeichnet, fo daß Ax=k die Zunahme oder Differenz. von x, 
Ahr) — k=fsrk)—f die Differenn von fk 
andeutet. Nach diefer Bezeihnung muß das Verhaͤltniß 
rm — tx duch s ausgedrüct werden. Died führt 
auf eine entfprechende Bezeichnung der Ableitung fix, welche in 
vielen Fällen vorzuziehen if. Nämlich die Ableitung fx ift der 

fx 


Werth, welchen das Verhältniß a erhält, wenn die: Diffe: 


venz Ax, und mit ihe zugleich die Differenz Afx verſchwindet. 


Eine im Verſchwinden gedachte Differenz heißt ein Differen> 
tial, und wird zur Unterfcheidung von der Differenz; A mit d 
bezeichnet. Demnach ift dx das Differential von x, die das 
Differential von fx. Ein Differential ift mithin, für fich allein betrach⸗ 
tet, Feine Größe mehr, oder es ift, in Hinficht auf feine Quan⸗ 
tität, Null; es Hat nur noch Bedeutung in feinem Verhaͤltniſſe 


\ 


zu einem anderen Differential. Das Verhaͤltniß der beiden Difs 
ferentiale dfx und dx oder der -Differentialquotient = 
druͤckt alfo, nur vollftändiger zugleich feinen Urſprung aus ſx 
andeutend, daſſelbe aus, was unter der Ableitung fx zu verſte⸗ 
hen ift, oder man hat 


dir, 


dx 


Statt deſſen fchreibt man auch oft dk=fx.dx, . weil 
diefe Formel offenbar ebenfalls nur das Vechaͤltniß der Differen- 
tiale dfx und dx ausfpricht. 


Wenn alſo Ix—=ax-tb if, fo wild fx—=a, oder 


h 3 
wenn fx=—x?, fo wird fx=%, oder we oder 
auch dx= IX) — dr. — 


Es ſei, um noch andere Beiſpiele Anzufuͤhren, k=r', fo 
wird fx-k)—fi=3r?k-+3ık?-pk?, alſo 


hy. +Sxk-rk?: daher, für k=0, fr—grt. 


Alſo if Ir, oder dla") Irtdr. 


Es fei 1 fo wird ur 1 x -+) 





k\x+k x 
* 1. PAPER 1, j 
55 alfo für k=0, ZT dem= 
1 
d— | 
nad D__4, oder auch ı(2)=—%- 


Es fei kl, fo wid faHk)=Vırk Man fin 


k 
e leicht, daß Vx+ * —7 ft, alſ 





Vırk—Vx 4 1. 
— — u — —, d. i. für J m Zn, 
k Vxıt+k+Vix fe TV x 


Daher ift rn ar ‚ oder dV .— -. 


4. Anmerkung. Der Begriff und die angegebene Be: 
zeichnung eines Differentials find von Leidnig in die Mathemas 
tif eingeführt worden, der fi unter cinem Differentiale, wie 
‚dx, dfx, eine Größe dachte, die, in beftändiger Annäherung ge: 
gon Bull begriffen, fleiner 'al8 jede gegebene Größe, d. 5. un: 
endlich Flein wird. 

Da nun das Verhältniß der beiden Zunahmen von fx und 
x ſich dem Werthe fx defto mehr nähert, je kleiner beide genom⸗ 
men werden, fo foll, wenn x die unendlich Fleine Zunahme dx 
erhält, die entfprechende unendlich Fleine Zunahme von fx, D i. 
dfx durch fx- dx ausgedrückt werden. Vergleicht man aber den 
in $. 12. gegebenen allgemeinen Ausdruck der Zunahme 
f(x-Fk)—fx, fo fieht man, daß fx-k nur das erfte Glied die 
fe Ausdruches ift, und daß mithin fx-k, wie Fein auch k fei, 
niemals genau die Zunahme von fx angiebt. Oder, um ein 
ſchon hier verftändliches Beifpiel zu geben, 'die Zunahme von x? 
ift nit 2xk, fondern 2xk--k?. Indem aber k als eine un: 
endlich Fleine Größe gedacht wird, fo wird der Einfluß des zwei⸗ 
ten Gliedes kK? gegen das erfte immer unbedeutender; man läßt 
daher k? als eine unendlich Pleine Größe der zweiten Ordnung, 
gegen das die erfie Potenz von k enthaltende Glied 2xk, ein’ 
unendlich Kleines der erften Ordnung, hinweg, und drückt die 
Zunahme d(x?) 6108 duch 2xdx aus. Wegen diefes Weglaffene 
gewiffer Glieder, eignet fich dieſe Anficht weniger für eine ftrenge ' 
Darftellung der Differentialrehnung, weshalb diefelbe in diefem 
Lehrbuche nicht zu Grunde gelegt worden iſt. Indeſſen ift zu 
bemerfen, daß fie, gehörig verftanden, immer richtige Refultate 
liefert, und befonders die Anwendung der Rechnung auf Geome: 
trie und Mechanik fehr erleichtert, daher fie auch aus diefem 
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Lehrbuche nicht gänzlich ausgefchloffen, fondern vielmehr, jedoch 
erft fpäter, nach vollftändiger Begründung der Differentialrechs 
nung, gebraucht werden fol. Kür jest alfo bleibe der Leſer bei 
den Beftimmungen der vorigen $. ftehen. 


5. Die Ableitung einer beftändigen Größe a ift offenbar 
Null, weil ihe gar Feine Zunahme beigelegt werden kann; alſo 


da € * 
79: wofür man auch ſchreibt da=0. — Wenn ferner 


die Ableitung von fx, d. i. fx gegeben ift, und a einen conftahs 
ten Kactor bedeutet, fo fieht man leicht, daß af'x die Ableitung 
von afx, oder daß dlak)=adix—afxdx if. 


Um aber nachzuweiſen, daß der Quotient Gr -f, 


welcher zur Abkürzung, weil ex eine Funetion von x und k if, 
mit F(x,k) bezeichnet werden mag, für k=0 wirklich im All 
gemeinen einen beftinmten Werth hat, oder daß es eine Ablei⸗ 
tung von fx giebt, foll jet gezeigt werden, daß, wenn die 
beiden Functionen fx und x Ableitungen haben, 
auch ihre Summe, Differenz, ihr Product und Duo 
tient Ableitungen haben. 


Ehe ein beliebiges k ſei FE FEH=F, und 


| ar Xxk)=PD, fo find F und © zwei Sunctios 
nen von x und k, von denen befamnt ift, daf fie, für k==0, 
in die beftimmten und gegebenen Functionen fx und g'x 
übergehen. 

a. Um die Ableitung der Summe oder Diffeven x 9x 
zu finden, hat man zuerft 

+ 4 
BOZREHV-GM_Fro; olfo, für k0, 
zfızkos d. h. die Ableitung der Summe oder Dif: 
ferenz zweien Zunctionen ift die Summe oder Diffe: 
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renz der Ableitungen diefer Functionen. Mithin if 


dfıgyxr) __dix , dpx__ Lyne 
—— 7* * —f193 oder auch, wenn man 


ſtatt der Ableitungen Differentiale ſchreibt: 
dhtp)=dıitdyx—=fidıtgiidı. 
b. Die Ableitung des Productes fx. px iſt der Werth 
des Quotienten 


Gr gar ige fir k=0. ' 

Nah dem Obigen ift aber fx -+-k)=fx-+-kF, 
YxH+k)=gx-rk®; fest man diefe Werthe in den vorftehens 
den Quotienten, fo wird derfelbe: 
f fx» ®-+-yx:F-rk-F- ®; 
mithin, für k=0, indem F in fx, ® in px übergeht, 

kox-+-yıfı= 39 9%) . 
x 

Alfo: Die Ableitung des Productes zweier Fun: 
ctionen ift die Summe der beiden Producte, welche 
entftehen, wenn jede der Kunctionen in die Ableitung 
der anderen multiplicirt wird. Daher ift au: 


d(fx-oY)=fx-dyx-+-Yx.dix. 
c. Die Ableitung des Duotienten = ift der Werth non 


f fa&+k) 
9GHk)” * = für k—0. Schreibt man wieder für f(x4-k), 


Hx-+-k) ihre obigen Werthe, fo geht diefer Auedrud, auf eis 
nerlei Nenner gebracht, uͤber in: 

9ı-F—fx-® . 
J Yx-Px-+k) 


fx 
ad 
daher, für k=0, in gets: Nm), 
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Mithin iſt auch a( -)= edle — pr. 


Alſo: Die Ableitung eines Auotienten wird ge: 
funden, wenn man den Nenner mit der Ableitung des 
Zählers, den Zähler mit der Ableitung des Renners 
multipliciet, das leßtere Product von dem erfteren 
abzieht, und den Unterſchied duch das Quadrat deg 
Nenzers dividirt. 

6. Es fei ferner eine Sunction einer Function gPCfx) gege 
sen fo läßt fich die Ableitung derfelben folgendermaßen finden, 
wenn Q'x und f'x befannt find: 

‚Man fege, wie früher, fox-H-k)zeic--kF; und 


Q _Phk+kKM— Plz) 
* 7 


Nun ſei fx=y, kF=h, fo wird 


Offenbar aber wird, für oa zugleich h==0, mithin 
KANN —gy , und? zugleich Ffx; folglich 


Q=yy.fxı, wo ſx. 

Alſo: Um die Ableitung von YlIx) zu Anden, betrachte 
man zuerft PClx) al8 eine Zunction von y==fx, und nehme die 
Ableitung von py nad y; diefe Ableitung Y'y mit der Ablei⸗ 
tung x von fx multipliciet, giebt D'y-fx als bie seſuchte 
Ableitung von 9(5) y. Man hat alfo . 


d d ’ ! ! 
= I n=Pp yfx ; oder d(yy)=P y-dfx =o yfx-dx. 


3. B. die Ableitung von x? war Ix?, und die von Vx mar 


En Nun fi y=hk=x°’, und gy=Vyy, alfo gy=p(fx) 


—=Vx Ir? Man hat year und 


0 4 





1 - 
2V x? . Ix? =3V4; 


folglich iſt d(Vx’)=iV x.dx, oder 4x3) —2(x#)as. 
7. Bermittelft diefer Saͤtze foll zunächft die Ableitung oder 


fs=3r", folgiich —— fr 


das Differential von x" beftimmt werden. — Zu dem Ende 
nehme man das Differential des Productes fx-px nah 8.5. h. 
Es war dlfx-px)=fidpx-+-gx.-dfs. 


Dividirt man auf beiden Seiten mit fx-gx, fo Fommt 
difs-9z) __dfx dyx 
fi: px = 777 .— Es fei nun px ſelbſt das Pro⸗ 
duct zweier Functionen, deren Differentiale befannt find, und die 
mit v ınd w, fo mie fx mit u, zur Abkuͤrzung bezeichnet wer⸗ 
den follen; fo folgt: | 
rm Ba, dem _ lu, mM, 


u-Vv-Ww u vw u v 





Die in vorftehender Formel enthaltene Regel für die Bil⸗ 
dung des Differentiold eines Productes gilt offenbar für eine be: 
liebige Anzahl von Factoren. Sind diefe fämmtlichen Factoren 
einander are, und ihre Anzahl n, fo erhält man - 

n d d d 
—*ã* Tr — =, mithin d(u")=nu"-1du. 

Iſt ’insbefondere u=x, fo ift das Differential davon dx 

(oder die Ableitung ik —=1); mithin ift der) IN), =, wenn 


n eine pofitive ganze Zahl; oder Ie)nı-t.de, 


Es ſei ferner — ein Bruch, Zaͤhler p und Nenner q 


12 8 
ganze pofitive Zahlen; man ſetze z=x1, z=(i+k)1; fo 
ergiebt fich der Werth des Quotienten — ‚für k=0, mie 


1 1 
folgt: Man ſetze x1u, (s-+Hk)I=u+rh, fo wird, da 
k=xı-+rk—x==(urh)T— u, 





42 
3—a__ (u+-h)’—uP _ (urh’—ur, (uHhY'—u! 
k (u+h)'— u h 
Fuͤr k=0 mird aber auh h=0, mithin, da p und y 
(u+-hY’—uP —pur⸗, 





ganze poſitive Zahlen ſind, 5 

q_n1 
ar qui; folglich wird, für KO, - 
__ p— _ ”_ L 
eek, a 


r — 
a)=. x "dx, oder dx)=ux"-Idz. 

Um ferner das Differential von x” zu finden, wo n wie 
der pofitio, fege-man für x”, 1. Nach 8.5. c. findet man 


hiervon das Differential, wenn man fx—=1, yx—=x", mithin 
dix=0, dpx=nx"-!dx fegt; woraus ſich ergiebt 


dx") __ nx"-!dx 
—8 — aan mn amd, 





Hieraus geht hervor, daß allgemein, der Exponent n mag 
pofitiv oder negativ, ganz oder gebrochen fein, d(x")=nxr-!dz, 
oder die Ableitung Int if. 

Alfo: Die Ableitung von x" if das Product des Erponen- 
ten n in die (n—Tte Potenz von x. 





8 Mit Hülfe vorftehender Säge Fann man das Differen- 
tial Coder die Ableitung) jeder algebraiſchen Function finden, 
d. h. diefelbe differentiren. Es fi z.B. y=(a+bx")P, 
fo fege man a+-bx—=z, y=2P; alddann wird dy=pzP "de, 
dı =bn<x" "dx, folglich dy=pbn:zP!.x""!dx 
= phu(a-Hbr")P "x" dx, — Andere, zum Theil etwas ver- 
wickeltere Beifpiele, wofür aber die im Vorigen enthaftenen. Re⸗ 
geln hinreichen, find: 
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. 


VE NE 
Vi — —;b4+V IR" . 


— = VW — 
—dx . u dx _ dx J 
[ x Vi- 


fuͤr k=0 einen 


9. Wenn der Quotient ——— 


beſtimmten Werth erhält; fo wird dieſer die Ableitung ven (x 
oder die zweite Ableitung von fx fein, und foll mit f’s bes 


zeichnet werden. Mon hat alfo ars, oder dfx==f"x.dx. 


Um aber die Entftehung der zweiten Ableitung aus der urſpruͤng⸗ 
lichen Zunction fx anſchaulicher darzuftellen, betrachte man zu: 
nächft die Differenn Afs=f(x-HAx)—fx..— Laͤßt man in 
derfelben x nochmals um Ax wachſen, fo erhält fie eine Zu⸗ 
nahme, welche als Differenz einer Differenz, oder zweite Diffe- 
von; mit AAfx, oder fürzer mit A?fx_ bezeichnet werden kann. 
Diefe Zunahme ift offenbar: 

A’tk=[fx+2Ax) —f(x+-Ar)]—[fx+Ax) — fx] 
oder Ak f(x-+2Ax) — 2fx-+-Ax)-+ fx. 
Dividirt man A?fx mit (Ax)?, fo fommt 

- fa+2AHd)—fixHAr) fa+Ar)— fx 
[1 SEES \ SEEEEERERRRGEN \ SER 
(Ax)? F Ax 

Indem nun die Differenz; Ax nur in ihrem Verſchwinden be⸗ 
trachtet wird, fo geht fie in das Differential dx über; damit 
verwandelt fih der Zähler auf der rechten Seite in das Diffe⸗ 


vential. von fx, und folglich der ganze Quotient auf der rechten 


Seite in Getr. Dies tft alfo der Werth, welchen der 


‘ 


16° ' u | = 


- ’ l 


als fx, folglich find SIE und fx beide zugleich pofiio. 
10 


Wenn aber fx überall zwiſchen den angegebenen Grenzen endlich 
und negativ ift, fo nimmt fx von fx, nach fx, hin fortwährend 


ab; alfo ift — negativ, fo wie fx es iſt. — 
mag 


11. Run fei fx eine Function, deren Ableitungen bis zu 
jeder beliebigen (nten) endfihe Werthe haben und als befannt 
angeſehen werden. Man fege x-+k=2, alfo k=z—x und 
ererk — Q, mithin 

fz=fx-+-Q(z—x): a). 
Der Quotient Q ift offenbar eine Zunction der beiden Groͤßen 
x und z, die von einander voͤllig unabhängig find, weil k ganz 
willfärlih iſt. Es ift Daher geftattet, nur eine derfelben, naͤm⸗ 
lich x, ald veränderlich, die andere z aber als beftändig anzufes 
ben, fo daß Q eine bloße Zunction von x if. Mit Hülfe der 
Regeln des 8.5. wird man im Stande fein, beliebige Ableitungen 
- von Q nach x zu nehmen, d. h. diefelben durch die Ableitungen 
von fx auszudrücken. Um aber überfichtlihe Formeln zu erhal- 
ten, und namentlich Brüche zu vermeiden, bediene man fich der 
Gleichung a). Da naͤmlich fz—fx und Q(z—x) zwei ganz iden- 
tiſche Zunctionen find, fo müflen auch ihre Ableitungen, nah x 
genommen, während z als beftändig geſetzt wird, identifch fein. 


Diefe Aleitungen find —fx und Da-9)-0; mithin iſt 


oder | ger +30 (2-2x) 5b. 
Wird diefer Werth von O in die Öleihung a) gefeßt, fo fommt: 
fz=fx-Hfx(—r)+ Ra-2: - ec). « 
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Nimmt man wieder die Ableitungen auf beiden Selten von b), 
welche chenfalld ganz identifch fein mÄfen, fo Fommt: 


dO' „. .d? d 
erst Na, oder 
d ‚..d? 
Der San. a. 
Diefer Werth von 2 in c) gefegt, giebt 


nett 4 — . e). 


Wird von d) aufs Neue die Ableitung genommen und aus der: 
2 
ſelben = entwickelt, fo folgt: 


„II - f’x-+ Tra-), f) 

welcher Werth in e) gefebt, giebt 

(z— x) +f'x a +f"x (z—x)? IE“, 
1 


= 1.2.3 + 8 1.33 ° 


Man erficht hieraus leicht, nach welcher Regel der Ausdruck für- 
fz allgemein zu bilden iſt. Wird nämlich angenommen, daß 
n =[fx+ —BR fei, fo folgt daraus, indem man 
die folgende Ableitung nimmt: 


Keen! —eS —— 


ati 


moraus Die — der Annahme ſich ergiebt. Mit 
Höfe diefer Formel folgt dann weiter: 


(fx +2 Hg er -+f"x az" +. 
er, 4 tt 


+ "IT 





„fix 
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denn wenn in diefer Zormel der obige Werth von = geſetzt 


wird, ſo erhaͤlt man einen neuen Ausdruck fuͤr ſz, der aber wie⸗ 
der dieſelbe Form hat; mithin iſt der vorſtehende allgemein. 


12. Die Glieder dieſes Ausdruckes für: fz befolgen ein 
leicht faßliches Gefeß, von welchem nur das leßte, der Reſt der 
Reihe, eine Ausnahme macht. Um den Ausdruck für. denfelben 
beftimmter zu entwickeln, bilde man die Function 


=(-)e 


in welcher C eine beliebige beftähdige Größe iſt. Rimmt man 
die Ableitung von ꝙx, fo kommt 


px lewß *22 2 X) HT dı —e— (n+1 c] [2—x]", 


mithin, da (n-+1)-— Txa IQ _ FO —* ne) var, 


| Ps—[f+t!&)— (n+1)C] [2x]. 
Es wird angenommen, daß die fämmtlichen Ableitungen fx, f'x, 
u. f. f. bis frtllx) an und zwiſchen den Grenzen x und 
z=x+k nur endlihe beffimmte Werthe haben. Es fei 
G der größte, K der Fleinfte Werth von fe+!(x), zwiſchen dies 
fen Grenzen. Setzt man uH-1)C=G, fo wird die Differenz _ 
f+llx)—G für alle zwifchen den angenommenen Grenzen be 
findlihen Werthe- von x negativ fein, und da zuglelh z—x für 
alle diefe Werthe von x (indem z unverändert bleibt) fein Zei: 
chen nicht ändert; fo wird auch 9' beftändig daffelbe Zeichen 
behalten. — Wird dagegen (n->I)C==K gefeßt, fo wird 
fe+tls)—K fortwährend pofitiv fein, mithin 'x gleichfalls ein 
beftändiges, dem vorigen aber entgegengefeßtes Zeichen 
haben. Daher wird, nad) dem Sage 8. 10. die Function 
—— entgegengeſetzte Zeichen erhalten, wenn man das eine 


> 
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/ . 
Mal in demfelben (= — j, das andere Mal C= 1 ſetzt. 


Da aber pz==0 ift, fo folgt, W — unter dieſer doppelten An⸗ 
nahme entgegengeſetzte Zeichen erhaͤlt, mithin daß endlich die bei⸗ 
den, dieſen Annahmen entſprechenden, Ausdruͤcke von px, 


G K | 
nn —441 
DH Ze) %) und? ni -7)@ I 


entgegengefegte Zeichen haben. Daher liegt die Größe 
(n-F1) Ze nothwendig zwiſchen G und K, d.h. zwifchen dem 


Hrößten und dem Fleinften Werthe von frt!(x), der fich inner: 
haeb der angenommenen Grenzen befindet. Indem nun fe+!(x) 
eine ftetige Sunction iſt, ſo wird es zwifchen x und? z—=ı-+k 
wenigſter⸗ einen Werth x’ geben, für welchen genau 


+1) — 2 ft) wird, und diefer Werth ſich dur 


x-r-ok  eneiönen faffen, wenn unter & eine Größe verftanden 
wird, Die nicht außerhalb der Grenzen O und 1 fallen fann. 


* —fr+!(ı ok), und zugleich, 











wenn man in der obigen Reihe für fz, x-+-k ftatt z und k ftatt 
z—x fchreibt: | 

| k?, kn 
IG+k)=h4kfı4z fx ie + fnx 


| Ham +ı(s+ek), (8>0, ii), 

eine Reihe, welche immer gilt, wenn die fämmtlichen Ableitungen 
von fs, bis zur n-Hiten, für die Werthe x und x-+-k und alle 
zwiſchen ihnen befindlichen, endlich und ftetig find. — 

Der Ausdruck für den Reſt der Reihe laͤßt fich noch auf 
eine andere Art darftellen. Man bezeichne diefen Reft, der als 
eine Function von x detrachtet werden fann, In fo fern z uns 
veränderlich gedacht wird, mit Yx, und fege demnach: 

2% 
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derin wenn in diefer Formel / der obige Werth von 2 geſetzt 


wird, ſo erhaͤlt man einen neuen Ausdruck fuͤr ſz, der aber wie⸗ 
der dieſelbe Form hat; mithin iſt der vorſtehende allgemein. 


12. Die Glieder dieſes Ausdruckes für fz befolgen ein 
leicht faßliches Gefeg, von welchem nur das letzte, der Reſt der 
Reihe, eine Ausnahme macht. Um den Ausdruck für. denfelben 
beftimmter zu entwiceln, bilde man die Function 


yx= Se) (PH, 


in welcher C eine sefieige beftähdige Größe ift. Nimmt man ' 
die Ableitung von 9x, fo vun 


T N 











IQ — (0+1 ne] — 











mithin, da —— —E war, 
px =[fet!(s)— (o-+H1)C] [z— x". 
Es wird angenommen, daß die fämmtlichen Ableitungen fx, F’x, 
u. ſ. f. bis fotl(x) an und zwiſchen den Grenzen x und 
=ex+k nur endliche beffimmte Werthe haben. Es fei 
G der: größte, K der Fleinfte Werth von fer!(x), zwiſchen die: 
fen Grenzen. Set man (mwH1)C=G, fo wird die Differenz _ 
f+l(x)—G für alle zwifchen den angenommenen Grenzen be: 
findlichen Werthe-von x negativ fein, und da zugleich z—x für 
alle diefe Werthe von x (indem z unverändert bleibt) fein Zeis 
hen nicht ändert; fo wird auch g'x beftändig daffelbe Zeichen 
behalten. — Wird dagegen (n 41)0 &K gefeßt, fo wird: 
fe(x) -K fortwährend pofitiv fein, mithin 93 gleichfalls ein 
beftändiges, dem vorigen aber entgegengefegtes Zeichen 
haben... Daher wird, nad) dem Gage 8. 10. die Function 


a entgegengefegte Zeichen erhalten/ wenn man das eine 
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Mal in demfelben or das andere Maf = febt. 
Da aber pz==D ift, fo folgt, daß * unter dieſer doppelten An⸗ 


nahme entgegengeſetzte Zeichen erhaͤlt, mithin daß endlich die bei⸗ 
den, dieſen Annahmen entſprechenden, Ausdruͤcke von yx, 


G_ n K d"Q 
+1. - 2) md (= - —B + 


entgegengefeßte Zeichen haben. Daher liegt die Größe 
(n-rH1) a nothwendig zwiſchen G und K, d.h. zwiſchen dem 


größten und dem Fleinften Werthe von fr+!(x), dee fich inner: 
haeb der afıgenommenen Grenzen befindet. Indem nun fr+!(x) 
eine ftetige Function ift, fd wird es zwifchen x und? z—=ıx+k 
wenigftens einen Werth x’ geben, für welchen ‚genau 


— 2 z—ft() wird, und diefer Werth fi fih duch 


x-+-ek “ egeiönen faffen, twwenn unter © eine Größe verftanden 
wird, die nicht außerhalb F Grenzen O und 1 fallen kann. 


Daher erhaͤlt man +1) rn — ———frtl(x4-ok), und zugleich, 


tvenn man in der obigen 8* ir fz, x-+k ftatt z und k ftatt 
z—x ſchreibt: 














3 . n 
ix-+k)=fi+kfx+ — fx + frx 


Ä + —— 
eine Reihe, welche immer gilt, wenn die ſaͤmmtlichen Ableitungen 
von fx, bis zur n+iten, für die Werthe x und x-+-k und alle 
zwiſchen ihnen befindfichen, endlich und ftetig find. — 

Der Ausdruck für den Reft der Reihe läßt ſich noch auf 
eine andere Art darftellen. Man bezeichne diefen Reſt, der als 
eine Function von x detrachtet werden Fann, in fo fern z uns 
veränderlich gedacht wird, mit px, und fee demnach: 

2% 


N 
\ 
20 \ A 


fz = HG) —S 2 fx ++ 4 nn, +gx. 


Die Zunction px hat Mae die kigenſchat daß fie für s—z 
verſchwindet, wie offenbar zu fehen if. Kerner wenn man von 
vorftehender Reihe die Ableitung nach x nimmt, dabei aber z 
als unveränderlich anſi eht, fo heben ſich die Ableitungen von fx, 
bis auf eine, gegen einander auf, und man erhält, wie eine fehr 
leichte Rechnung fehet: 


x 


red, N. 


wodurch der Werth von ꝙ'x gegeben ift. Weiter aber‘ hat man 
PL=PlI+Z—)= Pi-Hı—sW(x+-Alz—x)), 
wenn unter A eine Zahl verftanden wird, die nicht außerhalb der 
Grenzen O und 1 liegen fann, eben fo wie früher ©; und da 
pı=0, fo erhält man: 
p9x=— (z—x)p(x-FÄlZ—X)). 
Man fchreibe jeht zur Abkürzung y ftatt x+4(2— 2), 
fo ift pı=—(L—)py. 2). 
Setzt man aber in der Gleihung 1) y ftatt x, fo ergiebt ſich 


p'y — perl) ; 


mithin aus 2) x EN peuy), 3) 


Nun fee man kftatt z—x, alfo x-FAk ftatt y, und bemerfe, daß 
(z-s)z—yP=klz—ı—Akjketi1_ 2) ff, 


fo folgt aus 8) — -ApfHitHik), 


welches der neue Ausdruc des Reſtes if. Demnach hat man: 


fix-Hk)—fs-H fs sc * ——— 


IR SOER — —— — — — 


‚a 
Wenn ſich nahmwelfen täßt, Daß einer der beiden angegebenen 
Reftausdrucke, namid Ä 


kr+ 
(1)! 
mit wachfendem n fich der Null uibert fo fann man fegen: 


—— — oder — — — —X — 


2 n 
TORE ER N 2 ar Dura xp in inf, . 


d. man Fann f(x-+k) in eine Reihe nach Potenzen von k ent: 
wigeln, und die Summe der m erften Glieder der Reihe wird 
der ganzen Summe f(x-+-k) defto genauer gleich fommen, je 
größer m genommen wird; oder die Reihe ıft tonvergent. _ 
Wenn. insbefondere fx und deſſen ſaͤmmtliche Ableitungen für 
xO endiithe. Werthe behalten, welche. durch FD, fO, f'O,.u.Tıf.. 
bezeichnet werden, fo läßt fx in. eine Reihe noch Potenzen von x 
entwickeln, indem man x===0 feßt, und ftatt k, x x fort, nämlich: 


x—=f04+xf0+5f0+- + 0-4 — frtHl(Ox), 


ri! 
Die obige unendliche Reihe für fCx-4-k) heißt die Taylorſche. 
Sie bedarf im Allgemeinen der Hinzufügung des Reftes, deſſen 
Ausdruck Lagrange gefunden hat. Die hier befolgte Herlei- 
tung derfelben,ift von Ampere, die des zweiten Reſt⸗Ausdru⸗ 
des von Cauchy gegeben worden. Die Reihe ift für die ge 
faınmte Analufis von der größten Wichtigkeit. — 
\ 

13. Es fi K=ı", ſo iſt fx=nx-i, allgemein 
fr )=m! nur, (8.9); mithin erhält man nach dem 
Taylorſchen Sage, wenn der Reſt vorläufig durch R angedeutet 
wird, folgende Reihe, welche die binomifche Reihe genannt wird: 
(x +k=x"+n,x"ik-en „xn—2k2 ++ En®2 +n-mkenR, 
In diefee Reihe werde fofort x—1, gefeßt, und ftatt k, x ges 
fchrieben; fo bleiben die fämmtlichen Ableitungen von x", für 
x—1, offenbar endliche beftimmte Größen, und es ergiebt ſich: 

(1 41-4, x+D3X’ +0,’ ee ax HR. | 


2 | ! 
J 
Der Reſt kann entweder nach der erſten, oder nach der zweiten 
Formel ausgedruͤckt werden. Die erſte giebt 
R=n.H(1HOx 1 xcH, 
die zweite R=lnmHt)n.+ lt AP(lAx)e-ixaH, 

' A—A)x 
Man fete — 
der zweite Ausdruck, indem man zugleich (n—m)n„ , für 

(mri)noHı, ſetzt: 
R=(n—m)n.u”«P, | N 
Run ift u=x (1 _ =) offenbar ein aͤchter Bruch, fo lange 
x ein folcher ift; und .zwat liegt u immer zwiſchen O und x, weis 
chen Werth, zwifchenO und 1, A auch haben mag; alfo ift der poſitive 
Werth des Meftes nothwendig Eleiner als der von (a—m)n.x=-P, 
‚ wenn man x" für u" ſchreibt. Man hat ferner 


=u, und (iHAx)"-Ix=P, fo wird 





" a—m)n. = 


no» (n—1)x „2x ... mu „azu—1x . 
{ 2 u er 
In diefem Producte kann u immer fo angenommen-werden, daß 


Ser — (1-2), fo mie alle nachfolgende Factoren 


des Hroduetes aͤchte Bruͤche werden; und die letzten dieſer Bruͤ⸗ 
che nähern ſich dein Werthe von x deſto mehr, je größer m ge⸗ 
nommen wird. Es fei daher v der größte unter den m—uri 


ächten Brüchen von SZER bis mE, abgefehen 


von dem Zeichen derfelben; fo ift ihe Product, ebenfalls ohne - 
NRücficht auf das Zeichen, kleiner ald vet, und nähert fich 
Daher noch mehr, als dieſe Potenz, mit wachfendem mm, der Null. 
De nun P fortwährend, wie auch m wachſe, eine endliche Größe 
bleibt, fo nähert ficb das Product (n—m)n„x"«P mit wach⸗ 
fendem m der Null; um fo mehr nähert fi alfo der Reſt R 
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der Null, oder die Reihe für (I-Hx)" convergirt, wenn fi 
x innerhalb der Grenzen +1 und —1 befindet. 


Anmerfung Wenn n ein Brud iſt, fo ift A499)" eine 
mehrdeutige Größe. Die vorftehente Reihe giebt nur den einen 
(pofitiven) Werth, welcher Statt findet, in fo fern 11 ge 
fegt wird. Vgl. 8. 25. 


14. Wird der Yusdrud A— (1+2)" nach dem bino- 


miſchen Eage entwicelt, fo findet man 


1. m-w-1/1 n:m-1:m2 1\? 
A=14n.+7.7 (5) He) tum 


= 1+1+(1-2)57+ (1-5) (1-2) —* R. 


Die vorſtehende Reihe bricht nothwendig ab, wenn m eine poſi⸗ 
tive ganze Zahl iſt. Iſt diefe Zahl aber beträchtlich groß, fo 
läßt fich zeigen, daß man fich dem Werthe von A. beliebig ans 
nähern fann, wenn man nur eine hinveichende Anzahl (n) von 
Bliedern der Reihe, vom erften an, in Recnuns bringt; welche 
Anzahl n viel kleiner ſein darf als m. Man ſchreibe noaͤmlich 
den weggelaſſenen Reſt R tie folgt: 


le EEE m S= 


1+(1-2 - n+1 Hi In an — — tr“ 


Da die Differenzen 1245 1-2, u. f. f. alle zwifchen O und 


4 liegen, fo ift der vorftehende Reft offenbar kleiner, als der 
Werth, welchen man erhält, wenn man ftatt diefer Differenzen 
überall 1 ſetzt. Daher ift auch um fo mehr 





4 1 
, R< + +aamıt" | 
und folglich, wenn man ſich die geometeifche Progreflion in den 
Klammern bis in das Unendliche fortgefegt denft und fie ſum⸗ 








M- 
1 ‚ae, 





init, fo findet man, R<Z Wenn nun die Zahl m ſehr 


groß gedacht wird, fo kann na cl beliebig Plein, gegen m, ange⸗ 
ſehen werden; alfo nähern ſich mit zunehmendem m die Brüde 
1 2 „en - der. Null, und folglih A der Summe: 
11.141 1 
tat 
Der Fehler, welcher begangen wird, wenn der Werth von A, 
für m= oo, dieſer Summe gleichgefegt wird, iſt pofitiv und Mei: 
ner als 5. , nähert ſich alſo mit wachſendem n der Null. 
Daher erhaͤlt man, fuͤr ein unendlich großes m: 
a," 1 1 1 1 F 
(1+;) =i4 tg tgtrgt“ ininf. 
Die Reihe rechts liefert offenbar einen endlichen beftimmten Werth, 
der mit e bezeichnet wird; man findet leicht e=2,7182818-- 
Iſt m Feine ganze Zahl, fo fehreive man m ſtatt m, wo 
a ein pofitiver ächter Bruch und m wieder eine ganze Zahl ift. 


4 1 
Alsdann liegt offenbar 14.77 zwifchen 1+— und 


——. 
m m 


17553 alſo (1+-;)" zwiſchen (1+2)" 
mr 4 , 
(4 +) =(14.4) 14 4_’ 
m-+1 
beide Grenzen nähern fich dem nämlichen Werthe e, mit mach: 
‚fendem m; feius nähert ſich us 


(4) Sr 


mit wachfenden m m dem Werthe e. Alfo nähert fih immer A — 
dem Werthe e, fobald m fehr groß ift. 


45. Entwickelt man ferner den Ausdruck (1+5)" nad) 
dem binomifchen Pehrfage, fo fommt: 








J \ 


(1 +4) = 


mk «mk-1 4 ) + mk-mk-1- nie =) + 
4 ® 2 m 1 eo 2 . m 


1\k 
IE SEN 
zieht man auf beiden Seiten die Einheit ab, dividirt durch k, 
und fest k==0, fo fommt 


1-+k+ 


tr mt" 
für k—=0. Je größer m wird, defto genauer erhält man auf 
der rechten Seite 4, auf der linken e fatt (1-+ =); alfo if 


er. 1 e 
—1, F k=0. 








k__ex k_ 
Fun iſt? oe = 1 —e* für k=0, alfo 


ift e* die Abteitung von e*, oder dle)=erdx. Hieraus er: 
hält man zufolge der legten Reihe in S- 12.: 


ot gt +7 —4* R. 





Der Reſt in © aa ‚ und nähert fich offenbar, für jedes x, mit 
machfendem n der Null (vgl. die Bemerfung über den Ausdrud 
= in $. 18.); d. h. die Reihe conbergirt für jeden Werth von x. | 
Entwicelt man den Ausdrud (4 +2) nad dem. binomi: 
ſchen Lehrſatze, und fett hierauf m unendlich groß; fo erhäft 
man genau die nämliche Reihe, wie die vorftehende für e*; da⸗ 

her if (+3) =" für m=oo. 
16. Run fei e=y, fo heißt xder Logarithmus vony, 


jur Seundzahl e, Häufig auch der natürliche Logarithmus, 
welcher durch log bezeichnet werden fol, fo daß, wenn y=e”, 
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Der Reſt kann entweder nach der_erften, oder nach der zweiten 
Formel ausgedräcdt werden. Die erfte giebt 
R=n.4(1FOx Jul, 
die zweite RR(mn (lt —A)P(i+Ax)e-1xuH, 

' (i—A)x 
Man ſetze Trix k 
der zweite Ausdruck, indem man zuglid (n—m)n„ für 
(mHi)naHı, ſetzt: 
| - R=(a—m)nau®-P. N 

⸗ A AxX R + 
Run it u=x (1 — =) offenbar ein ächter Bruch, fo lange 
x ein folcher ift; und .zwar liegt u immer zwifchen O und x, weis 
chen Werth, zwifhenO und 1, A auch haben mag; alfo ift der pofitive 
Werth des Meftes nothivendig Fleiner als der von (n—m)n„x"P, 
‚ wenn man x” für um ſchreibt. Man hat ferner 





=u und G-Ax)P-Ix=P, fo wird 





NS 


 a—- mM." = 


(n—1)x , (n—2)x lu ‚„m-u—i)x  ‚(n—ın) j 
n— 3 


ai er. m 
In diefem Producte fann u immer fo angenommen-werden, daß 
Set (1-2), fo mie alle nachfolgende Sactoren 


des Productes Achte Brüche werden; und die legten diefer Bruͤ⸗ 
che nähern jich dein Werthe von x defto mehr, je größer m ge: 
nommen wird. Es fei Daher v der größte unter den m—u-Hi 


ächten Brüchen von SZER bis —e— 2 IR, abgefehen 


von dem Zeichen derfelden; fo ift ihr Product, ebenfalf$ ohne . 
Ruͤckſicht auf das Zeichen, kleiner ald vH, und nähert fich 

daher noch mehr, als dieſe Potenz, mit wachfendem m, der Null. 
De nun P fortwährend, wie auch m mwachfe, eine endliche Größe 
bleibt, fo nähert fich das Product (n—m)n„x=«P mit wach⸗ 
fendem ın der Null; um fo mehr nähert ſich alfo der Reit R 











\ ' . 2 
der Null, oder die Reihe für (I-Fx)* convergirt, wenn ſich 
x innerhalb der Grenzen +1 und —1 befindet. 


Anmerfung. Wenn n ein Bruch ift, fo ift (1 x)e eine 
mehrdeutige Größe. Die vorftehente Reihe giebt nur den einen 
(pofitiven) Werth, welcher Statt findet, in fo fern 1"=1 96 
ſetzt wird. Vgl. $. 25. 


14. Wird der Ausdruck A— (1+- 4)" nah dem bino⸗ 


miſchen en entwickelt, fo findet man 


/ 





A=1+m-Z „„"men- 5) + „redet + up 


= —— sit (1 -)(1-E)51+ «—R 


Die vorftehende Reihe bricht nothrvendig ab, wenn m eine poſi⸗ 
tive ganze Zahl iſt. Iſt diefe Zahl aber beträchtlich groß, fo 
laͤßt fich zeigen, daß man fih dem Werthe von A beliebig ans 
nähern fann, wenn man nur eine hinreichende Anzahl (n) von 
Gliedern der Reihe, vom erften an, in Rechnung bringt; welche 
Anzahl n viel Eleiner fein darf ald m. Man ſchreibe naͤmlich 
den weggelaſſenen Reſt R wie folgt: | 


(1-22) -aH)45 m = 


n-+1 1 
i+ (1 — A +(1 =) (@ m 5 + 
Da die Differenzen. 1-2, 1-2, u. ſ. f. alle zwifchen O und 


4 liegen, fo ift der vorftehende Reſt offenbar kleiner, als der 
Werth, melchen man erhält, wenn man ftatt diefer Differenzen 
überall 1 fegt. Daher ift auch um fo mehr 
1 1 
, R< IH tant" | 
und folglich, wenn man fich die geometrifche Progeeffion in den 
Klammern bis in das Unendliche fortgefegt denft und fie fums 
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mitt, ſo findet men, R<Z 1 at, . Wenn nun die Zahl m fehr 

groß gedacht wird, fo kann a ade beliebig Plein, gegen m, ange⸗ 

ſehen werden; alfo nähern ſich mit zunehmendem m die Brüche 
2 Ä 

2, un ud - der Null, und folglih A der Summe: 


1 14 1 
Des Fehler, eher begangen wird, wenn der Merth von A, 
für mo, diefee Summe gleichgefeßt wird, iſt pofitiv und klei⸗ 
ner als TER; nähert ſich alfo mit machfendem n der Null. 
Daher erhält man, für ein unendlich großes m: 
 f,.1i\" 11 1 141 . 
(1+;) =1+, +3 +5 5 ininf. 

Die Reihe rechts Tiefert offenbar einen endfichen beftimmten Werth, 
der mit e bezeichnet wird; man findet leicht e==2,7182818.» 

Iſt m Feine ganze Zahl, fo fchreibe man m-+a jtatt m, wo 
@ ein pofitiver ächter Bruch und m mieder eine ganze Zahl ift. 


Alsdann liegt offenbar 1-+ 2 zwifchen + und 


4 m , m. 
Ii+ ZT - alfo (1+—- —) zwiſchen 144) 
m+l 1 
—E =(1+4-4) ° 14 1_’ 
mt+i1 
beide Grenzen nähern fi) dem nämlihen Werthe e, mit wach⸗ 
ſendem m; folglich naͤhert ſich auch 


(+5) =(1+-;) (1 +) 
mit mwachfendem m dem Werthe e. Alfo nähert fih immer A — 
dem Werthe e, fobald m fehr groß ift. 


45. Entwickelt man ferner den Ausdruck (1+ =) na 
dem binomifchen kehrſatz, ſo kommt: 





ı " \ 


4 mk 
(1+,) — 
mk «mk-1/1\?_ mk-mk-1-mk-2/ 1 \? 
14447773 =) 1: 2.3 =) 

4\k 1 2\k 
=14+(k-)57+ (2) + 
Zieht man auf beiden Seiten die Einheit ab, dividirt durch k, 

und fest J I fommt 


(1+,)" 
4 1 _ Ir. \ 
für k=0. ge größer m wird, defto genauer erhält man auf 


der rechten Seite 1, auf der linken e ftatt (1 +5); alfo ift 


—1 . 
iz, für k=0. 


x+k_ K_ 
Nun ift - ze E E 


ift e* die Ableitung von e*, oder dle)—=erdx. Hieraus er: 
Halt man zufolge der letten Reihe in S- 12.: 











1er für k—=0, alfo 


a] Hatte «+R. 
Der Reft in © * ‚ und nähert ſich offenbar, für jedes x, mit 
wachſendem n der Null (vgl. die Bemerkung über den Ausdruck 
* in 8. 18.); d. h. die Reihe condvergirt für jeden Werth von x, 





Entwicelt man den Ausdrud (1 +2) nacd dem. binomi: 


ſchen Lehrfage, und fegt hierauf m unendlich groß; fo echäft 
man genau die nämliche Reihe, wie die vorftchende für e*; da: 


. x 5008 _ 
her ift (1+* =er, für m—=o. 
16. Nun ſei e==y, fo heißt xder Logarithmus vony, 


zur Grundzahl e, häufig auch der natürliche Logarithmus, 
welcher duch Zog bezeichnet werden foll, fo daß, wenn y=e”, 
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x=log.y ift. Da ferner dy=e*dx, fo iſt auch T=dı=dlogy; 

alfo d —E . Hierdurch erhäft man Die Ableitungen von lag x 
. J 

dee Reihe nach 1, _ +, 5, u. fe. f, die nte 

(— ya! Br, mithin, nach dem Tehlorſchen Sage, wenn 

wieder der zweite Ausdruck des Reſtes benutzt wird: 


k k? k’ k* 
lga+k)=bgx+- nt gh“ 


f (1 —/)n—Ikn 


. 6 (x-Fpik)" ’ 
Wied x—1, k=x beit, " kommt, da log 1=0, 
Amhe-tze 
lgiHs)=ı— : = 3 np) — ———— 


In dieſen Formeln bezeichnet A immer einen poſitiven aͤchten 
Bruch (oder auch O oder 1); aber keinesweges denſelben in 
beiden. Die Reihe convergirt, fo lange x ein Achter Bruch ift. 
Es laͤßt ſich aber daraus eine Reihe für log x erhalten, die im⸗ 
mer convergent gemacht werden kann. Naͤmlich man tete 
x=y", ſo wid logxı=mlogy, alfo 
| 4.61)? 
logx=m og Ay D=u| „1-7 5 — = 
_1]1-721, 0-2 _G-0 
m(y VE +37 ? ]. 
Es wird vorausgefegt, daß x pofitiv if. Nimmt man nun für 
4 
m eine ſehr hohe Potenz von 2, m=2", fo kann y x 
durch .mmaliged Ausziehen der Duadratwurzel aus x der Ein- 
heit, alfo y—1 der Null beliebig genähert werden, daher die 
vorftehende Reihe raſch convergiren muß. Denkt man ſich m, 
2.7777 


— 


unendlich groß, ſo wird 1— 1.4, indem 


y—1==0, und man erhält 





2] 


L 
log =nG-Den(_1) ‚ 
für ein unendliche m. Oben war gefunden e=(1+%)", 


wird x=log y, y3=e* gefeßt, fo kommt y=(1+2&7)", 


1 
äbereinftimmend mit der Formel log yon(y"_4) die fo 
eben. gefunden worden if. Man hat alfo für e* und Zogx die 


beiden merkwuͤrdigen Ausdruͤcke: e** (1+= ) umd, 
« m 


f 
log x = (ei), für m==co, welche eine Vergleichung 
dieſer Functionen mit den algebraiſchen Functionen gewaͤhren, 
indem ſich, ihnen gemäß, e* als. eine Potenz von unendlich gro⸗ 
Bem, log x als eine Potenz von unendlich Fleinem &rponentei. 
betrachten laͤßt. 

Sehe brauchbare Reihen zur Berechnung der natürlichen 
Logarithmen erhält man auf folgende Weiſe. In der Reihe 
log A4s)=x— 4x’ 38? Ic pe ſchreibe man —x. 
ftatt x, fo fommt log V)=—x— ir IX’ Inn 
mithin duch Subteaction: s ' 


log (>) 22 DH Hilden]. 





1+x _z+k ,.. k 
Man fee I, =, fo wird mat und 





z-+rk k 3 5 
ee 
oder: | zu 
log(z+k)=log +23 + ( ) Ho) +] 
Wird in diefer Reihe z=1, k—1 gefeßt, fo kommt 
bg =’ HI)’ Re]; 
fr z=2, k=4, fommt 
log 3S-los HEN ee]; 


2 | _ 
fr z=4 kl, | 
log 5=2 Bg 22; HH’ HH’ + ee). 
Am von den natuͤrlichen Logarithmen zu den gewoͤhnlichen, de⸗ 
ven Grundzahl 10 iſt, uͤberzugehen, herechne man 
log nat 44=lo gnat 2-H-lognat 5==2, 302585093 J— 


1 
Man ſetze kennen M= = Ggnal 10 == 0,43429448 «+, fo ift alls 


gemein logvulg x=M-lognatx. — Soll endlid die Sunc- 
tom a* Diffierentilet werden, in welcher a verfchieden von e, abe: 
pofitiv ift, fo fege man ea, alfo b==log a; dadurch 
wird arsch, und d(a)=dlet)—ettbdx=a loga-dx.— 

"47. Um: die Ableitungen der trigonometrifchen &nctionen 
sin x und'cas x zu finden, fönnte man fich. zwar der aus der 
Trigonometrie befannten Eigenfchaften derfelben bedienen; da 
aber hierdurch die Unterfuchung zum Theil auf geometrifche Bes 
trachtungen gegründet merden würde, fo ift vorzuziehen, von den‘ 
teigenometrifchen Functionen rein analytifche "Definitionen zu ges 
ben, nachher aber deren Webereinftimmung mit den befannten 
Conftructionen nachzumeifen. Diefes Verfahren wird auch ale 
Beifpiel der Unterfuhung des Ganges einer Function dienen 
fönnen. — In der Reihe für e* (8.15.) fehreibe man xi ftatt x, mo 
i die pofitive imaginäre Einheit W —ı bedeutet. . Die auf diefe 
Weiſe entſtehende Reihe wird fi, nach der Analogie, durch er 
bezeichnen laffen, fo daß die Reihe ald die Definition des Zeis 


chens exi anzufehen if. Man hat alfo: 
3 
tr ——,—,— + — + ininf., 
oder, weil i1 — 1, i =—i, i =, u. ſ. f. 


x? xt x x® x10 e . . 
| 1-Sttortgrtiggte ininf. 


% 
Hk-SrHtnt- .... in it. |- 


Diefe Reihe zerfällt, wie mar fieht, in zwel Theke, deren erfter 


der Coſinus, der zweite, 'mit Weglaſſung dee Factors i, der Si⸗ 
nus von x genannt werden te ‚Demnach Re ’ | 


x xt, Ay 3. J 
cos gr "3 aa in in . 
x .. 
— 12 Tau Lu ae, a nd, 
und cos x-i sin x=ef, 


Um in der Folge mit imaginären Erponenten rechnen zu koͤnnen, 
feine x und y zwei beliebige reelle oder maginaͤre Groͤßen, und, 
nach der Definition, 


e=1+x+7 5 rn + te 
v=1+y+Z + re Den 
Multiplicirt man diefe beiden Reihen in einander, fo Fommt: 
ern „er Ir + —* 


Naͤmlich das allgemeine Cute) Glied des Productes ergiebt ſich 
duch die Moltiplication gleich 


% 


54 xn—i y — ayı yı m y" ya. 
ta traaart" — 
4 x? nx"-1 ———— m .. J- 
+ y a m)im! yr* 
hy 


Da die Reihe, welche das —* eX+e7 angiebt, offenbar nichts 
Anderes ift, ald eꝛty; fo folgt dad er-e/—etn, welche 
Regel der Multiplication alſo auch dann gilt, wenn die Expo⸗ 
„uenten x und y imaginäre Größen find. — Hieraus Fergiebt 
ſich dann meiter, wenn h eine reelle Größe bezeichnet, 
(eh es, x mag reell oder F maginar ſein. 


— 


cos (kH-Y)==cosı—y sin, und sinfx-F-Y)==sinz-i-y cosx, 
welche Ausdruͤcke nur dazu dienen follen, um das ftetige Zu: 
nehmen der Kunctionen sin x und cos x augenfcheinfich zu ma: 
hen. — Für y==0 wird offenbar 

cos nz cos __ sinz, sin rn —sinx 


alfo find? — sinx und cosx die Ableitungen von cos x und 
sin x, d. h. 


— c08sx;5 


d(cos )=—sin x-dı; d sin x)=-4-cos x. dx. 
Hieraus folgt auch noch 
d(e)=d(cosx-+i ns) Cini cosx)dx 


=(i cosx-#i? sin x)dz, 
oder: 


d(ed=i(coss-Fi sinz)de— iesicdx; alfo dlei)eri.ids, 
wodurch die Regel dee Differentiation der Erponentialgröße e* auch 
auf imaginaͤre Erponenten ausgedehnt wird. Aus dem Taylor: 
ſchen Sage ergeben fich, mit Hülfe der höheren Ableitungen von 
sin x und cos x, die folgenden für jeden Werth von x,und k 
convergirenden Reihen : 
BER . k? k? k* 

sin(x-+-k)=sinx-+k cos — 7 cinx- zT c0sıh Ir sinx 

6 


Her cosx— er SIRX-- * cos x - 4a sin(x-4+-Ok), 
k? k?’ k* 
| eos(x+k)=coss—ksinx— -TIcosx 4 α + 7rc0sx 
5 k k 
ann Mean ann Kl ealatoh) 
wenn man bei der Anten Potenz von Lk ftehen bleibt. — Fer⸗ 
ner ift zu erwähnen, daß 


ex 4 ei exi — ei 
zum sin sm ——— 
co⸗ 2 2i 


tie aus den Formeln cosı+isinx=e”, cosx—isins=e" 








33. 
fofert folgt. — Aus denfelben Kormeln ergiebt fich u. wenn 
n eine ganze Zahl if, 

(cos x+i sin (et) —eri— cosmx-Hisinnz, 
alfo  (cosx-+#Fisinx"—= cosnx-Hisinnx, 
und eben fo (cosx—isinx)" = cosnx—isinnx. nt 


, , ſsin x un E0OSX. 
Nennt man die Quotienten —— die Tangente, und? —— 
c08 x sn 


= bie 
Sontangente von x; ſo daß 
cosx, 
| sinx’ 
fo giebt die Differentiation, nach der Regel 8. 5. 'c. 
__cosxdsinx—sinxdcosx__ cosx?+sinx? 
Kl Se "75 u Ber" Tr u A 





sinX ..\ 
sy! colg x= 


* und eben ſo destgı—=— 


ug ( 
mithin digı= r 75* 


20. Giebt man in den Reihen nr 


und sin=x— ati der Zahl x beliebige Werthe zwi⸗ 
ſchen und.1; fo ſieht man leicht, daß ſowohl cos x als sinx 


poſitive aͤhte Brüche werden. Kür x=0 wird cos x=A, 
sin x==0; für x—=1 erhält man 


1,171 1 171 
Ta Via Tara sini=1-74+57— —— 


% 


1 
si zı tar 
woraus zu erfehen iſt, daß auch cos 1 und sm 1 poſitive aͤchte 
Bruͤche ſind. Ferner erhaͤlt man durch Subtraction: 


sinl—cosi=5.+ (4 - + + (3-:n) 
+ (5 — m)+“ in inf; 


daher ift die Differenz sin 1— cos 1 pofitiv, alfo sin 1 größer 
als eos 1. 


3 


n 


’ 


Pr: 
Nun iſt die Ableitung von sin x, Sant m coss, zwiſchen 


den Grenzen O und 1 von x beſtaͤndig poſitiv; daher waͤchſt 
sin x ununterbrochen von O bis sin 1, indem x von O bie 1 


waͤchſt. Dagegen ift die Ableitung von cosx, Ger _ — sins, 





fo lange sin x pofitiv ‚bleibt, beftändig negativ, mithin nimmt 
cos x von 1 bid cos 1 ununterbrochen ab, indem x von O bie 
1 wählt. Da ferner, wie bewiefen, sin 1>cos1 if, fo folgt, 
daß es zwifchen O und 1 einen, und nur einen Werth von x 
geben muß, für welchen ‚genau sinx=cogx ift. Dan bezeichne 
diefen Werth mit Ir, fo iſt cosin=siniz, und weil allge 
mein cos’ +sinx—=1, fo iſt cosir=sinir=+3V2, 
indem .beide nothwendig poſitiv ſind. — Aus den allgemeinen 
Ausdruͤcken für cos(x-+-y), sin(x-F-y) ergiebt ſich, wenn — 
geſetzt wird, 
cos 2. cos xꝰ —sinx?, sin2x=—?2sinx cos x. 

Daher findet man cosix=0, sinin=1; weiter cos =—1, 
sinn—=0; cos?2s»—=1, sin?r=0. Vermoͤge diefer Werthe 


wird cos Anyı)=—sinx,  sin(An+X)=c00s1;5 
os(n+xı)=—sinx, sinaat)= ze—sinx; COSIRH-X)= C0SK, 
sin(2r+s)=sinx. 


Daher find sinx und cosx periodif he Yunctionen; die 
Periode iſt —=2n; und wenn m eine beliebige ganze pof. oder 
neg. Zahl, fo ift 

cos (2m >) = cos x, sin(Zms+xr)=sinx *). 
*) Wenn x unendlich groß gedacht wird, fo hört sin x auf einen bes 


ftimmten Werth zu haben, und Fann dann jeber beliebigen Zahl awifchen 
— und +1 glei fein. Eben fo cos x. Denn beide Zunctionen hängen 


“eigentlich nur von dem Reſte ab, welchen x durch 2x dividirt, läßt, d. h. wenn 


x=2nn +a, (2>0 und <27), von «. Diefer Net « wird aber offen» 
bar gänzlich unbeftimmt, fobald x unendlich groß I. — Daher ift auch 


der Werth von sin (—) für x==0, ”(1) für x==a, unbe 
ſtimmt. 








Man. findet ferner - COLE) OL sinz)1V/ 2, 
sin An+x)=(cosxFany)$V 2. Indem nun x von O bie: 
Ye wäh, nimmt cos x von 1 bis 412 beftändig ab, sin x 
von O bis 312 beftändig zu; dabei bleibt die Differenz. 
cos x sinx immer poftiv; folglich bleiben fowehl .cos(A#-x) 
als au sin(ir-Fx), indem x von O bis Ar, alfo An--x von 
47 bis Im waͤchſt, deftändig pofitiv, bis für Jar der cosinus—0 
und der stnus=i1 wird. Daher bleibt Rie Ableitung von sinz, 
d. i. cos x, beftändig pofitiv, und die von cos x, d. i. —sinx, 
beftändig negativ, fo fange x fich zwiſchen © und I befindet; 
und mithin wächft sin x ‚ununterbrochen von O bis 1, nimmt dage⸗ 
gen cosx ununterbrochen von 4 bis O ab, während x von O bi 4x 
wachſt. Da ferner. cosAnxr)=— sinz, sin(is-X)= cosx; 
" fo nimmt cosx von O bis —1, sinx von 1 bi8 O ab, indem x 
von Im bis 78 waͤchſt. Folglich nimmt cos x von 1 bie —. 
ununterbrochen: ab, indem x von O bis waͤchſt. Dagegen 
nimmt sin x von —t bi8 -Hi ununterbrochen zu, indem x von 
ir ‘die +4 wächft. 

&nmerfung . Aus den Formeln der. 88. 19. 20. laſſen 
fich die übrigen trigonometrifchen Kormeln leicht finden, wie z. B. 

cos Aan—s)=sinx,: sSN(An—-M=c0osx;: 
er u. ſ. f. 

die als bekannt vorausgeſetzt werden, wenn ihrer auch hier nicht 
ausdruͤckliche Erwähnung geſchehen iſt. — 

21. Indem x von —ir bis +47, wächft, fo durchlaͤuft 
die Function sin x beftändig wachfend alle Werthe von —1 bie 
+1. Wenn folglih z eine beliebige Zahl zwifhen —1 und +1 
ift, fo giebt es zwiſchen — 47 und +4” eine, und immer nur 
eine Zahl x, welche fo befchaffen iR, daß sin x=tz. Diefe 
Zahl x heiße arcus (sinus=z) ober fürjer arc sin 2. 

Wenn ferner x von 0. hie = wärhft, ſo nimmt cosx von bis 

—1 ununterbrodpen ab; bezeichnet affo z eine beliebige Zahl zwi⸗ 

fen —1 und 1, fo giebt ed immer einen einzigen Werth von 
3 * 


⸗ 
—2 





36:. | 
x, zwiſchen O und x, -für welchen cos —z. Dieſer Werth 
von x heiße arcus (cosinus=z) dee are cos z. -! 

Wenn x von — 37 bi8 4m waͤchſt, fo durchläuft die 
Aunction tg x, indem fie fortwährend ftetig bleibt, alle; Werthe 
von —co bis +-co, und zwar Beftändig wachfend, weil die Ab⸗ 
fitng ET Gefiändig pofitio it. Vejeichnet folg- 
lich z eine beliebige Zahl, fo giebt e8 zwifchen — Ir und +-4r 
eine einzige Zahl x, für. welche ig-ı—z wird. Diefe Zahl x 
heiße arcus (tangens==ı) oder arctgz. Endlich wenn x 
von O bie u mwächft, fo durchläuft cotg x, überall ftetig. biei- 
bend, alle Werte von co bi8 — co, und zwar beftändig ab- 


nehmend, well die Ableitung q —— I _ rregativ 


AR Iſt folglich 2 eine beliebige Zahl, fo giebt es zwiſchen 0 
und. rs eine einzige Zahl x, für melde cotg x—=z. Diefe Zahl 
heiße arcus (cotangens==z) oder arc cotg 2. 

Wenn nun erſtens z=sinz, da=oosx-dr; Dabei x. zwi⸗ 
fhen — Ir und +37; ſo iſt cosx—=-+-V 4-2, : mithin 


N ei alfo, da x arc sin z, 














d(arc sin) = v er 
Wenn zweitens z=cosı, dd=—sinxd, x zwiſchen 6 
und 7; fo if sinx=-+- 1—2?, alfo dk —dz 


Vi—ı? 





d. h. dlarc c02)=— — 


Ar dx 
Drittens wenn zigE, =, c0s rei; 
dz 
fo. folgt dx==d{arc ig7)= Im: 
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Viertens wen 2 cotgx, dd=— 75 ſo folgt 








— )=— re 


Es fei a eine gegebene Zahl zwiſchen ir und Aim; 
man verlangt alle Werthe von x, die der Gleichung sinx—sin« 
genügen. — Stellt x irgend einen diefer Werthe vor, fo fei 
nr das ihm am nächften kommende Vielfache von r, alſo 
12n763, PB zwiſchen — und Ix. Alsdann iſt 
sin —— ur+sin B=sin a. Iſt folglich m gerade, 
fo wird cosanA,.. mithin sinß=sina, alfo Pu. 
Iſt aber mn ungerae,  cosus=—l, fo wird 
— sin B=sin (Mein &, alfo —p=u,, P=—a. 
Daher. find. alle mögficheh Werthe vom x in den’ Formeln 
121n7 +02 und = @n +1)» —a enthalten, in meiden 
n eine belichige ganze Zahl if. — 

Es fgt « eine beliebige‘ Suhl zwiſchen O und m; man ver- 
langt die fammrichen "Eufhfungen der Gleichung cosx==cos a, 
Man ſetze —=2urtP, ß zwiſchen 0, und — gedacht;. ſo 
wixd Fe cos x==c0s Anz) 00 (EA) cos B=c0s & 
fein möffeni, mithin B=a, olgli find alle Werthe von x in 
der Formel s—2nn to enthalten. 

Es fei & eine befiebige Zahl zwiſchen Ir und He: man 
verlangt alle Auflöfungen der Gleichung ig x=ig a, "Man 
fe x=nn HB, PB zwiſchen —zr. und Far; fo wid 
ig sig (nn +P)=igPmtga; folglid B=a., Daher 
iſt s=non-Hro0. 

Es fei « eine beliebige Zah zwiſchen O0 und x; man ver 
langt x aus der Gleichung catgx=coige. ' Man febe 
s=nx+ß, 8 zwiſchen O und m, fo ift 
cotg x=cotg (un +-P)=coigß=cotg a; daher B=a, 
und sont . 


22. Es iſt noch uͤbrig, den Werth von u zu finden. Zu 
dem Ende Tott jegt die Function arctg’x ih eine Reihe entwi⸗ 
ckelt werden. 
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Es ſei z=arcigx, ſo iſt =. Nun iſt 1 


das Product der beiden Sactoren Hi und —i; (i=’/ —-1); 
daher findet ſich: N 

2 dz__ — — 1 1 - 
dk == — xl 2i 


Rimmt man die Ableitungen von we ſo ergiebt ſich leicht: 


de 1 pe — (1-1)? 
Fi al It] =- AR —]: 
+ a 2 GH) —G—)® 
3 le - a] =+ | E29) I: 


* ſo fort; allgemein: 

de der — EZ HG 

Freu F 
Nun ſetze man avi cosp, 1=Vi-Hx?«sing, 
(bie Größe Vi-+x° immer pofitiv genommen); fo wird 

" x+i=ViR?(cosp-+ising),. | 

alfo : KH (V IHR)" (casnp-+isinng)s ı; « 419); 
Desgleichen G-i"= = (V1-+x°?)’ (cosnp—isirnp); 
folglich EN EI= =2A(V14x?)" sinn. 


Da Da ferner vr (VA — (sin p)", ſo chit man 


2 ET _(Ayr-n—1)! sin nꝙ · sin pr 


Hieraus ergiebt ſich | n 


z=arctg rer gt HR 


; . 3 
u + sing 2.K—sin2psing‘ + sin3P sing’ 


N 4 n 

— sin dp sin p*- — up (1) sin nQ sing? * 
u, 
nl n nl, — — — 

+T—N)" sin (n-Hi)p'sin go nt. 


Das legte Glied fteit den Reſt der Reihe dar, in welchem Katt 
x,x-+ek, und. mithin ftatt ꝙ eine andere Zahl geſetzt werden 
muß, die blos durch 9' bezeichnet iſt. 

Wird insbefondere x—0 gefegt, fo iſt auch z=are t50==0, 
ud sinpg=i, cosoy—=0, al gy—ia, sin2p—=0, 
sn39g—=—1l, sindpy=h, allgemein sin Zip, . 
sin a+H1)y=(—1)"; folglid, wenn man x=0 fekt) und 
für k, x ſchreibt: | 


5 x’? 


=arcig ser 4% 5 -7t- 





— A \0 0; Sa er . 
+ 1 sin (n-+1) 9 Ginp)+ n+1’ 
wo der Werth von @' fo beftimmt iſt, daß 

‚a= V1+6°x°? «cos yp', 1=V1+6°’?: sing), 
© ein pofitiver Achter Bruch. _- 

Vorfiehende Reihe convergirt immer, wenn x ein Achter 
Bruch iſt; wird x—1 gefegt, fo nähert ſich zwar der Reft, der 
ſich zwifchen den Grenzen + befinden muß, ebenfall& der Null; 
die Sonvergen; ift jedoch eine fehr langfame. Man erhält in: 
deffen in diefem alle, da für x—=1, arctgi=ı=!n mir, 

alt tr Tr in inf. 

Um raſcher convergirende Reihen zu erhalten, muß man auf die 
Eigenſchaften der Functionen ig x und arcigx zuruͤckgehen. 
Es fein u und v zwei arcus, jeder zwifchen — Jx und Ir 
enthalten, und ihre Summe u--v werde =nr-+-w gefebt, wo 
w ebenfalls zwiſchen — x und +42 liegen fell, fo daß n ent: 
weder +1, oder O, oder —1 ift; fo hat man 








— =; Bgutigv 
tslurtw)tg w=ig = — —S 
Wenn alſo arcigx-Farcig ynr-tarc gz iſt, 
Yu _ hy 
ſe folgt 2*755 | 
Ebenfalls wenn arcigx—arctgy=ns-tarctgz ift, 
x— 
fo folgt = iz 75 


Nun berechne man mit Huͤlfe der obigen Reihe den Weib von 
ere igs > DB. für x==4; derfelbe ſei A Alfo tgA=y4, 


ig 2 A= = Da ferner igir=1, fo fege man 
77 


2A—in—B, und es ergiebt fich tg B=4. Man berechne 
daher Bm=arctget aus der Reihe, und erhält dann 
4#==2A—B, oder: ' | 

nat’ 4’ + | | 

- 5-3’ +37’). | 
Auf demfelben Wege fann man noch fchneller convergirende Reis | 
hen erhalten. Man berechne 3. DB. — ig 3, fo wird 
gA=4 IA, IgdA=il. Es ſei BedA—in, 
fo folgt tg B=ri,, woraus B==arc 86 12) ” berech 
nen läßt. Mithin findet ſich 

4A—Baein=4—36G —E—— — — — — 

— [737 — + 3737)” a 

Hieraus erhält man den gefuchten Werth von J 
rt —= 3,1415926535 ++ 


Anm. Die Gleichungen sin(xF-y)==sinx cos y+-cosxsiny 
und cos(xFy)=cosx cosy—sinx siny gelten befannt- 
lich von den in der Trigonometrie vorfommenden sinus und 
cosinus, unabhängig von der angenommenen Winkeleinheit, alfo 
eben fo wohl, wenn der Winkel x 5. B. in Graden, ald mens 
er durch das Längenverhältniß feines Kreisbogens zum Halbe 


\ 


4 
meffer ausgedrückt wird. Man erhält aus ihnen 


sin(x+k)— sinx sink 1-cos k 
— — co Km — SInX — — 





sink ._ sinik ., 
=(0081.T— — sinx® Ik sin, 


| 


weil 1—cos k=2(sin sk)? iſt. Wenn nun x und k Bo: 
genlängen, für den Haldmeffer —=1, begeihnen, fo, wird 


ain K_4, fir k=0, weil dad Verhäftnif des Bogens zur 


Sehne ſich defto mehr der Einheit. nähert, je Fleiner der Bogen 
genommen wird. Unter diefer Vorausfegung ergiebt fi cos x 
als die Ableitung von sin x, indem man in dem obigen Ausdrucke für: 


sin sth) —emE AXS ſetzt. Auf diefelde Art folgt auch, 


dag —sinx die Ableitung von cos x if; und hieraus wird man, 
tie in 8. 19. am Schluffe, die Reihen für sin(x+-k) und 
cos(x+k) mit Hülfe des Taylorſchen Sates finden. Setzt 
man ferner in diefen Reihen 50 und ſchreibt x ftatt k, fo 
erhält mau genau diejenigen. Reihen für die trigonometrifchen 
sinus und cosinus, von denen die. obige anafptifche Unterfuchung 
. ausging. Folglich ftimmen diefe Reihen mit den trigonometri⸗ 
ſchen Functionen sin x und cos x unter der Vorausfegung voll: 
ſtaͤndig zufammen, daß bei den legteren der Winkel x nicht z. B. 
in Graden, fondern durch das Längenverhältniß feines Bogen 
zum Halbmefjer gemeflen werde. 





23. 88 foll jetzt, als Beifpiel zur Uebung im Differentii: 
ren, das Differential der Function 
— arosinx 19* 
—D——— 


geſucht werden. (log bedeutet den natuͤrlichen Logarithmus, zur 
Grundzahl e.) Dieſelbe beſteht aus zwei Factoren, deren jeder 
beſonders zu behandeln iſt. Man ſetze alſo 





9=lbog it) und $=(are +) 
Um dep zu finden, werde log (I+x?)=er, alſo p—erweenz. 
gefest, fo wird 
dp=eteeinzd(u arc sinx)— plarcsinx- du-Fud (arcsinx)]. 
Es it aber a==log «log (1-Fx?), 
du dlog (1+-x?)__ dir) __ 2xdx 
N log (1-+x > —dr)logirx) By CH) 


Karen = mithin 


— 
arc einx log - el 
= en een —— 


Gerne ay=nlareig,) darcig ‚ und 


eeis,)=_ (ar G ) Na ___h_, 


(4) 4-1?’ 


n—1 . 
mithin dva=m— (ont) er — Das gefammi!e 
Differential von k=p-.t) Mae dk—=ddpy+-pdl; 
alſo erhaͤlt man: 
dk [log 1). —— 


2xarcsinx log-log(i{-x”) 
I 
(ar _Vi1— Je 





Einige Zufäge zur Theorie der trigonometrifchen 
Sunctionen. 
24. ine beliebige Potenz von cosx oder sinx läßt fi 


immer in eine Reihe entwickeln, welche nach den Eofinus oder Si⸗ 
nus dee Vielfachen von x fortgeht. Der Raum geftattet jedoch nicht, 
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diefe. Entwicdelung hier in voller Allgemeinheit zu. geben, ſondern 
nöthigt, diefelbe auf pofitive ganze Exponenten zu befchränfen. 
Es fei Demnach m eine pofitive ganze Zah ; man ſetze 


cos X-Fisinx=u, cosx —- i Sin: - 
ſo iſt cosw-Fisinmı=u"; cosm—i —S— 
Man hat 2css=u+ 2; mithin 
Ju 05x" = u®-Lm UM. 00 MUT Pa 0 +4 


zugleich aber auch, wenn man fehreibt 2 cosx= u; 


| 1 4 1 
Zum os I u ..... te" r 


folglich durch Addition, weil, ur —=2 cosmx, 


2. cOs x" C08smX-F-Mm, cos(m—2)x-Fm, cos(m—A)x-L« 
-+m, cos (m - 20) «+ -Fm, cos (m—2)x-F cosnx; 
oder, wenn man die gleichen Glieder dieſes Ausdruckes zuſam⸗ 
mennimmt: 
Coſsx cosmı-Fnı, cos(m—2)x 
+m, cos(m )x M-·. 
Das durch v bezeichnete en Glied diefes Ausdruckes ift 


FT, cos, Wenn m ungerade ift; 
2793 
1 
‚wenn m gerade ift. 


— 


Dagegen iſt v=}-m > 
2 


1 0 
7 
m,m, 


Daher erhält man 2coss’=cos2x-H. 
4cosx’ cos 33 3 cosx. 
Scosx! ==cos4x->Acos?2x-+3. 


y 16c0sx® =cosdx->5cos3ı-Fi0cosx. 
u. Te " 


- 
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Schreibt man in der obigen Kormel für cosx®, Ar—x ftatt x, 
fo erhält man die @ntwidelung von sinx“. Man fee zue 
Abkürzung m—2u=n, fo iſt cos — D sin mx, 
wenn n, mithin m, ungerade ft, dagegen cosn(ir—x) 
=c0s7- cosnx, wenn m gerade if, Alſo erhält man, wenn 


m ungerade iſt: 








Ie-Isins—sin”n sin mx-+-m, sin in = sin (m-2ı+ 
-P m, sin in 2 sin (m Zu) ... 
oder, weil in Br ya in tft, fo Fommt: 
| 2=-1 sin" = 
in] sinms-m,sintm-Dı+ + Arın.sin ward |. 


Daher Asinx = —sindi+-3sinx. 
46sinx® =sindı— 5 sin3s+10 sinz. 
u. ſ. f | 
Auf ähnliche Weife erhält man, wenn m gerade ift, 


9u—1 gina 


cos] cos mx-m, cos(m-2)x..---(-1)"m, cos(m-2u)x | . 


Das legte Glied vi — op? 


— 





mm 
Daher 2sin=—cos?2i-+1. 
Ssinx' = cosax—Acos ix +3, 
32 sin! =— 0s6x-+-6cos4x— 15cos2x-+10, 
u. ſ. f. 


25. Die Formel cosıH-isinszmeri kann benutzt wer: 


A 


den, tm die nten Wurzeln der poſitiven oder negatipen Einheit, 
dv. h. die fammtlichen Werthe "des vieldentigen Ausdruckes 


—8 „ wo nm eine ganze pofitive Zahl, zu finden. Setzt man 


naͤmlich —— ‚fm 2n1, und es kommt 
mithin auf die Aufloͤſung der beiden Gleichungen z’-+1=0 
und z—i=0 an. Sind die fümmtlichen Wurzeln derfelben 
befannt, fo erhält man damit auch die Werthe des vieldeutigen 


Ausdruckes Ha)", in welchem a irgend eine pofitive Zahl, m 
und n aber zwei ganze Zahlen ‚bedeuten, und n immer pofitiv 
it. Denn man bezeihne den reellen pofitwen Werth von 


Ca)" mit b, fo find die ſaͤmmtlichen Werthe des Ausdruckes 


(+ ay" in dee Form bel)" enthalten. — 

Um zuerft 2-10 aufzulöfen, fege man Z==cosx-Hisinx, 
fo wird, da n eine pofitive ganze Zahl ft, r—cosnı+Hisinnz. 
Sol nun 2=—1 fen, ſo muß cosn—=—i, sinn, 


alfo ux—=(2m-+-1)r geſetzt werden; mithin x= Gern, und 


2= cos —— +#i sin — —— 


— —3; woraus 20 — 1 folgt. 
Giebt man in dieſem —8* der Zahl m alle Werthe 
von U bis n—1, fo erhält man fämmtlide n Wurzeln der vor⸗ 
gelegten Gleichung +10; fegt man für m andere ganze 
Zahlen ein, fo erhält man immer nur diefelben Wurzeln wieder. 
Die Wurzefn Taffen ſich paarmelfe verbinden; nämlich wenn man 
in dem vorfiehenden Ausdrucke für z, m mit n—m—1 ver 

tauſcht, fo kommt eine zweite Wurzel 
or Gum tn, sin E 


_ co, HUF; sin uns ‘ 
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Diefe beiden Wurzeln geben zufammen einen reellen Factor 
des zweiten Grades von z’4-1, nämlich 
2Om+1)a\? , f. (m-H1)a\? 
(: — c08 ——-) + (sin EZ) 


+1. 


=2? — 22 cos ———— ——— 


Um nun die ſaͤmmtlichen reellen Factoren des zweiten Grades 
von z’r1 zu finden, ſetze man für ın alle ganze poſitive Zah⸗ 
fen, für welde 2m-+1 nicht gröher u n wird. ft n unge 


rade, fo wird 2m+-1=n für m" > 1. alsdann giebt es außer 


den reellen Ka-toren des zweiten Grades auch einen reellen Factor 
des erften Grades (z-+1), weil für 2m-1=n, 


cos FF )e+i sin (ZH ) n=cosn—=—1 wir. 





Beiſpiele. 
z ’-1==(z-+1) ( cos —741) 
2 402 - 22 cos +1) (272 cos = 1) . 
0 3 2 nat 
244 —R — 27 cos 5* 1)(2°—22 cz +1) . 


z’+-1= (2—2% cosE + 1)(2°—2: cos +1) 


\ 


(2322 +1). ıc. 
Auf diefelbe Weife findet man die Wurzeln von z—1=0. 
Man fege z=cosıHisinz, 7P=cosaxHisinns=1; fo 
muß nx=2mz, a fein. Die Wurzeln find alfo alle 


pon der Korm: cr; sin UL; und ed ergeben 


fi wieder reelle Kactoren des zweiten Grades von der Form: 
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2’—27 er, | 
in welcher Formel fuͤr m alle poſitive ganze Zahlen zu ſetzen 
find, für welche 2m nicht größer ald m wird. Iſt n ungerade, 
fo wird, für m==0, z—1. ein einzelner reeller Factor; ift n 
gerade, fo erhält man außer diefem no einen zweiten (z-1-1) 
für 2m=n. 


Beifpiele. | 
z—l=(2-Ne+Hl), g 


ı? —1=(z—1) (212: cos F+ 1) . 
z'—1=2(2—1)(2-H1)(2’-H1). 
2°—1=(z—1) (2’—2z cos = +1) (222 +1) . 


2 1 (2—1) (z-+1) (222 cos 4 1) 
(2°—22 cos + 1). ꝛc. 


26. Da cosx-4i sinxzme, und, wenn m eine beliebige 

ganze Zahl iſt, 
cos(Znrt-+x)z=c9sz, sin (Aus) =—sinz, 
fo hat man 
cos (?2ma-+-x)-Hi sin (274-2) = e?ur+ni — ogsx-kieinzx. 

Erweitert man daher den Begriff der Logarithmen fo, daß auch 
imaginaͤre Exponenten von e als Logarithmen betrachtet werden; 
ſo iſt log (cos x-Fi sinx)—=(2mr-Fr)i. Folglich, wenn 
x0, Ix, # geſetzt wird, fo folgt log Y)=mni, 
log (2m +3z)ri, log -)=(2n-+H)ri. Es ſei a eine 
beliebige pofitive Zahl, und b ihre reeller natärliher Logarithmus, 
fo daß era; alsdann fft allgemein loga=b-+-Iogi 
—b-+Qnsi, log (a)=b-rloge—1)=b-+(2u-Hi)ri, 
log(ia)=b-+-(Zm+ „ri, log ( Aa)=b+(2m+H)ri. 88 
feien ferner a und b zwei beliebige reelle Zahlen, fo erhält man 








4 
den Logarithmus don abi anf folgendem Wege: Man fee 
den pofitiven, Weeth von Va’+b’r, und fuche diejenige Zahl 


zwiſchen O und 2, für welche c059=-, sinp=n, mithin 


1p=- wird; eine folche ift immer, aber nur einmal, zwifchen 
den angegebenen Grenzen vorhanden; alsdann wird 
a+bi=r(cosp#isinp)=r.efi; 

folglich) log (a+bi) =log (r) + (2nn-Fp)i; 
two unter Zog(r) der reelle Werth zu verftehen ift. — Es hat 
alfo jede beliebige reelle oder imaginäre Zahl z unendlich viele 
Logarithmen, d. h. es giebt unendlich viele Exponenten p zu e, 
welche durch Reihenentwickelung der Potenz er die verlangte 
Zahl z geben. Unter diefen befindet fich aber nur in dem Kalle 
ein einziger reeller Erponent ‚ wenn .die Zahl z reell und po⸗ 
ſitiv iſt. — 

Endlich da dleJ=eridx, und log (cosı-Hi sinx) 
—=(2ms+x)i ift; fo folgt 
d(e*') Acco⸗ x-Hisinx) 
—— osı-pisinx 





dlog(cosı-Hisinx) =idx= 


[2 


woraus allgemein hergeleitet werden kann, daß das Differential 
eines imaginären Logarithmen eben fo mie das eines reellen 
“gefunden wird. — 


Sunctionen von mehreren veränderlichen Grössen. 


27. Wenn in einer Function zweier veränderlicher Größen 
x und y, f(x,y), die eine x um k vermehrt wird, fo entfteht 
die Zunahme f(x-+-k,y) — IVy). | 
Indem man fih nun den Werth von y unveränderlich dent, 
wird flx,y) ald eine bloße Function von x zu betrachten fein, 
und der Werth, welchen - 








SA — * 
für A O erhaͤlt, ſtellt die partielle Ableitung von Ilz,y) 
nad x, dar, die mit 69 bezeichnet wird, wenn man zur Ab⸗ 
kuͤrzung £ fatt fix,y) ſetzt. | 
Desgleichen, wenn x ungeändert bleibt, y aber um hau 


nimmt, ergiebt ſich die partielle Ableitung von fnad y, 
als der Werth von 


fu — (5). für h=0. 


Wenn aber x um k, y und h zugleich wachen, fo entfteht die 
Zunahme . Sa+k, „HD —fay) 

Es werde - K(x-H+k,y-+b)=f(x,y-+h)-+kP geſetzt, fo iſt Far, 
daß, für k==0, P in die Ableitung von f(x,y-+b) nad x, d.h. 


dt, 
n (Fer+D) übergeht Ferner fei f(x, y-b)—Kx,y)-+hQ, 


fo wird, für ham, Q= =-(G2)= (2 5). 

Man Hat allgemein: 

oo ÿV, AH) —ay)=kPHHQ: - 
Wenn die beiden Größen x und y von einander unabhängig find, 


fo ift auch das Berhäftnig der Zunahmen h und k ganz will: 
fürlih; man bezeichne e8 mit q, fo daß h=ke+g;: fo wird 


fex+k, v+h)—f(x,v)__ 


\ 


Setzt man zugleich h==0, k==0, fo geht q in das Verhaͤltniß 


der verſchwindenden Zunahmen von x und y, d.n a 


über, and’ da zugelih P u. Q in 2 und @ ) aberochen, 
ſo erhaͤlt man 


Kat, + far) _ =(£) + (A) = 
y/dı 


für kl, Ireel;  Wiefer Musdeud if Die velfändg aiblei⸗ 
tung von i(x,y). Diefelbe iR unbefiinmt, fo lanpe 7 * willen 
lich bleibt; wird aber beftimmt, wenn y als“ eine Gunci vom 


‘x betrachtet: wird, wevon dann En Die Ableitung if. . Man 


fönnte aber auch eben fo gut x als eine Zunction von y anfe 
ben, und würde dann, auf demſelben Wege, wie oben, erhalten 
Aacrk, Mn) _ (af + df\dx 
h —\dy dx/dy 
Um diefe Willfür zu vermeiden, fchreibt man fymmetrifcher die 
Differentiate ftätt der Ableitungen. Nämlich die Differenz 
f(x+k, y+h)— i(x, y) | 
geht für verfehwindende k und h in das vollftändige Diffes 
tential df(x,y) von f(x,y) Aber, und man erhält 


) d<-+ (2) dy. 


für h==0, k=0. 


dy 
Hier find = dx, 5) die partiellen Differen- 


tial e von f nah x A y, und die Formel ſpricht den Satz aus: 

Das vollſtaͤndige Differential einer Function von x und y 
ift die Summe ihrer partiellen Differential. — Man fieht leicht 
‘ein, daß dieſer Sab auch für mehr als zwei veränderliche Groͤ⸗ 
fen gilt. 3. B. wenn eine Function von drei veränderlichen 
Größen I(x,y‚z)==f gegeben ift, fo hat man 


a=( —RBRR = )dy +(£ da, 


als Ausdruck des vollftändigen Differentialed von f, durch die 
partiellen Differential. — Der Beweis beruht ganz anf den 
felben Gründen, wie bei zwei 4 veronderiichen Sroͤhen. — 


a 


4 








| “4 
Beifpiel. & fi fax,yI)—=x=y®, fo iſt 
df\ df 
(5) zn! y" (5 Jury J 
dx"! yrdı--ax"y-!1dy=r®1y*-I(myds-nxdy). 


⸗ 


28. Hiernach laſſen ſich die partiellen Ableitungen (oder 
auch die partiellen Differentiale) hoͤherer Ordnungen einer 
Function von mehreren Veraͤnderlichen finden. Man bezeichnet 


ı . 
dur . Mn diejenige Aunction, die. gefunden twied, wenn man 





guerft die partielle Ableitung von £. nah x nimmt, d. i. @)- 

| d 

2 er 
— Ady 

Eben ſo iſt Ge die Kunction, welche at wenn die part. 


und von diefer die partielle Ableitung nad y, —— 


Abkeitung nach x von (£ genommen wird. 


3. B. füe f=xmy* war T- mi"iy®, moraus folgt | 


dt d’f 
Beta mente; 
auch iſt Hin. n—1-x"yn-2, 
dy? 


d’f - d’f 
Zu bemerken iſt, daß — = id b. h. dag es gleichviel 


ift, ob man die Ableitung zuerft nach x, und dann nad) y, oder 
zuerſt nach y, Dann nad) x nimmt, was fich fo bemweifen läßt: 

Nach dem. $. 12. fann man fegen Ix+k)—=h-Hkf(x-+-ok); 
alfo, indem der Werth von y als unveraͤnderlich angefehen, und 
zugleih zus Abkürzung x-k=x’ gefegt wird, 


fa,y)=f(x,y)+k en, 


Pr 
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wo das Zeichen men diejenige Zunction bebeutet, welche 





entſteht, wenn in der partiellen ableitung = xtek ſtatt x 


geſett wird. 
Verwandelt ſich ‚nunmehr y in y==y-+Hh, fo wird 
Nee, 
folglich ift | | 
| a ,y)—Ia,y)) _I,y)—I,y) 
k k. 0. 





Q0= 
dere, k Y)_ df(x+-ek,y) 


_ Ik 
— h. 


Kür k=0 geht aber die Größe auf der rechten Bm über in 
df(x,y’)__df(x,y) 
dd cd 
h 


und dieſe wiederum für h==0, in ir 


Daher ift 2% der Werth, nein dee Quotient 6, er 


k=0 und h=0 erhält. Auf diefelde Art ergiebt fich aber auch 
en, 
wo A ein pofitiver ächter Bruch; und 
N, 
mithin wiederum 
— IM 5) _$&,y)—f(x,y) 


a — 


7 





nt. dil',y+Arh) dkas,yr-Ah) 

—_ ‚dy: ‘ u dy: .. 
. F 
| D nm - 2f f 
folglich, für. b=0, k=0; - —— Daher iſt 
at ot 0, 
dyd« ebenfall® der Werth des Quotienten Q, für ba=0, 
Ku; jun olgtkp einerfei mit nn. “ur u 


Hieraus folgt weiten, dag auch für partielle Ableitungen 
hoͤherer Ordaungen die Folge der Diffeventiatlomen eimerlei iſt. 


.dH# . dd: 
Denn es fi Ei 7 — ſo folgt hieraus: 
dq_ def 


RE a za = rg 
Seht man fan 5, di ap, fo iſt 


Rn dap (5 a 
dıdy = 4, y = = dyde ds —ay: dy?dx’ 
a’ d’f def 


ER ee 
9. Diferenturt man zum — den Ausdrud: 
= (Eur Ei, 


fo ergiebt ſich das zweite Differential won: h. Wird dabei x ak. 
unabhängig veränderlihe Größe, und y als eine Zunction der: 
felben zusefeben (dieſe Function mag nun gegakn: fein.oder nicht), 


ſo iſt * ebenfalls eine Function yon x, und um. die. Höheren 
— von | 


RN Ze 
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zu finden, braucht man dieſen Ausdruek nur. fo zu differentlicen, 
als ob dx'conftant, mithin d’x==0 wäre, _ 
Unter dieſer Vorausfegung differentliet, giebt die Gleichung 


dt= (5 Wer Ds 


die folgende: " 


nes) oder 
ale vollſtaͤndiges zweites Differential von f. 

Wenn aber x und y Beide als Munstionen.-ehen. Dei 
ten unabhängig veränderlihen Größe t ſollen angefehen wer⸗ 
den, wie es nicht ſelten der Zah iſt; fo darf man mes 
dee d’x nach d’y Null ſetzen, und erhält alſo in einem folchen 


Galle in dem Ausdruce für A2f noch ein Glied @ d’x, wo⸗ 
durch derſelbe ganz ſymmetriſch wied. 


Beifpiel Sr f=zx"y" mar oben 
dme-i yrdr-Pnxayr-idy; : 
daher vollftändig: u 
df=m"-!yd’ı m m—1x”? yrdx? mnx=-1ys-Idxdy 
"Fu n—1-x"yP-2dy®--nx@y®-id?y, 
oder fx? y*[nxy!dichmn 1 pda’ Hämnzydedy 
+an—i«r’dy’-+Hnx’yd’y], 
in welchem Ausdrucke — zu. ſetzen iſt, wenn x als unab⸗ 
haͤngig veraͤnderliche Groͤße betrachtet wird. 


| 30. Wenn zwifchen x und y eine Gleichung beſteht, die 
durch fix,y)=0 beʒzeichnet werden mag, fo muß, Indem x und 
k, y und h zunehmen, zwifchen den veränderten x und y ebens 
falls die Gleichung f(x-+-k,y--h)=0 gelten; d. 5. mit x muß 
auch y ficd ändern, aber fo, daß f unverändert bleibt. Hier⸗ 
aus folgt, daß in diefem Falle das Differential von f Null fein 











N | UN, (UI 
muß; d. h. dſ + 5) dy==0 
und zwar für. jeden beliebigen Werth von Mi Ri. Diefe Glei⸗ 
hung dient baber, um dag Berhättniß 37 oder die Ableitung 
von y nach x, auszudräden. Ferner muß de Pa ſein, akio, 
wenn man den Ausdruck für df differentüct, und Aix==O0 fegt, 
d. h. x als unabhängig veränderliche, fortwährend: gleichmäßig 


wachſende Größe, und y als Sunction derfelben. betrachtet, 
fo fommt: 


d? d?’f d’f dE\ 
vr, ale) Hr) 
welche Gleichung dient, um mit Hüffe ‚der. vorigen die zweite ab— 

Iy 
leitung von y, d. i. —* zu beſtimmen. Durch weitere Diffe⸗ 


rentiationen werden auf aͤhnliche Weiſe die Höheren Ableitungen 
‚von y nach x beſtimmt. Wenn aber x und y beide al Functio⸗ 
nen einer dritten Größe t fo gegeben find, daß ihre Ausdrücke 
der Gleihung fx,y)==0 genügen, fo darf bei den Differentias 
tionen weder dx noch dy als beftändig, mithin weder dex noch 
d’y Null gefegt werden; doch müffen die Gfeichungen 

d=0, dt=0, dt=0, uf. f 


ſaͤmmtlich befriedigt werden, wenn man: die Merthe der Ablei⸗ 


dx .dy d’ 
tungen Gr ul f, weihe ſich aus den Anke 


drücken für x und y in t ergeben, einſetzt. 

Um ein Beiſpiel zu geben, jet 
, ner Go, 
fe folgt durch Differentiation: . | u 
re un, 


| — 
. weiter: | 





Kald’x (s—b)d’y_, 
ee 


In diefer Gleichung ft d’x==0, wenn x als unabh. veraͤndert. 
Größe betrachtet wird. — Man fann aber der vorgelegten 
Gleichung Genuͤge leiſten wenn man x—a= Acos h y—b —Bsnt 
fegt, woraus folgt: 
d=—Asint-dt, dy=Bcost-dt, 
d’r=—Acost-dt?, d’y=-—Bsint:di*. 

Bei dieſer Annahme ift t als unabhängig betrachtet, alfa 
-d?t=0 geſetzt. Sebt man die vorfiehenden Werthe für 
dx, dy, d?x, d*’y in die obigen Gleichungen, fo. überzeugt 
man fich leicht, daß fie denfelben Genuͤge Ieiften. | 

Anmerfung. Wenn man in irgend einem Ausdrucke, der 
die höheren Differentiale von y, d. i. d?y, d*y, u. f. f. ent⸗ 
Hält, während d?x=0O geſetzt ift, x nicht mehr als unabhängig 
betrachten, fondern eine andere unabhängige Weränderliche t eins 
führen will, von welcher x und y Functionen find, fo ift es feicht, 
den neuen Ausdrud aus dem vorigen fo zu erhalten, daß man 
hernach nur die Ableitungen von x und y nad) t in denfelsen 

- einfegen darf, um fofort feinen Werth zu haben. Man darf 


fi nur erinnern, daß —Y daß Verhaͤltniß der Differentiale 


als? ) und dx unter der Bedingung anzeigt, daß dx alg unberänders 
lich angefehen wird. Hebt man diefe Bedingung aus, fo find dy,dx 


oder, wenn man lieber will, die Ableitungen Y, F -— veränderliche Schr 


Ben, und der Quotient I 4y 7, muB daher nach der Kegel §. 5. c. 
differentiirt werden. * findet demnach 
a 9 FI, und muß alfo 


a? d , d«d’y—dyd?’ 
ftatt Sr ſetzen —8 d. i. = * —, 





wo aber y links naud techts nicht mehr Bit Bedeutung hat; 
nämlich d?y linfs besteht fich auf die zweite Ableitung von y nach x; 


recis aber"Ift es der Zahler von SI, d. d. es Degieht ſich auf 





.dt? 
Die zweite Ableitung von y nach % Schreibt man alfo die Abs 
leitungen, usb nicht bie Afferentiale, ſo iſtt Er ae 7 Eu 
dx d’y ‚dy d’x et 
d’y_ dt de? de di? dt di? 
7 X 7 
— Vu 


Man ſieht, daß die Auẽdruͤcke dadurch ſehr. an Kürze verlieren, 
und daß es bequemer ift, die Differentiate zu fchreiben, mern 
man nur die jedesmalige Bedeutung derſelben gehoͤrig beachtet. 


d’y 
Man findet weiter 45 ei) und. indem man für 


ei feinen obigen u ſetzt, | u 
d’ dy_ dxd’y—dyd’x 
Ey a(ettrzree) 
—— vdx dy +3dyd?’y? on 
dx° 
Es war " "| oben 


af a’f 
d’i— ern ya dy'+ dy dy=0. 
Indem man nun ftatt d’y frei: ———— 
erhaͤlt man: | i 
d’f d?f 


d? ——— dıdy+---; * „dy? 


df/fäxd’y—dyd’ı\ _ 
Fa dx 0. 
doͤtte man aber die Gleichung dr dy= ſogleich 


volſtandig, auch in Bezug auf ds differentifet, fo Hätte man erhalten: \ 


[1 


N 





se — 
dt d3f- d? f df 

dy* ——— — — —0. 
Diefes ſummt in de har mit dem Vorigen, wie es fein muß, 
überein, weil. =, — Im Ullgemeinen if es 


beſſer, von vorn herein vollftändig zu differentiiren, weil die Aus⸗ 
druͤcke dadurch an Symmetrie gewinnen. 


d 
d’f= — 


3. War kann die Gleichung Fx,y)==Q mit ihrer Ablei⸗ 
tung 7* Fr To beliebig verbinden, um aus Ihnen i &: 
gend eine in beiden vorkommende Größe zu eliminiren. Wenn 
Insbsfondere in der Gleichung fx,y)==0 eine Conſtante a vors 
kommt, fo kann diefe aus der Abfeitung meggefchafft, uud eine 
Gleichung zwiſchen x, y, = erhalten werden, der die vorgelegte 


Gteihung Kx, y, =D immer Genäge thut, welcher Werth 
auch der Eonftante a beigelegt werden mag. 
Es fei z.B. y=ax, ſo wird dyzzadx, mithin xdy=ydx, 
eine Differentiaigleihung, die immer befteht, wenn y 
dem x proportioniet iſt. Es ſei yPrmZaxx?=a?, fo folgt: 
ydymadıxdxızı0 oder ydy-ıxdızzadx. 
Wird mit Hülfe dieſes Ausdruckes a aus der urfprünglichen 
Gleichung weggeſchafft, fo kommt die Differentialgleichung: 
(xyeyy)αA dy) dx, 
oder, voch Petenzen von dy geordnet: \ 
y’dy?’rAxydyd- Ha’ y)drt=0, 


Diefe Gleichung ik in Bezug auf = som zweiten Grade, 


fo mie die vorige Differentialgleihung vom erftien Grade war. 
Beide enthalten ober nur die erfte Ableitung von y nad x, und 
‚Wind deshalb von erſter Ordnung. — 

Vermittelſt der höheren” Ableitungen tanz man mehrere 


Eonſtanten wegfchaffen, wenn ſolche In Der gegebenen Gleichung 
vorhanden find. Es fei z. B. yazaser-pbıe“, ſe wird 
dy (ae* - bo Madx, 
d’y==(ae'-+be*)dx?, oder —*— | 
eine Diferentiafgleihung zweiter Ordnung (zugleich In Hin 
8 
ſicht auf die hoͤchſte Ableitung I nom erfien Grade), auf 
welcher die Conſtarten a und h beide verſchwunden find. 


32. Endlich ift noch zu emwähnen, daß die Zunahme einer 
Bunction zweier Veraͤnderlicher ſich auf aͤhnliche Welfe nach Pos 
tenzen der Zunahmen k und h von x und y entwiceln läßt, 
wie bet einer Function vor x nad) Potenzen von k gefchehen iſe 
Man ſetze zur Abkürzung Kx,y)==u, Kx,y-+h)=u’, fo wieb, 
nach dem Taplorfchen Sage, wenn man den Reſt bios duch r 
ondeutet: 


3 kn ng | 
IG-+k, aa 2 te + — 


du „, h?d’u h® deu 
aa 5 alaya tn 


Ferner aber iſt u ⸗vbᷓ 
du__du ,, d’u _h° he de+lu 
=; dt 55*7 2 ie u u dıdy tere TE N 
allgemein’ | i 
deu deu de+ he detmu 
er a re 
Werden diefe Werthe von u’, 3, u. f. f. eingeſetzt, und gehoͤ⸗ 


eig geordnet, fo folgt: 
du , kid’u , k’d’u 
rk yr=u+k «rg FR ae raigr 


| + Au u 534 du een 
dy“ dıdy — 


er din Kb ie 
um. 2 dy an kn rei .. 
hꝰ dꝰu | 
+7 Fr 
Das allgemeine Glied diefeg Ausdruckes, von der Ordnung nm, 
ka he de+= u 


laͤßt ſich durch S 5 bezeichnen, fo. verſtanden, 
daß für m und m alle poſitiven ganzen Zahlen, mit Einſchluß 
von Null, zu ſetzen find, welche eine unveränderlihe Summe 
nm ‚geben. Auch für den Reſt läßt, fich ein aͤhnlicher Aus⸗ 
druck angehen, wie bei der Entwickelung von fCx-I-k), der jedoch 
bier ‚übergangen werden fol. — Kine ähnliche Reihenentwicke⸗ 
lung findet auch) bei Functionen pn wehr als zwei veraͤnderli⸗ 
or Broken | Statt. I 


Air befonders chegexichueier werihe 
- siner Susctiom.. un 


33, Diejenigen Werthe von x, für welche fx Null, oder uns 
endlich groß wi, findet man durch die Auflöfung der Gleichun⸗ 


gen: fx==0, u=0, Außer ihnen’ muß man aber auch, bei ber 


Unterfuchung, det Ganges einer Kunction, auf folche Werthe ach 
ten, für welche die Ableitungen fx, f’x, u. ſ. f. Null oder uns 
endlich. geaß werden, In dem- letteren Falle verliert die Tay⸗ 
lorſche Reihe ihre Gültigkeit. Wenn jedoch z. B. f”x unendlich 
wird für sg, fr, fr, f'y aber für alle Werthe von x zwi⸗ 
ſchen den Grenzen a und b, zwifchen melden « und ak 
fiegen, "endlich und ftetig find, fo kann man immer noch 
fegen: 
Kotk)=fe + ro Krtursh) 3 


nur: darf die Entwickelung nicht bis auf die dritte Ableitung aus⸗ 
gedehnt werden, weil, nach der Annahme, ſo unendlich ift. 














- Wenn aun die. Wbleitung. fx, für zum, Noll ift, fe zeigt 
dies an, daß die Function fx, während .x von. dem Werthein 
aus im Warhfen gedacht wird, fich in einem augenblicklichen Still⸗ 
ftande befindet, indem die Ableitung fx, oder das Maaß der ver⸗ 
änderiichen Stärke, mit welcher fx wächlt, während x glrichmaͤ⸗ 
Big waͤchſt, für x—=o, Null ft. Hat zugleich ‚Fa einen endli⸗ 
chen, von Rull verfchiedenen Werth, fo if, indem fa verſchrindet, 


‚ Korb=fa+1(o+6k) und Ka-k=la+g Plasik), 


(O und A zwiſchen 6 und +1). 

Nun fann k fo Flein genommen werden, daß die Werthe 
f’(&-+Ek) und f"(a—Ak) dem Werthe f'a beliebig nahe kom⸗ 
. men, alfo beide gleiche Zeichen mit f"= erhalten. Alsdann has 
ben auch die Unterſchiede Fa4-k)—fa und f(a—k)—fa mit 
einander und mit f'x gleiche Zeichen. Iſt diefes Zeichen pofitio, 
fo iſt fa Heiner, als f(a-+-k) und fla—k); ift es aber, negativ, 
fo iſt fa größer al8 (ak) und f(a—k). 

Wenn. demnach fa Null, und fa endlich und verſchieben 
von Null iſt, fo iſt der Werth von fa entweder größer als die 
ihm zu beiden Seiten benachbarten Werthe von fx, oder klei⸗ 
ner, je nachdem der Werth von fa negativ oder pofitiv 
if. In dem erften Zalle findet, indem x ald wachſend gedacht 
wird, ein Uebergang der Zunction aus dem Wachfen in dag 
Abnehmen, d. h. ein Marimum, in dem zweiten ein Ucbergang 
ai dem Abnehmen in das Wachfen, ebenfalls bei wahl enden 

, d. h. ein Minimum Statt. 


Wenn aber mit fo zugleich a Null wird, f"a aber einen 
endlichen Werth hat, der u Null it, fo kommt: : 


> 


Ka-rk)—ta —& 31 f "o-ak), 


\ 


K-y-nere | 
Indem daher k Fine Fein genommen wied, fo. daß © 


/ 


S 


Pd 


5 
Werth, bei weichem bie Function ix abbricht, d. 5. aus dem 
Reellen in dad Imeginaͤre ‚übergeht. — Im Aligemeinen iſt 
die Taplorfche Reihe nicht anwenddar, fobald die Werthe der 
Ableitungen unendlich groß werden, d. h. die Augahıne F-irk}—f 
läßt ſich, für folche Werthe von x, nicht mehr nach ganzen Potenzen 
vonk entwickeln. So giebt fx= =(x—b)} für x=b, x+Hk)-c=k?; 
welche Form offenbar mit derjenigen der Taylorſchen Reiheunverträgs 
lich if. Es fei noch k=Va’—% a?—x3, fo wird fx fe xuua; 
ſetzt man nun s=a—k, fo kommt (a—k)=Vk- VA, 
welcher Werth ſich nicht nach ganzen Botenzen von kentwickeln läßt: 
Es mag hier auch bemerft werden, daß bei manden Fun⸗ 


ctionen Unterbeechungen der Stetigfelt vorkvmmen, während bie 
. Ableitungen derſelben immer endli und ftetig find. Dahin ges 





> , . 1 v 1 
hört die Zunction arc ig, deren Ableitung (- ir) bes 
ſtaͤndig endlich und negativ if, und welche alfo, fo lange 


. fie ſtetig bleibt, beſtaͤndig abnehmen muß. Sie wird aber 


Null für x=—w und für 5 00. Bei naͤherer Ber 


teachtung findet man leicht, daß fie, indem x durch Ruf geht, 


nicht fietig: bleibt, fondern plöglich von dem Werthe — In zu 
dem Werthe -+-Yrr gelangt. Dieſe Function nimmt alfo, indem 
x von —co bi8 O wädft, von 0 bis — , hierauf aber, waͤh⸗ 
send x von O bid:--cu "io, von +4= bie 0, ring ob. 

24 





* man indeſſen ihre Ableitung — genauer, be⸗ 
14 3 


vor fie noch auf die einfachere Korm Da gebracht i, fo ſleht 


man, daß dieſelbe, für x==0, die Form — erhält, wodurch ſich 
dee Werth x—0, als ein ſolcher, der nähere Unterſuchung er⸗ 
fordert, hinreichend Fund giebt. Ueberhaupt wird Der Werth von 
Hl) für x=a immer näher zu unterfuchen fein, wenn. der 


\ 





es ſel keertmerker; | fxmext[i-Hlog x]. 

. f” 1 +lg)' ]- | 
Seht man ‚logx-Hi=e0, alfo eten, fowkd fx==0, 
und offenbar zugleich T’x endlih und pofitiv. Folglich findet, 
für x=1 (e=2,7182818, 1=0,3678795) ein Minimgm der 


Function x" Statt, defien Werth etwa 0,6922006 if. 

Es fi k=(a—x)?, fs —a—ı)', fr. bla—r), 
f"x—=6a; fo wird, für x==a, fa=0, f’a==0, fa aber nicht 
Nul; Hier if alfo ein Stiliftand der Function, die fonft forte 
während, mit wachſendem x, abnimmt, wie ſchon daraus erhel⸗ 
let, daß der Werth von fix für jedes x negativ if, mährend zus 
gleich die Kunction offenbar immer ftetig bleibt. | 

34. Wenn die Ableitung fx, für x=a, einen unendlich 
großen Werth erhält, fo muß man die Beſchaffenheit der Fun⸗ 
ctionen fx und Ix, in der. Nähe des Werthes x——u, unterfus 
hen. Die Ableitung Sx kann 5. ®. für xma—k, ein 
andere® Zeichen haben, als für x==a-rk, fo lange k 
eine ſehr kleine Größe if. Alsdann wird. die Function fx, wenn 
fie z. B. von xzo—k biß zu x==a waͤchſt, von x==a abnehs 
men, oder. umgekehrt; es wird alfo bei x==a ein Wechfel zwis . 
ſchen Ab⸗ und Zunahme, d. h. ein Marimum ober Minimum, - 
Statt finden. Dies ift 3. B., wenn k=(i-b)}, mithin 


fix — b)? ift, der ‚Fall für x=b, wo fig wird. 
Die Ableitung ift negativ, fo lange x<b, und wird pofitiv, 
wenn x->b wird; die Function geht alfo aus dem Abnehmen 
in das Wachen über, und der Werth Ix—0 für x=b ift ein Mir 
nimum. Dieſer Uebergang ift aber nicht, wie in den Fällen des 
$. 33., mit einem augenblicklichen Stiliftande verbunden. — * 
anderen Faͤllen wechſelt die Ahleitung fx ihr Zeichen nicht 


Des fie unendlich wied; 3 4 B. fuͤr —XE im 


u Prem i(suh) fie zumb unmblkh-groß.: Hier r h dee 


Werth, bei weichem die Kunetion fx abbricht, d. h. aus dem 
Reellen in das Imeginaͤre ‚übergeht. — Im Allgemeinen iſt 
die Taylorſche Reihe nicht anwendbar, ſobald die Werthe der 
Ableitungen anendlich groß werden, d. h. die Zugapıne Ku-irk}-fx 
läßt fi, für folche Werthenon x, nicht mehr nad) ganzen Potenzen 


vonk entwideln. So giebt fx=(x—b)? für x=b, Ix-Hk)-fr=k?; 
welche Form offenbar mit derjenigen der Tapforfchen Reiheunverträgs 
lich ift. Es ſei noch Va? —x3, a?—ı% fo wird fr==oo für ua; 
fegt man nım x—=a—k, fo kommt f(a—k)—=Vk-» VA, 
welcher Werth ſich nicht nach ganzen Botenzen von k entwiddn loͤßt. 
Es mag hier auch bemerkt werden, ‘daß bei manchen Zuns 
ctionen Unterbtechungen der Stetigfelt vorkommen, während bie 
. Ableitungen derfelsen immer endlich und ſtetig find. Dahin ges 
hört die Zunction arc =, deren Ableitung (- 7 5) be⸗ 
feimdig endlich und negativ iſt, und welche alſo, fo lange 
ſie ſtetig bleibt, beſtaͤndig abnehmen muß. Sie wird aber 
Null fuͤr xæ⸗ - und für s=+-m. Bd naͤherer Be 
teachtung findet man leicht, daß fie, indem x duch Null geht, 
nicht ftetig bleibt, fondern plöglich von dem Werthe — Ir’ zu 
dem Werthe tor gelangt. Diefe Sunction nimmt alfo, indem 
x von —co bis O waͤchſt, von O bis — , hierauf aber, waͤh⸗ 
send x von O bis 00 wa, von ar bis O, berdnbie ab. 
1 . 








Berufen man indeſſen ihre Ableitung = genauer, bes 
1+- 3 


Fr gebracht iR, f ſieht 


man, daß dieſelbe, für x==0, die Form — erhält, wodurch ſich 
der Werth x—0, als ein ſolcher, der nähere Unterſuchung er⸗ 
fordert, hinreichend kund giebt. Ueberhaupt wird der Werth von 
Hk) für x=a immer naͤher zu unterſuchen fein, wenn der 


\ 


vor fie noch auf die einfachere Korm 
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Werth a ein folcher Ik, für welchen die Zunction fx unendfich 
wird, oder überhaupt eine befondere Abweichung ihres Ganges 
darbietet. 

35. Oft erfcheint der Werth einer Zunction in unbeſtimm⸗ 
tee Form, ' ungeachtet ein beftimmter Werth wirklich Statt fin 


det. So wird en für k=0, 8; | der Werth aber 


ift, wie befannt, die Ableitung fx. — 886 feien px und ıyx 
zwei Sunctionen, die für x=a beide zugleich verſchwinden, fo 


wird ihr Quotient ya für x=a, $. Um den Werth zu 


finden, welchen y für x==a erhält, fege man 5; px==gr, und 
nehme die Ableitung diefer Gleichung, fo fommt, 


ya+yv=ps, 
* fir x==a, yVa=ya oder y= -5: ‚db der Werth 
von * fe x x=3, wenn Ya und Va zugleich verfchtwinden, iſt 
der ——88 aus den Werthen der Ableitungen 1 und yrx, 


für ı=a. Es ſei z. B. y= =, fo wird? y=! für 
x37; nimmt man aber die Ableitungen, fo ift die des Zaͤh⸗ 
lers =-1, die des Nenners = —sinn—=—1, für x=1r, alfo 
y1 der richtige Werth. Es fi ya EI, ſo iſt 
A 005(x—a)’ 
e 2xcos(x’—a?) 2a 
der Werth von y, für xı=a, —S 7 
d. i. unendlich groß, wenn nicht a0 iſt. Für ag aber wird 
sin(x?) _. 21008’) _O 
4-- C0sx sinx 0 
für x=0; alfo aufs Neue unbeftimmt. 


Man muß daher auf den Quotienten = 





2x c08 (x?) 
sinx 


wieder die obige Regel anwenden, oder den Werth zn fuchen. 
5 
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i⸗ IR isn 2). 
-KOSX" 
sin(x?) 


olfo, glei 2; d. h, es iſt —— 


Dee: ergiebt fi 6 gleich . ‚für x=0, 
=2 für 0. * Es 


, ſo wird j=t für x=0; der richtige 





en noch | y rn 
Werth aber ie = =toga—logh, — um den Werth don 


BE _ (ana 
x? ' . og ’ 


fr x0zu fihden, muß mar nd amet hintereinauder die Ab⸗ 
leitungen nehmen, worauf man yar erhoͤnt. 

Dieſe Regel giit jedoch nur dan, wetiti Diejenigen, Ablei⸗ 
tungen von ꝙx und aux, melde den Werth des Duotienten * 
nicht mehr — geben, nicht wieder auf andese Weiſe einen un: 
ie Werth lifeen,.g. ©. J. ‚Zn: einem felhen "Falk, 


wie bekannt, Ylx4-k), Yemk) ſich nicht nach Potenzen , 
sen k k entwictefn laffen, muß man eine andere Form der Ent⸗ 


wickelung ſuchen, um den Quotienten 8 für x=a, zu erhal: 


ten. Es ſe z. B. g=Vr—a, VE, fo. wird 
-3=5 für x=a, während g’a und wa unendlich wer⸗ 
den. Dan erhaͤlt aber J 
pa--k)=Vk- V2=+k, Vor k- VERS HERE, 
alfo $ (a-+-k)_. . —— 
Ylark) 
—R 


Alſo iſt —— für x=a. 
Ve’ 


. . u +: 





—0, für k=0. 
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Iſt zwiſchen x und y eine Gleichung Ix,yI=0_ gegeben, fp 
folgt durch — derſelben: 
4 kan- 4 dy *0. 


Werden nun, für einen beftimmten Werth von x, und einen ent- 


sprechenden bon y, die pozielen Bun = und 4 b eide 


zugleich Rull; fo —* Das Verhaltniß © unbaſtimmt, Dit⸗ 
rentiirt man aber zum zum —— Indem man d’x=b 
ſetzt, N fommt 
a ’+7 a0. 

Für die in Rede ſtehenden Werthe don x und y wird aber 
du; alfo fommt die quadratifche Gleichung: 


dy 
ne dy gif ‚day, af 
2) + 255 *o, 








u HE dxdy-+ 





wonach ' ar einen doppelten Werth erhält. — Bann auch Diefe 


leichung den Werth von ni Wnoch unsefimmt laͤßt, ſo muß 


man zu den Gliedern Oben Drdnung fortgehen, oder auch, 
nad Umftänden, andere Formen der Entwickelung von 
(ark, y-Fh) fuchen, wenn die Taylorfche Reihe unzuläffig if. 


Beifpiel, Es fe ER Pr Rarly? a. . 
Durch Differentlicen erhäft man 
(?-+y’Xxdı4+-ydy)-+a?(ydy—xdx)=0, 
oder ee a ee 
Sir x=0, wid y=0, alſo 3 =: Differentürt man aber 


weiter, do kommt: : 
5 * 
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(tpy?-Fat)ydty-H3y?-+x?-Har)dy’-Axydıdy 
Hy’ ar)? —0, 


d 
alfe, für x=0, y=0, dy?—dr?—=0, 1 —-+1. 


* Ein Werth von fx Fann ‚cu unter anderen Formen 
als 5 verſteckt ſein, b» B. —XG ‚co, 0° u. dgl., und muß 


dann duch geeignete grantformationen, Entwidelung in Res 
ben, oder auf anderem Wege ermittelt werden, worüber fich nicht. 
wohl allgemeine Regeln geben laffen. 3. B. das Product 
xlogx wird O · o für x—=0; fein Werth ift aber in diefem Falle 
Null. Denn man fie logr=—z, x=e-*, fo ift 
—z —Z 
x lg am ze —— nn 
1+2+ +3 31 art 


ein Quotient, der für z= con, offenbar Null wird. — Der Werth 
von 0° ift nicht immer gleich 1. Allerdings ft xx—1 für 


1 
xz=0; dagegen iſt z. B. —e e, für jeden Werth von x, 
alſo auch für x=0, wo die Kormel in 0° Gberget. In der 


That Fann man fen 0° =01-1=0!.0-1= 2; alfo ift 0° 


eben fo unbeſtimmt als 2 


37. Kür die Anwendung find diejenigen größten oder klein⸗ 
fien Werthe von fx, von denen in 8. 33. gehandelt worden, die 
wichtigſten. Häufig if die Kunction, von welcher ein folcher 
Werth gefucht wird, unter der Korm f(x,y) gegeben, d. h. von 
zwei veränderlihen Größen x und y abhängig, zwifchen welchen 
aber eine Gleichung Px,y)=0 befteht. In ſolchen Faͤllen kann 
man zwar y mit Huͤlfe der Gleichung *O aus L eliminiren, und 
alsdann nach $. 33. verfahren; man kann aber au, um zu fine 
‚den, od ein Marimum oder Minimum vorhanden ift, ohne Auf⸗ 

















ı " I j 6 
fung. der Gleichung P=r0,, das Differential :,  .. 
df df 0 ).:- J 
Kat "u re | 
fegen, wenn man zugleich berädfichtigt, daß auch . 
dp dp a 
gu+ y dy=0 


fein maß. Eliminirt man ſodann =, fo tom | 

- : u 

un di dp dt d@__ ' Ep 

— de’ dy -dy de > 
welche Gleichung, verbunden mit 906, die geſuchten Werthe 
von x und y liefern muß. — Um zu entſcheiden, ob dieſelben 
wirklich geößte oder Eleinfte Werthe find, muß man die zweiten 
Ableitungen entwickeln; nicht felten aber ift es ſchon ausder Na: 
tur der Aufgabe Mar, daß ein Maximum oder‘ Minimum, por 
handen fein muß, und in folhen Faͤllen kann man die Eutwicke⸗ 
Iung der Ableitungen zroeiter Drdnung unterlaflen. 


Belfpiel. In einer Ebene ift ein Winkel » und ein Punet 
gegeben; man ſoll durch den Punct eine gerade Linie fo ziehen, 
daß das zwiſchen den Schenken des Winkels befindlihe Städ 
derfelben möglihft Fein ſei. 

. Man nehme den Scheitel de Winfels » zum Anfange,' 
und feine Schenfel zu Axen der Eoordinaten, und nenne x und: 
y die Stücke, welche die gefuchte Gerade von den Schenfeln ab: 
fchneidet. Es feien ferner a, b die Eoordinaten des gegebenen 
Punctes; fo wird die Gleichung der gefuchten Geraden fein: 


tr=i (180 u, v die laufenden Eoord. find), und, da für 
u==a, v==b werden muß, damit die Linie durch den gegebenen: 
Punct gehe, 2401, oder ayrbx=ıy. Ferner erhält 


man für die Länge 1 des abgefchnittenen Stüdes: 
? = x?.-y?—2ıy 0037. 
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Da 1, und mithin IEmoglichſt klen fen poll, :f6 muß mar has 
ben Idi=0, alfo: 


(s—y cosy) ds+H(y- —x —* 


zugleich aber: Ey —b)dx (x Die; folglich: als 
Endgleichung: 
(x—y 008 yXxa)=(y—x cosyYXy—b). 

Eliminirt man y: mit Huͤlfe der. Gleichung. ay--bx=xw,- und 
läßt: man den Kactor x weg, weicher die Auflöfung x—0, 
y=0, 1=0 giebt, die, fich von felbft 'ogrfleht; fe Fommt die 
Gleichung (x—a)’—b cosy (x-aJ?-Fabtosy (x—a)—ab?=0, 
durch deren Auftoͤſung x beſtimmt werden muß. — 3. ® 
der Wincel va eusya=0, ſo folgt; part 

hh ' . , 
ME ca Vohr und m ſe ————— 
ale: die asgeielkteien Srüde der dee — R ab fo 
folgt. xsefanry.' 

38. Es kann aber auch verlangt "werden, daß xy), 
ein ‚Mag. od. Pin. ſei, ohne daß zwiſchen x und yirgend eine Abhaͤn⸗ 
gigkeit beftehe, "Man fege u= [x,y), uf(x+-k, y-+h), ſo wird 
d’f.k? d’f dꝰf hꝰ 

at. dx ayk+ dy? 3+ “ 
wenn man bei den —** der zweiten Ordnung ſtehen bleibt. 
Sobald Ach nun x und y fo beſtimmen laſſen, daß zugleich 
E=0, = die Glieder der zweiten Ordnung aber nicht 
verſchwinden, fo kann ein Maximum oder Minimum vorhanden 


| ‚d’f d?f 
fein. Man feße zur Abkuͤrzung 4 = 0 Eur 


PER NER WR 





23 . 
bi ==c, ſo geben die Glieder der jtveiten Orbnung, mit 
Weglaſſung der höheren, 
a—u=ak?-Fr2bhk -+ck?, 
wo man hund k hinreichend Klein nehmen muß, damit die hoͤ⸗ 








4‘ 


mM 


heren Glicder keinen Einflaß⸗Auf das Zeichen „der. Differenz Du 
ausüben. Damit nun a ein Mag. Hd. Min: fei, muß die Diff _ 
u’— u ihe Zeichen nicht andern, mie au Die Zeichen von k und 
R Mr dert werden ‚mögen. Man erhält aber aus der borftehen: 
Blihung vorausgefeht, daß A nicht Null ift, 
u ak-Hbh}?Haci-b7)h? | ;_ (aq-#b)? 4 ne—b | 


a 


u— 


a 
ment i Ka), weraus hervorgeht dag‘ de Dilferen u wu ihre 
Zei nur dank nidt aͤndern toird, wen 'acb” nicht Oo iſt. 
Senn“ waͤre dieſer Werth negativ, ſo koͤnnte man der gang uns 
beftimiiten Größe q ſowohl Werthe geben, die den Zaͤhler pofls 
tiv, as. andere, die ihn negativ machten: Iſt aber äac—h 
>, fe kann offeibae webet a naͤch c gleich Nuͤll fein , und 
beide mögen gleiche Zeichen haben; alzdann wird u Pf itio 
ober negatib, je nachdem a pofi tiv oder negativ iſt. ,* 
im Rarimum oder Minimum der Zunetien TERN ‚hope 
a Siet wenn — 4 ze, die Glieder der gociten 
Dehnung, akt+ —B aber ſo beſchaffen ind, ‚dab, 
b? Ppoſitiv iſt. Und zwar findet das Mar. Statt, wenn 
a, ao, mithin, ‚auch [2 beide negativ; dag Min., wenn a und 
c.beide,ppfitin find. . Auch giebt es sin Maximum oder, Mia. 
nimum, wenn ac—b? 0 it, ohne dah a und c, beide. zugleich, 
Full find. — Werden die Glieder der zweiten Ordnung mit 
denen der erften zugleich Rull, fö muß man zu den höheren Ord⸗ 
nungen’ forkgehen, um: zu entſcheiden, ob überhaupt: ein ok: 
oder Wii. vorhanden ift, und welches von belden. Duc ſoil 
ichoch 'hier nit weiter ausgefuher werden. F N 


Dal pie, es fe y)=iy(m—x—y), ſo wich 


:df de 
er K-x2y) 5** (m-y-2x). Die Glieder zwei⸗ 


ten Ordnung ſind +yk’mm—2i—2y)kh--2xh?. Man 
erhoaͤlt daher zur Beſtimmung des Groͤßten oder Klänſten 
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nl, mr =0, wol xueyım Die 
Glieder der zweiten Ordnung find 
—m(k’+3kb+E°)= — IZm[(k+-1h)’ +3 442)3 
daher findet ein geößter Werth Statt, menn m pofi itiv, ein klein⸗ 
fter, wenn m negatin iſt. Der Werth. von f iſt Dabei G)- 


39. Das wichtigfte hierher gehörige Beiſpiel iſt die Me⸗ 
thode der kleinſten Quadrate, deren man ſich bedient, um 
aus einer großen Anzahl von Beobachtungen diejenigen Reſultate 
zu erhalten, welche mit der Gefammtheit der Beobachtungen am 
beften übereinftimmen. Es fei z. B. y eine Function von x von 
folgender Zorm: y=ax"-+bx"-+cxP; man fennt die Epos 
'nenten m, n, p, welche häufig 3. B. die Zahlen O, 1, 2, oder 
1, 2, 3 find; und zur Beftimmung der Coefficienten a, b, c hat 
man für zahlreiche Werthe von x die entfprechenden Werthe von 
y beobachtet. Wären diefe Werthe von y genau, fo Brauchte 
man deren. zur Beftimmung der drei Coefficienten a, b, e. nur 
drei; da fie aber alle mit Beobachtungs⸗-Fehlern behaftet find, 
fo wird, wenn man fich für a, b, c die richtigen oder wenig⸗ 
ſtens die der Wahrheit möglichft nahe Fommenden Werthe, für 
x und y aber die zufammengehdtigen Beobachtungswerthe ge 
fegt denft, die Gleichung zwiſchen x und y niemals genau er: 
fällt werden, oder die Difvn 

ax® bar -oxr y=u 
wird niemals genau Null fein, fondern bald einen pofitiven, bald 
einen negativen Fehler darſtellen. Man kann ſie aber nicht un⸗ 


Anittelbar als das Maaß des Fehlers anſehen, weil es in der 


Natur der Sache liegt, daß das Maaß des Fehlers immer po⸗ 
io fein muß, in welchem inne derfelbe auch "Statt gefunden 
habe; indem fonft ein negativer Fehler als ein Vortheil, im Ge 
genfage eines pofitiven Fehlers, angefehen werden müßte, was 
öffendar widerfinnig iſt. Man wählt demnach das Duadrat vor 
u zum Maaße des Fehlers, und beftimmt die unbefannte Werthe 
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von a, b, c fa, daß die Summe ‚aller durch die Quadrate don 
u gemeffenen Fehler, moͤglichſt klein ſei. Man ſetze demnach 

ag, -+-bh, +d-y=u, 
u ads +bh,-+c, y=uy, 
allgemgin: aga+bhu-+cl, mi; 


in welchen Gleichungen gı, bi, Iı die-Werthe; eu, weiche 


die Potenzen x", x", xp fuͤr xx, erhalten, wobei yı:der 
beobachtete Werth von y iftz eben fo wie g,, ha, 1, dem 
Werthe x, entſprechen, fuͤr welchen 74 der beobachtete Werth 


von y it; u, ſ. f. für die übrigen. Alsdann ſoll alſo die Sun: 


me u, Pu, .. un? ein Minimum ſein; oder 
@gıHbbı+ch—y: I +Q@ge+bb,+d, 7)’ =Min, 
Da die Werthe von a, b, c unabhängig von einander ſind, ſo 


muß, um vorſtehende Quadratſumme moͤglichſt klein zu machen, 


jede ihrer drei Ableitungen, nach a, b, c für ſich Null gitt 
werden. Nimmt man alfo die Ableitung zuerſt nach a, und ſetzt 
ſie Null, ſo erhaͤlt man folgende Gleichung: 


(agi FhAl, -) Haag ö, Fel, —y)-0, 
welche zur Abkuͤrzung folgendermaßen geſchrieben werden mag: 
arg? bXhgę CXhIXGy. 


Auf dieſelbe Weiſe erhaͤlt man noch zwei Gleichungen, indem 


man die Ableitungen nah b und c Null ſetzt, nämlich: 


azgh-+- bh? +czhl=xhy. 

azgl-+-behl-+ c2l?=2ly. 
Aus diefen drei Gleichungen find die Werthe von a, b, c zu bes 
rechnen, welche fich der Gefammtheit der Beobachtungen am be- 
ſten anfchliegen. Wil man fi noch überzeugen, daß diefe 
Merthe wirklich die Fleinfte Quadratſumme liefern, fo fee man 
are, b-++-ß, c+Y für a,b, c; alsdann geht u, in 
u, +gıa+h,ß-Hlıy, ud. Quadratfumme u,’+u,’+ + un? 
oder Zu? in ElurgasrhirLly)? über. Entwidelt man die 


\ 
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Dreht man diefe Gerade um den feftbleibenden Punct a fo, daß 


der zweite Ducchfchnitt b fich dem erften immer mehr nähert, 
fo wird derfelbe (b) endlich mit Ddiefem (a) zufammenfallen. 


Dabei geht der Quotient I, == be = duch eine ftetige Folge 
von Werthen endlich in * Derbättnit der verſchwindenden Zus 
nahmen von y und x, d. 1. in = über; und man erhält die 


folgende Gleichung für ‚diejenige ade Linie," welche die Rich- 
tung der verfchwindenden San in a bezeichnet: 


\ 





vun). 


Diefe gerade Binie heißt die Berährungslinie od. Tangente. 

Die Gleichung einer Im Berührungspuncte auf Ihe fenfrecht fe: 

henden Geraden (der Rorele) ergiebt ſich hieraus ſofort: 
FL (v—-y)=0. 

Um das Berpäteniß 2 zu finden, braucht man nur die Glei⸗ 

Hung $=0 zu Differentliren, und hierauf die Eoordinaten des 

Punctes a einzuſetzen. — man fuͤr * ſeinen Werth, wie 


— ergiebt, fo erhaͤlt 


er ſich aus der Sleihung 7 i+: dy'd 
man eine andere Form für di Gleichung der Tangente, nämlid 
& u—-9)+., y)=0. Um mithin für jede beliebige 
Eure die Gleichung der Tangente zu erhalten, diferentüre man 
die Gleichung der Curve; dies giebt = dern dr; und 
ſchreibe hierauf u—x ftatt dx, und v—y an dy. — Die 
Gleichung der Normale läßt fich fehreiben: 


df df 
yamI=zgeN. 
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Es fei « der Winfel, welchen die Tangente mit der Are der 
x einfchließt und der allemal in dem Sinne von der pofitiven 
Are der x nach der pofitiven Are der y gezählt werden muß, fo 
ift 1 0= 2. Verden alſo 3. B. diejenigen Tangenten ver⸗ 


langt, welche gegen die Are der x die gegebene Neigung « ha⸗ 
ben, fo erhält man zur Beftimmung der fämmtlichen Beruͤhrungs⸗ 
puncte diefer parallelen Tangenten die beiden Gleichungen 

dd. d 
ara 
Für diejenigen Puncte insbefondere, wo die Tangente der Abſciſſe 
parallel iſt, wird * —=iga=0; da aber, wo fie der Ordi⸗ 


fx, y)=0 und .iga=0. 


nate parallel ift, wird E = colga=(. — Dabei findet z. B. 


ein Maximum der Ordinate Statt, wenn, indem I— 0, er 
Ir Null, fondern endlich und negativ ift, ein Minimum, wenn 


En I. pofitio ift. 


Beifpiel. Die Gfeichung für einen Kegelfchnitt, 
y?=Qnx-Fnx?, giebt differentiit: ydy=(m-Fnx)dx; 
mithin die Gleichung der Tangente: y(r—y)—=(m-Fax)(a—x), 
oder yv—(m-FnxJu=m, mel y?’—nr’—mı=mx if; 
wo x und y die Eoordinaten des Berührungspuncdtet, u und v 
die Coordinaten eines beliebigen Punctes der Tangente bedeuten. 


41, Unter allen Geraden, welche durch einen Punct a der 
vorgelegten Curve gezogen werden koͤnnen, fchließt fich die Tan⸗ 
gente am nächften an die Eurve an, fo daß. fich Feine andere 
Gerade in der Nähe des‘ Berührungspunctes zwifchen ihr und 
der Curve hindurchgehend ziehen läßt. Denn es feien x—=x-HK, 
y=y-rh, die Coordinaten eines dem Berührungapuncte belie- 
big nahen Punctes der Eurve; man denfe fi) die Gleichung 
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I, y)>=® nah y wähgelök, und es fi.-y=ps der Ausdruck 
für den Aſt der Curve, in welchem ſich a beſtadet; d. h. 
ya fidie diejenige Wurzel der Sleichung (,)0 vor, 
welche, ſobald fuͤr x die Abſciſſe des Punctes a geſetzt wird, die 
Ordinate deſſelben Punctes als den Den von px. sit — fo 
Hat man 
— — — — — ——— (0 zwiſchen O u. —* 

vorausgeſetzt, daß Yp’x für den Punct a nicht unendlich groß 
wird. Die Sleichung ber Tangente an. demſelben Puncte iſt 
v_y—=gs(u—r), mithin, u=r—=ı+k, und v—vgeſetzt, 
v=ox-+gx»k. Far eine andere durch a gehende Gerade fei 
v-y=A(u—x), und wieder, u—_x=k, v-y=v, gefeßt, 
vı=gx+Ak. Daher beträgt der Unterfehied zroifchen der Or⸗ 
‚dinate der Curve und der Tangente, für den Punkt, deffen Ab⸗ 
ſeiſſe v—x-+k iſt, „’—-v=[Px-Fek)—p'x]k; dagegen der 
Unterfchied zwiſchen der Drdinate der Curve und.der Geraden, 
für dieſelbe Abſciſſe X, y—vı=[p(xHok)—A]k. Indem 
nun k fi der Null nähert, nähert ſich auch PxH-Ek)—gp’x 
offenbae der Null, dagegen Y(x-HEk)—A dem von Null ver: 
fehiedenen Werthe P’x—A; daher wird nothmendig für fehr 
Fleine Werthe ven k,.der Unterſchied y’—vı, d. h. die Abwei⸗ 
dung ber Curve von ihrer Tangente, in der Richtung ber Dr: 
‚dinate gemefien, Fleiner als die der Curve von der Geraden; 
folglich Fann die Gerade nicht zwifchen der Eurve und ihrer Tan: 
gente binducchgehen; w. 3. b. w. 


N 
- 


Anmerfung Wenn A —9c5 unendlich groß ift, fo fins 
det die obige Sleichung yYmmıp(srek)-k nicht Statt; 
alsdann kann nr ber umgelehrt x als Bunction von y be 
trachten, fo daß == und ı=yy, = yy-+HYy-rek)h 


zu ſetzen iſt, worauf ‘der Beweis der naͤmliche bleibt. 
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42. Borausgefeßt, daß T=g%, Io" reelle uud 
enbiche Werthe Haben, kann nam ſetzen. ac nd 
— pp re u 


Da nun für die Tangente v—=gpx+gx«k if, fo drüdt 
SV =p'sHch) den uUnterſchied zwiſchen der Hedingfe 
der Curve und der Tangente in der Nähe. dus Berährungds 
punctes aus, welcher Unterfchied mithin ftetS gleiches Zeichen mit 
p'x-7ek) hat. Man Fann.k immer Fo klein annehmen, td 
-y’ md "v’ gleiche "Zeichen Haben. Ferner liegt! vffenbar die Tun: 
‚gente auf der der Abfciffe zugekehrten Seite der Eurve pdar auf 
„der davon abgefehrten, je nahdem der Werth von y’, abgefchen 
v vom Zeichen, größer oder kleiner ift, als der von v’. Indem 
erfteren Zalle haben y’ und y'’—v’ gleiche Zeichen, in dem zwei⸗ 
ten Falle (mern y’ näher an Rull ift als v) haben fie verſchie⸗ 
dene Beim; mithin Haben auch y und Y"C-4-@k). indem 
erſten Halle gleiche, im zweiten verſchiedene Zeichen, und folglich 
(da man allemal den Werth von k fo klein mehmen Lana, daß 
yund y, p'x und gt gleiche Zeichen haben), werden 
ab yund gr = ‚gleiche oder ungleihe Zeichen haben, 
je nachdem die Tangente auf der der Abfciffe zugefehrten oder 
auf der davon abgefehrten Seite der Curve liegt. Da aber Vie 


Tangente fidy immer auf der erhabenen ‘Seite der Eurve befin- 
det, fo. erhält man Folgenden Sag: 


In irgend einem ihrer Puncte kehrt die Curve der Are x 

ihre erhabene ‘ober hohle Seite zu, je nachdem für biefert Vinrt 
10 

die Ordinate y und ihre gweite aAtleitung II gleiche ‚oder An 

Gleiche Zeichen haben: — Rem yox durch Null hinduvth⸗ 

gehend ſein Zeichen aͤndert, dabei aber = =gpx endiiche 


on 

and vorn Null verfchiedene Werthe von gleichen Zeichen behäft; 
fo kehrt die Curve auf der einen Seite ihre hohle, auf der an: 
dern ihre erhabene Seite dee Abſciſſe zu, wobei fie in ihrem. 
Laufe gar Feine es erleidet (Fig. 2). 


Wenn aber 5-3 I Null wird, y mag gleichfalls verſchwin⸗ 


oder nicht, ſo — die Curve an dieſer Stelle ſich enger an 
die Tangente an, mit der ſie eine Beruͤhrung der zweiten Ord⸗ 


nung hat. Veraͤndert = bei diefem Durchgange durh Null 


fein Zeichen, fo geht die Curve von einer Seite der Tangente 
auf die andere Aber; ein ſolcher Punet heißt ein Wendepunct; 


behält aber = fein Zeichen, fo bleibt die Curve auf derfelben 


Seite der Tangente, und es findet nur eine Berührung zweiter 
Ordnung Statt. 


Im Allgemeinen findet überhaupt eine Beruͤhrung nter _ 
Drdnung mit der Tangente Statt, fobald die fämmtlichen Ab⸗ 
feltungen von y==gx von der zweiten @"x bis zur nten p"x 
zugleich verſchwinden. Dabei wird, menn weder g@'x noch 
ꝙri(x) unendlich find, für die Curve: 


ke+1 
=o-+Yx-k-FoY"t!(s4-Ok):» or! 


und für die Tangente v=gyx-+-P'x-k. Hieraus ergiebt fich, 
daß allgemein dee Unterfchied der Ordinaten 


kuHt 


-Y=p@Hoh). rs 


in dee Nachbarfchaft des Punctes (x,y) fein Zeichen aͤn⸗ 
dert, je nachdem kerı für fehr Pleine Werte von k, mit 
ungleichen Zeichen, entgegengefette Zeichen erhält, oder nicht; 
mithin je nachdem n-1 ungerade oder gerade fl. In 
dem erftien Kalle wird die Eurve von der Tangente in dem 
Berührungspuncte zugleich gefchnitten, In dem zweiten nicht. Alſo 


d 
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ift überhaupt mit einer Berührung nter Dednung ein MWendes 
punct verbunden oder nicht, je nachdem nm gerade oder ungerade, 
oder je nachdem die erfte nicht mehr verſchwindende Ableitung 
(die n-Fite) von ungerader oder gerader Ordnung if. 


\ 3 
Beifpiel. Für yr’ wid Fr — 


2 
I=6 Daher findet für x=0, y=0 eine Beräheung 
zweiter Ordnung mit der Are der Abſciſen, und zugleich ein 
Wenbepunct Statt. Uebrigens kehrt die Curve aͤberall ihre er⸗ 
habene Seite der Abſciſſe zu (Fig. 3.), weil y und Ey übers 


all ‚gleiche Zeichen haben. 
Für y= wird 


d: 

Z=u,i = I —IR?, ra Gr I 224. 
Daher findet im Anfange der Coordinaten eine Beruͤhrung der 
dritten Dednung, aber fein Wendepunet Statt (Fig. 2). 





43. Es wird, wie bisher, angenommen, daß die erite Ab⸗ 
leitung von y, * einen endlichen Werth hat. (Bol. Anm. zu 


8. 41.) Alsdann iſt ein merkwuͤrdiger Punet angezeigt, wenn 
die zweite, oder überhaupt eine höhere (mte) Ableitung unendlich) 
groß wird, indem die vorhergehenden endlich Bleiben. — Um die 
Beſchaffenheit eines ſolchen Punctes "mit größerer Klarheit zu 
beftimmen, fol die Unterfuhung auf algebraifche Sunctionen be: 
ſchraͤnkt werden. Es fei alfo flx,y) eine algebraifche, rationale, 
ganze Function von x und y, und f(x,y)=0 die vorgelegte 
Gleichung ‚der Curve. Es iſt klar, daß die ſaͤmmtlichen partiellen 
Ableitungen von f nah x und y ebenfalls rationale und ganze 
Functionen find. Nun ſei 4. der seine gemeinfchafttiche: Factoe 
dei beiden Poison Fa BE 9 02 


Fi 
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Dal .Yy, wo A, @, V drei ganze Functionen von x und y 
find, von denen die beiden letzten feinen gemeinfchaftlichen 
Factor haben; E8:ift mithin DE 


N 


dy df . df . 
Für "3 ses 220 
und man überzeugt fich leicht, daß bei fortgefegter Differentia: 
* any 
dx® a 
muͤſſen, in welcher P und Q zwei ganze Sunctionen von x und 
y find, Q. aber nur eine Potenz von ı fein kann. Wenn nun 
für irgend einen endlichen Werth von x und einen entfprechenden 


endlichen Werth von y, * unendlich groß wird, fo muß’ offen: 


tion die höheren Ableitungen wie von der Form ſein 


bar Q und mithin yv=0 fein. Weil aber E 5* für diefe Werthe 


"von x und y, welche V verſchwinden man, einen endlichen 
Werth behält, fo muß zugleich auch p verſchwinden; mithin muß 


für folche Werthe zugleich I E=0 und 20 fein, alfo der 


Werth von I, unmittelbar aus der algebraiſchen rationalen 


Gleichung f(x,y)—=0 genommen, unter der Form 3 erfcheinen. 
4. _ Diefer ent darf jedoch nicht umgekehrt werden; d.h. 


der. Bath von —* tkann die unbeſtimmte Form $ erhalten, 


ohne daß besiegen höhere Ableitungen unendlich groß werden, 
Um. bie Bedeutung der Form 8 feftzuftellen, fein a und b Wer: 


the von x und y, für welche zugleich KO, 0, 


er wird. Sept, man zunächft blos für x feinen Werth a 


dieſe Gleichungen, fo wird der zugehörige Werth b von y bie 


beiden Gleichungen fla,y)==0 und = zugleich befriedigen. 


Wenn aber ein Werth b von y irgend ein ganzes Polynom gy. 
und zugleich feine Ableitung P'y verfhwinden macht, fo läßt fich 
leicht zeigen, daß die Gleichung Yy==0 wenigſtens zweimal die 
Wurzel y=b enthalten, alfo dureh (y—b)" theilbar fein muß; 
wo n wenigſtens gleih 2 if: Denn na der Vorausfekung iſt 

poy=(y—b)yy, und zugleich P'y==(y—b)Ey, wo w und F wie: 
der ganze Polynome find; mithin, wenn man dig Ableitung des Aus⸗ 
druckes für py nimmt, wid Py=(ly—b)yy--Yy=(y—b)Fy; 
daher muß auch Wy-durch y—b, alfo Hy durch (y—b)' tel 
bar fein, w. z. b. w. 


Demnach giebt in dem hier befprochenen Kalle die Glei⸗ 
Kung fx,y)=0, für den Werth za, mehrere gleiche Werthe 
b von y, und da jeder Werth von y, der demfelben Werthe von 
x entfpricht, einem anderen Afte der Curve zugehört, fo muͤſſen 
in dem Puncte x=a, y==b mehrere Aeſte zufammentreffen; 
oder der Punct, mo 3-2 wird, ift ein vielfacher Punet. 
Ein fol vielfacher Punct kann oft der geometrifchen Anſchau⸗ 
ung-und Seichnung gänzlich entgehen. 3. ©. die Gleichung 
y!’x! giebt 5 Werthe von y, alfo eben fo viele Hefte dee - 
Eurve, von denen- aber nur einer reell if, während die übrigen 
vier aͤberall fehlen, außer in dem Anfange der Coordinaten, wo 
die Gleichung y°=O fünf gleiche Wurzeln giebt. Diefer Punct 
it mithin als ein vielfacher Punct anzuſehen. — Aus der Glei⸗ 


chung y’=x? erhält man: öy dy ʒꝛꝰax, alſo * 


für x=0, y=0. Setzt man aber rs, fo fommt Y— ‚t 


IE ty 3, Daher wechſeln in dieſem Puncte x und 


6 * 


Er indem erſteres durch Null, letzteres durch co geht, beide 


zugleich ihre Zeichen, welche für pofitive y politiv, für negative 
y negatie find; mithin kehrt die Curve, Die Are der y zugleich 
berührend. und. ſchneidend, desfelben überall ihre erhabene, oder 
bee Are der x ihre hohle Seite u. Der Anfang der Eoord. A ift 
wine zugleih ein Wendepunct (Big, .5:). 

- In anderen Fällen aber zeigt fih ein ſolcher Punct, für 


weichen. * unter der Sorm 3 5 erfcpeint, wirffih Als ein vielfa⸗ 


er. Yunct, toorin fich mehrere Hefte‘ ſchneiden, die entweder zu⸗ 
gleich in demſelben abbrechen (eine Spitze), oder durch ihn 
hindurchgehen (ein Knoten). 


Die Gleichung y? — (x 2)(x--3)2 giebt * =: fir 
53. Loͤſt man fie aber at fo kommt _ 
y⸗ —— 4. X d’y — 3ı—5 


Ze 2’ KT” 
mithin für x*, y=(, Vai, a In diefem 


Puncte P ſchneiden alſo die beiden Aeſte der Curve BCPD und 
BEPF einander; es iſt ein Knoten (Fig. 6.). Für den Schei⸗ 


tt Bit AB=ı=2, y=0, ——=0, Fuͤr die Punce C 
und E iſt 


dx 
dy 


a 
ı=7 ==, — wm; 


die Curve iſt alfo an diefen Stellen der Abfciffe parallel und der 
‚ Werth der Ordinate ein Maximum. Uebrigens behalten die hoͤ⸗ 


heren Ableitungen IT uf. f. für x—=3, fänmtlih end— 
liche Werthe. 


Die Gleichung (y—x’)?—x® giebt differentlict = s für 


10, y6. Wird ſie aber aufgelöft, fü Eommt y=ı? u8, 


dy 
Fan), an Fuͤr 0. wird. mithin 


% =, = 2, Dagegen die dritte Ableitung unendlich. ‚gef. 
Hier brechen die beiden Aefle der Curve, indem fie zufammen: 
treffen, ab, weil x nicht‘ negatib werden kann, und es entficht 
eine Spite (A, Fig. 7.). Der eine diefer Aeſte, AB, für. weis 
chen in det Gleichung das Zeichen + gilt, hat fortwährend po⸗ 
fitive und wachſende Drdinaten, und‘ kehrt feine eehaberie Seite 
gegen die Abfciffe. Der andere Aft ADEF ir gegen die Abſciſſe 


erhaben bis zu dem Wendepuncte C, wo = =(), 
T= =z (2) ift, hierauf ſteigt er bis zu dem Puncte D, ‚we 


ein Marimum von y Statt findet, indem: & = 0, 6). 





7 7 =—1 ift, und fenft ſich ſodann, bis er bei E, wo <= A, 


N Abſciſſe durchſchneidet, von welcher er fih dann auf der an⸗ 
deren Seite kinmer ‚mehr entfernt. 





. — 3 
Die Gleichung y? rt ‚ giebt —— 2 
fuͤr x0. Wird fie aufgelöft, fo mm y=F+VYVı’—xı“, 
dy_ 5, 1: d’iy- (a-I)x. ; 
a“ Vi = * . Im Mnfange der 
2 
Coordinaten ift daher 2 **1, —I=0 Die Curve hat 


mithin hier einen Knoten. in welchem fich zwei Aeſte fchneiden, 
und jeder von Diefen zugleich einen Wendepund. Fuͤr x—=t 
wird -y=O und die Tangente der Ordinate parallel. "Dagegen 
für x! wird y?—1 ımd die Tangente der Abſeiſſe parallel. 
Uebrigens iſt die Eurve in einem endlichen Raume enthalten, da 





eine Spige im Anfange A der Eoordinaten, bei welcher zugleich 
ein Minimum der Ordinate Statt findet, von welddem aus 
die Curve gegen die Afpmptote y==b aufftäst (AB==h. 
dis. 10.) 


Serührende Eurven. Rrünmmungskreis. 


46. ine Gleichung, die nur zwei Eonftanten enthält, mie 
diejenigen der geraden Linie, kann im Allgemeinen nur eine Linie 
ausdrücen, welche mit einer vorgelegten Eurve in irgend einem 
Punete eine Berührung erfter Ordnung, alfo für denfelben Werth 


von x, diefelbe Ordinate y und denfelben Werth der Ableitung 7 , 


wie die Curve, hat. Enthält aber die Gleichung einer Eurve 
mehr als zwei Eonftanten, fo koͤnnen diefelden im Allgemeinen 
fo beftimmt werden, daß zwiſchen ihr und einer vorgelegten Eurve 
eine Berührung höherer Ordnung Statt finde. Es feien 
ix, y)=0 und gx,v)=0 die Gleichungen zweier Curven, 
in deren erfter (A) zur Abfeiffe x die Ordinate y, im der zwei⸗ 
ten (B) zu derfelben Abfciffe x die Ordinate v gehört. Alsdann 
findet zwiſchen A und B eine Berührung nter Ordnung Statt, 


d d d? d?y 
ivenn für diefelbe Abfciffe x, v=y, 85 = = 7 — 
dv __d"y 


=. wird. Es ſei lz,w)==0 bie Gleichung einer 


dritten Curve C, welche mit A in dem Puncte, deſſen Abfeiffe 
x iſt, eine Berührung von einer niedrigeren Ordnung als der 


ſo wird, wenn x in ——* und mithin y, v, w in y’, v, w, 
übergehen, und zugleih y=Fx, v==®x, were Ik geſetzt wird, 
alſo Fr= Pr, u f. f., vermöge des Tanlorfchen Satzes: 


yv=[Ft+ok)—. te —— 








\ 9 
von ‚liefert Die Hyperbel, weſche bekanntlich zwei geradfinigte 
Afymmoten bat. Solche geradlinigte Aſymptoten giebt es aber: 
auch bei vielen anderen Eurven, und um fie zu finden, muß’ man 
unterfuchen, ob, für unendlich entfernte Puncte der Eurven, die 
Tangente eine beftimmte Richtung erhält, ob alfo die: Curve fich 
überhaupt einer geraden Linie mehr und mehr annähert, oder 
nit. Man unterfucht alſo zuerft, ob es zufäffig ift, in der 
Gleichung der Eurve eine der Eoordinaten x, y unendlich groß 
zu fegen, und welchen Werth) dann die andere erhält. Hierauf 
ift zu unterfuchen, ob die allgemeine Gleichung der Tangente 


v-y=” (u—x) für ſolche Puncte eine beſtimmte Linie giebt, 


wozu erforderlich ift, daß in der Gleichung ‚=® +5} .x 
: dy. & . dy s ⸗ 
die Groͤßen 1, und y x beftimmte endliche Werthe erhal⸗ 
ten. &8 ſei z. B. die Gleichung yꝰ yx Pxꝰ gegeben, fo 
erhaͤlt man BERG dx==0, . . 

_2(b—y)x 

u * —35 
* 3yꝰ xꝰ y- 2bxꝰ bx 
3y’-+ı? 3 | 
Setzt man nun x unendlih, fo kann, vermöge der Gleichung 


4 
oo 


⸗ v 


3 
io y nur =b werden, da für yo, x? ‚negativ 


b—- 
werden ide. Die Annahme; x=w, y=b, giebt Do, 


„Ye =b Folglich ift mb die Gleichung einer 
Afpmptote, die mithin ber Abſciſſe parallel if. — Uebrigens 
wird Let da wo 0, y=!). Wenn man aber die Gleichung 
(3y?-r-x)dy=2b—y)xdx zum gweltenmale differentiict, und 
hierauf ı=y —=0 febt, ſo kommt 6 =) =D. Es if alfo 


⸗ 





eine Spige im Anfange A der Eoordinaten, bei welcher zugleich 
ein Minimum der Drdinate Statt findet, von welchem aus 
die Curve gegen die Afomptote y=b aufſteigt (AB=b. 
dis. 10.) 


Kerührende Euren. Krümmungskreis. 


46. Eine G&feichung, die nur ztdei Eonftanten enthält, wie 
diejenigen der geraden Linie, Fann im Allgemeinen nur eine Linie 
ausdrücen, welche mit einer vorgelegten Eurve in irgend einem 
Punete eine Berührung erſter Ordnung, alfo für denfelben Werth 


von x, diefelbe Ordinate y und denfelben Werth) der Ableitung * 


wie die Curve, hat. Enthaͤlt aber die Gleichung einer Curve 
mehr als zwei Conſtanten, ſo koͤnnen dieſelben im Allgemeinen 
ſo beſtimmt werden, daß zwiſchen ihr und einer vorgelegten Curve 
eine Berührung höherer Ordnung Statt. finde. Es ſeien 
f(x,y)=0 und 90,)0 die Gleichungen zweier Curven, 
in deren erftee (A) zur Abfeiffe x die Ordinate y, in der zweis 
ten (B) zu derfelden Abſciſſe x die Ordinate v gehört. Alsdann 
findet zwifchen A und B eine Berührung nter Ordnung Statt, 


dv dv d’v__d’y 
wenn für diefelbe abſciſe u „= y’ — 
d’v d'y 


= wird. Es fei lx,w)==0 bie Gleichung einer 


dritten Curve C, welche mit A in dem Puncte, deffen Abſeiſſe 
x Äft, eine Berührung von einer niedrigeren Ordnung ale der 
nten habe, fo daß yw = — o... —— (m<n); 
fo wird, wenn x in ik, und mithin y, v, w in y’, v’,w’, 
übergehen, und zugleih y==Fx, v==&x, were 4% gefegt wird, 
alſo Fr= Pr", u ſ. f., vermäge des aber Satzes: 


yr'[Peti@reh) — Bil teh] ne 


% 


ku-+1 

(m-+1)!’ 

in welchen Formeln © eine Zahl zwiſchen O und 1, aber nicht 
uͤberall diefelbe, bezeichnet. — Da m kleiner als n angenom- 
men ift, fo wird offenbar, wenn k fehr klein iR, y’—v’ der Null 
näher fommen, als y'—w'; alfo die Eurve B fih näher als die 
Curve C an A anfchließen. Wenn daher die Curven A und B 
mit einander eine Berührung nter Ordnung haben, fo Fann in 
der Nähe des Beruͤhrungspunctes Feine andere Eure C zwi 
ſchen A und B hinducchgehen, welche mit A eine Bertrung 
von niedrigerer als der nten Ordnung hat. 


y'_w'=[Fr+(+ok)— Pert(x+-@k)] 


- 47. Häufig find die Coordinaten einer Curve A als Fun⸗ 
tionen einer dritten Veraͤnderlichen t gegeben, ſo daß man hat 
1 9t, yzeyte Soll nun eine Curve B, deren Gleichung 
IG.)O ſei, mit A eine Beruͤhrung nter Ordnung haben, fo 
muß wie oben, für daſſelbe x, 

oo, Ir__dy „dev _dıy 
v =y, dx ds dr’ dx» dx. 
fein. Betrachtet man x, y und v ſoͤmmtlich als Zunctionen von 
. ;u dy:_dy de 





t, fo ift Fräser "ar. folglih, wenn man weiter differentiict, 
, dy dy dx , , 
und wieder vi ſaͤmmtlich als Zunctionen ‚von t 
betrachtet, 
dy 
1) (8) +1. d’x a =)" dy d’x 
er x ts mom d/ "x ae’ 
d’y__ m a) + d’y dx d’x  dy d’x 
die Ar 26 35 "a di? dx dx "dt? “ f. m. 
Eben; fo ift 


dv'_ dv de div 26 y dr ar 
de dx de’ dr tar. 4m 





” 

49. Wenn man fi an jeden Punct einer Curve den Sräm 
mungsfreis gelegt denkt, fo liegen die Mittelpuncte aller Dieter 
Kreiſe in einer Eurve. Um dieſe zu finden, muß man aus ben 
Ausdrücken für die Eoordinaten a, b biefer Mittefpuncte, wit 
Hülfe der Gleichung Kx,y)=0, die Größen x und y eliminiren 


3.82. für die Parabel echätt man ı=-SE, y=-@’b); 
fegt man diefe Werthe in die Gleichung y’=2px, fo fommt 
PP» — (ph), oder Bp—a)'—27pb? als Sie⸗ 


bung für die Curve der Krämmungsmittelpuncte der Parabd. 
Allgemein find offenbar der Halbmeffer des Krümmungsfeeifes, 
und die Eoordinaten feines Mittelpunctes, welche Durch die Gier 
dungen 1. 2. 3. 8, 48. beftimmt werden, eben fowohl als v, 
Zunctionen von x, wenn man x als unabhängig veränderliche 
Größe betrachtet. Diefe Gleichungen müffen für jeden befiebigen 
Werth von x Identifh beftehen; man Fann fie daher nach x dif⸗ 
ferentiiren, indem man nicht allein x und y, fondern auch a,b,r 
als veränderlich anfieht. Differentlict man die Gleichung 1., fo 
fommt Kax-Hy—biy=@-a)daHy—bdb-trer, 
folglich, wegen 2, 

(x—a)da--{y—b)db-Hrdr =0. 4. 
. Differentiict man ferner die Gleichung 2., und beruͤckſichtigt die 
Gleichung 3., ſo ergiebt ſich 
db ‚dy 
da dı 


Nun ift y-1u-r) die Gleichung der Tangente der 


da · d db· dy 20 oder 1---- —7 0. 5. 


vorgelegten Curve, und = w-) die der Tangente 


der zweiten Curve, in welcher die Rrummungsmittelpunete Kies 
gen; beide ftehen, wie aus der Gleichung 5. folgt, fenfrecht auf 
einander; alfa iſt die Normale. einer Eurve zugleih Tan: 
aente der Curve ihrer Krümmungsmittelpuncte. 
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Um. diefed anfchaufich zu. machen, denfe man fi (Fig. 11.) 

in mehreren fehr nahe auf einander folgenden Puncten a,b,c,d 
einer Curve die Normalen errichtet; e8 fchneiden fich je zwei auf 
einander folgende Normalen, a und b ina,.bundce in ß, 
c und din y, u. f. w; fo bilden die Durchfchnittspuncte a, B, 
Y,.. ein Polygon, deffen Seiten aß, By u. ſ. f. find. Je näher 
nun die Puncte a, b, c, d,- einander gebracht werden, defto 
genauer fallen die Durchfchnitte &, B, Y,-- benachbarter Nor⸗ 
molen mit den Krämmungsmittelpuncten, und die unendlich klei⸗ 
nen Seiten aß, By, mit den Tangenten der Eurve der Kruͤm⸗ 
mungsmittelpuncte zufammen, in welche das Polhgon aßy +. 
endlich übergeht. Hieraus erfieht man auch, daß die Eurve 
abed ·. ſich betrachten Täßt als entftanden durch die Abwickelung 
eines über die Curve der Kruͤmmungsmittelpuncte (aBy ++) ges 
fpannten Zadens. Die letztere («B3) wird daher auch die Evo: 
lute der erfteren (abed), diefe dagegen die Evolvente von 


jener genannt. Bol. noch 8. 106. 


50. Beiſpiel. Die Curve, welche von irgend einem 


Puncte eines Kreiſes beſchrieben wird, der ohne zu gleiten, auf 
einer geraden Linie fortgewaͤlzt wird, heißt Cyeloide. Es ſei 
durch die Drehung des Kreiſes der beſchreibende Punct C 
(Fig. 12.), aus der anfänglichen Lage A, in die Lage C gekom⸗ 
men, und B der tieffte Punct des Kreifes; fo iſt der Kreisbogen 
CB der Länge der Geraden AB gleih. ind daher AM=x, 
MC=y die ECoordinaten eines Punctes C der Epcloide,; der dem 
Drehungsmwinfel CDB=P entfpricht, und wird der Halbmeſſer 
des waͤlzenden Kreiſes durch a bezeichnet, fo hat man: 
x=AB—MB=AB—CK=a9—asing, 


und —=DB—BK=a—ac0s9, 
alſo 1a( - Sin ) und y=all—cosp) als Gleichun⸗ 
gen der Cycloide. — Differentirt man dieſelben, ſo kommt: 


. d&=h(l — cosp)dp==2afsinyp)?dy, 
dy=asinpdpz==2asinypcosipdp; 


— 
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mithin, als Gleichung dee Tangente: 

v—y=ootgip(u—x). 
Serner für die Sehne CB, von dem’ befchreibenden Puncte C 
nach dem Stüßpuncte B, erhält man, da ap und U die Coor⸗ 
dinaten von B find, 

vV— 1 u—X BP sinQ _ 
— x oder weil sy rasen cotg 3p iſt, 
u—ı+colg3p(—y)=0. Daher folgt, daß die Sehne CB auf 
der Tangente in C ſenkrecht fteht, oder daß fie Dual d die Nor⸗ 

male in C ift. 
Aus den Werthen für dx und dy ergiebt Pr 


de’ +-dy?=a’dp?’[(1—cosp)?’-+sinp?]=2a"dp?(1—cosp), 





oder: dx?+-dy?=4a?(sinip)’dp?. | 
Ferner, wenn 9 ale unabhängig veränderliche Größe betrachtet, 


und mithin d’p=0 geſetzt wird, . d’x=asinpdp*, 
d’y=acospdp?, mithin Ä 
dxd’y—dyd’xı=a?dp’[(1—cosp)cosp— sing sinp] 
dx?4+-dy? _2, 
i«d’y—dyd’x dp 
Segt man diefe Werthe in die allgemeinen Ausdrücke zur Ber 
ftimmung des Krämmungsfreifes (8. 48.), fo fommt: * 
u=a9—sinp) +2asinpg=alp-Hsinp); 
v=a(ll— cos ꝙ) —2a(1— cos) = — a(ll—cosp); 
wenn man durch u und v die Eoordinaten des Kruͤmmungs⸗ 
punctes (d. i. a und b in $. 48.) bezeichnet; und für den 
Kruͤmmungshalbmeſſer r=4a sinip. 

Die beiden Gleichungen ‚u=a(P+ sin) und 
v=—all—cosp) beftimmen die Evolute der Cyheloide. Man 
fe " »u=an, V’—v==2a, fo erhält man: 

u=as—gp)—asinp und vV—a-kacosg, 
oder, wenn ⸗ — 9 gefekt wird, 


—— 2a:(sintg)?dp?; alſo 











u [ 
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u=ap—asinp, Vv=a—acosp. 

Daher ift die Evolute einer Cycloide wieder eine Eycloide von 
derfelben Seftalt, in der Lage, wie Kig. 13. zeigt. Hier iſt 
ABC eine Eycloide, wie fie durch einmalige Umdrehung des wäls 
zenden Kreifes a entfteht; bei fortgefegter Wälzung des Kreifes 
entfiehen immer wieder gleiche Bogen, wie ABC, welchen lm: 
ftand auch die Gleichungen der Curve ausdräden. Kerner ift 
AC=2a#, AD=as, BD=DE=2a, und AEC die Evo: 
Iute oder die Eurve der Krümmungsmittelpunete von ABC, aus 
zwei cycloidiſchen Hälften beftehend. — Die Normale an 

irgend einen Punct F der Eycloide berührt zugleich die Evolute 
 AEC in einem entfprechenden Puncte G. 


f 
Meber die Auffindung der Würzeln algebraitcher Glei- 
chungen mit einer unbekannten Grösse. 


51: Im Folgenden ſoll der weſentlichſte Theil einer Me⸗ 
thode vorgetragen werden, nach welcher der franzoͤſiſche Acade⸗ 
miker Fourier, in der 1831,.nach feinem Tode, erſchienenen 
Analyse des équations delermindes, die Zahlenwerthe der 
reellen Wurzeln algebraifcher Gleichungen von beliebigen Graden, 
mit einer verhäftnigmäßig fehr großen Leichtigfeit finden gelehrt 
hat. Die Herleitung diefer Methode wird, wie angemeffen ift, 
rein algebraifch fein; da aber auch gewiſſe - geometrifche Eon: 
ſtructionen, welche die Refultate ſehr anſchaulich machen, nicht 
zu übergehen waren, fo mußte die Theorie der ebenen Curven 
vorausgefeßt werden, und dieſe Darftellung ihren Platz nad 
derfelben erhalten. 

Es fei fx ein algebraifches Polynom von nten Grade, nämlich: 

kK=r-+ar 1b 2 nee ki HT, 

deſſen hoͤchſtes Glied x" den Eoefficienten 1, deſſen uͤbrige Glie⸗ 
der aber gegebene veelle Zahlen zu Eoefficienten haben. Jede 
Zahl a, welche an die Stelle von x gefest, den Werth von fa 
gleich Null macht, Heißt eine Wurzel der Gleichung fx==0, 
Wenn es eine folhe Zahl © giebt, und das Polynom fx mit der 
Differen; x — «a dividiet wird, fo iſt der Quotient ein ganzes 
- Polynom vom n—1ten Grade; denn da fa—0 ift, fo ift 


fx _ fe — fa__xt—a xı-l_ an— 


— * ae Top, 


woraus das Behauptete folgt. Set man daher x=—=(x—a)ıx, 
fo muß, wenn die Gleichung noch eine zweite Wurzel B hat, 


. * x 








N 
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vB=0, alfo x durch x—P, und folglich fx durch das Pros 
duct (x—a)(ı—P) theilbar fein. If Ba, fo tft fx durch 
(xs—co)* theilbar, oder die Gleichung hat 2 gleihe Wurzeln a. 
Iſt überhaupt fx duch (x—a)” theilbar, fo hat die Gleichung 
m gleiche Wurzeln «. Alsdann iſt fx—=(ı—o)"gpx, mithin 
fx=mk—o)"1pxı H(s—o)"p%x, u. ſ. f. daher ift nicht allein 
fa—=0, fondern auch fa=0, fa—0, «» fa-1(a)=0, weil 
alle diefe Ableitungen den Kactor x—a enthalten. Dagegen iſt 
die folgende Ableitung f(x) für x—=a nicht mehr Null, vor⸗ 
ausgeſetzt, daß ya nicht Null, alſo px nicht durch x—« theil⸗ 
bar, oder die Wurzel & nicht mehr ald mmal vorhanden ift; 
vielmehr iſt fr(o)—m!gYe. Hieraus folgt, daß die Gleichung 
ix=0, fobald für x—=a das Polynom fx und feine m—1 
nächftfolgenden Ableitungen Null werden, die folgende [”(«) aber 
nicht, ın gleiche Wurzeln & haben muß. Denn hätte fie die 
Wurzel a mehr ald mmal, fo mäßte fr(«) noch Null werden; 
und hätte fie diefelbe weniger ald mmal, fo Fönnten nicht alle 
Ableitungen, bis zu fr-!lo) Null fein; nach dem eben Bes 
wiefenen. 


52. Diefe Säge, und noch mehrere andere, deren hier nicht 
"erwähnt werden foll, zeigen, daß bei der Auffuchung der Wur⸗ 
zeln der Gleichung ix=0, die Kenntnig der Wurzeln ihrer Abe 
“ feitungen. fx, f’s, u fe f. von Nutzen fein kann. Nach der 
Fourierſchen Methode muß man in dee That, um die Wurzeln 
der Gleichung ix=O zu finden, die ſaͤmmtlichen Ableitungen von 
fs. in Betracht ziehen. | 

Man bilde die fammtlichen Ableitungen von 

: X far ra abr ee ki; 
namlich: X, =fı=n-!Haln—1)x" per, 
X, =fı=n:n 1x7? pe _ 
Y,=fı=n!. 
Sept man in alle diefe Ableitungen und in die Function fx ds 
. 7 





- 
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nen fehr großen negativen Werth, oder — co, für x ein, fo fieht 
man feicht, daß der Werth irgend einer derfelben fa(x) oder 
X, pofitiv oder negativ ift, je nachdem der Exrponent n—ın des 
hoͤchſten Gliedes von X. gerade oder ungerade iſt. Yängt man 
alfo von der unterften X. an, fo ift diefe, wie für jeden Werth, 
pofitiv, die folgende Xn_ı negativ, Xu_. wieder poſitiv, u. ſ. f. 
Schreibt man diefe Zeichen, von dem der nten Ableitung X. 
anfangend, in eine Reihe, fo beginnt diefe mit +, worauf —, 
dann wieder +, u. ſ. f. abwechfelnd folgt; oder die Reihe der 
Zeichen hat, für — co, n Zeihenwedhfel. — Setzt man 
Dagegen x—=-+co, fo werden alle Ableitungen und die Zunction 
pofitiv, und die Reihe der Zeichen für x—=-+co, enthält daher 
n Zeichenfolgen. Indem alfo x von — bis 40 vwaͤchſt, 
gehen n Zeichenmwechfel in den Reihen der Zeichen verloren. 


Beifpie. Zu=x’—ix?—T—4, X, =3!— 101 —7. 
X, =6x—10. X,=6. 
' Man bilde folgende Tafel: 
X X, X, X 
x=—ol+ — + — 
s=+ol+ +. + + 
In der erften Zeichenreihe, für x=— cv, wechſeln die Zeichen 
dreimal, in der zweiten, für x==-4-co, gar nicht, oder alle Zei⸗ 
chenwechſel find, für *0, verloren gegangen. 


53. Werden in die Reihe Xu, Xa-ı, * X, X, X zwei 
Werthe a und b von x gefeßt (von denen b die untere, a die 
obere Grenze des Intervalle b—a heißen foll, wenn die Diks 
ferenz b—a pofitio ift), die fo befchaffen find, daß weder für fie 
noch für irgend einen zwifchen Ihnen liegenden Werth von x, Die 
Function fx oder eine ihrer Ableitungen Null wird; und werden die 
den Werthen von a und b entfprechenden Zeichenreihen gebildet; fo 
koͤnnen diefe nicht von einander verfchieden fein. Wenn fich da: 
gegen bei a und b eine Verſchiedenheit in den Zeichenreihen fin; 
det, fo kann fie nur daher rühren, daß zwiſchen den Gren⸗ 


— 








zen des Intervalles wenigftens eine der Functionen X, Xu, 
Xa, + Xa-ı Ihe Zeichen gewechfelt Hat, und alfo für einen ‚ger 
wiſſen Werth von x Null geworden ift. Welche Verfchiedengeit in 
den Zeichenreihen bei a und b nun auch Statt finden mag, fo 
ift einer der Hauptfäge, auf welche das Verfahren, die Wurzeln 
zu-finden, ſich ftügt, folgender: 

Die Anzahl der Zeichenwechfel an der unteren Grenze b 
fann niemals größer fein, als diejenige an der oberen Grenze a. 
Denn es werde erftend angenommen, daß ziwifchen a und b die 
Zunction fx einmal verfhwinde, für x==c, außerdem aber in 
diefem Intervalle weder fx noch einmal, noch irgend eine. Ableis 
tung von fx Null werde. Wedann muß offenbar jede Ableitung 


in dem Intervalle b—a ihr Zeichen unverändert behalten, und 


es Fann überhaupt, nur bei dem. Durchgange von fx durch 
fc—=0 eine Aenderung der Zeichen eintreten. Bezeichnet man 
demnach dur de eine belichig Eleine pofitive Größe, und bildet 
man die Zeichenreihen, welche den Werthben c—de und c-H+dc 
entfprechen, fo ftimmen diefe für alle Ableitungen gänzlich über 


ein, und um den Unterfchied der Zeichenwechfel zu finden, braucht 


man nur die Werthe von X und X,, für x=c—de und für 


x=c-+-dc in Betracht zu ziehen. Nun ift aber fc=0, folglich 
f(c-Hdc)=fcHdefc=-+defe, wenn man bie höheren Po: 


tenzen von de wegläßt, weil de beliebig klein, und fe nicht Null 


ft; dagegen Kc—deoV)=—de-fe. Man erhält daher fol 
gende Tafel: 


EEE 4 X 
fc —defc 
c eo. 00.0. fc 1) 

cH+de| «» «+... fo +ife 
Man denke ſich hier ftatt Fe und defc überall blos die Zeichen 
dieſer Größen gefegt, fo iſt augenfcheinlich, daß, welches Zeichen 
auch fe haben mag, die beiden Glieder an der oberen Grenze 
c—de, einen Zeichenwechfel, Dagegen die an der unteren Grenze 
c-+dc, eine Zeichenfolge darbieten, und da die übrigen Zeichen 
7%» 





100 


in beiden Reihen diefetben. find,- fo bietet die Reihe an der un: 
teren Grenze einen Zeichenmwechfel weniger dar, als die an der 
oberen Grenze; folglich geht, indem fx Null wird, ein Zeichens 
wechfel verloren. 


54. Man nehme ferner an, die Gleichung habe mehrere 
gleiche Wurzeln c, z. B. drei, fo it fc==0, fc==0, ffr—=0. 
Borausgefegt nun, daß Feine andere Ableitung zugleich noch Null 
wird, gehen auch immer eben fo viele Zeichenwechfel verloren, 
als gleihe Wurzeln da find. Es wird Hinreichen, dies nur an 
dem Beifpiele von drei gleihen Wurzeln zu von Man findet 

v⸗ 
fo+de)=fotdefc + ri * 
mit Weglaffung ‚der höheren ernꝛen; ae, weil fc—=0, 


fc=0, f'c==0, kord) = +4 





re, und eben ſo 


| dc? n de? n 
Ko-d)=—- F fc; ferner f CH)= £"c, 


lcd )—=def”e, u. fe m. Hieraus ergiebt fi fol 
gende Tafel: 


“ e ‘ X 2 X q X, _ X ' 
edel » - » Fre —def”e een er 


c .  ) .o f" ec 0 0 ‘ 0 
2 2 
cde ee. 0 f"c +-dcf"c + "ec ter 5 
woraus augenſcheinlich iſt, daß bei c—de drei Zeichenwechſel 


mehr find, als bei c-H-dc, alſo, wenn drei gleiche Wurzeln vor⸗ 
handen find, auch drei Zeichenwechſel verloren gehen, we z. b. w. 


55. Man nehme ferner an, daß für x==c eine Ableitung 
verſchwinde. Alsdann ift fe(c)==0, und Frfc-Hdc)=zdefet!(e), 
PXe—de)se—defe+!lc); daher: erhält man folgende Tafel: 
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. 000. fetrllc) „defeti(e) falle) + - . 





c—dc 
ee... Hilo 0 fa-U(0). « . 
orde | + +. + Patric) dck"tilc) frIlc) » + 


Denn nun fe-Ilc) und fe-1(c) gleiche Zeichen Haben, fo ent: 
ſtehen folgende Zeichenreihen, je nachdem die Zeichen beide poſi⸗ 
tiv oder negativ find: 
or Xarı Xm Ka Kar Xu Kane 
c—dc (++ — +. c—dc Ile — po — 0 
ce je 0 B cc — 0 — 4 
c+Hk |» + + + corke— — — · 
In jedem diefer Zälle ift offenbar, daß die Reihe bei c—de zwei 
Zeichenmechfel mehr hat, als die bei cde, oder daß, indem dr 
Ableitung frz) Null wird, während die beiden benachbarten 
gleiche Zeichen haben, zwei Zeichenwechfel verloren gehen. 
Haben aber fa+!lc) und f*-!(c) ungleiche Zeichen, fo ent: 
fteht immer eine der beiden folgenden Zeichenreihen: 








oo X + Xu An" ‘nr Xa X.1“ 

c—dc #7 o —  — 1. 0 c-dlile— + + 
ce I, + 1) — * ce I — 0 + 
c-+dc .... + — 000 c-+dce ..— — fe ... 





In diefem Kalle find oben fo viele Zeichenwechfel als unten, oder 
es geht Fein Zeichenwechfel verloren. 


56. Man nehme ferner an, daß mehrere Ableitungen hin⸗ 
ter einander .verfchtwinden, die Function fx und die übrigen Ablei⸗ 
tungen aber nicht. Es fei 

0, fe-1()=0, e()=0, ſ-(c) -0; 
fo Hat man offenbar, weil fr+!(c) nicht r Null if, 


fe(ode)zedefet(c); feed )= pr (c); uf. w. 


—RE Dr Ce). 
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Schreibt man in vorfichenden Kormein —de ſtatt dc, fo erhält 
man die Werthe der Ableitungen für c—de. ' 
Die für x—c verfhmwindenden Ableihmgen erhalten alfo _ 
an der oberen Grenze c—de abwedhfelnde, an der unteren c»dc 
gleiche Zeihen. Wenn nun die Anzahl u-+-1 diefer verſchwin⸗ 
denden Ableitungen gerade it, fo haben fe "(c—dce) und 
f=-"(c-+de) gleihe Zeihen; und mithin enthält die Reihe an 
der oberen Grenze +1 Zeihenwechfel mehr als die an der un- 
teren Grenze, oder e8 gehen u-r+1, d. i. eine gerade Anzahl von 
3. ®. verloren. Wenn aber die Anzahl der verfchwindenden 
Ableitungen ungerade it, fo haben fe-"“(c—dc) und f®*(c-4+dc) 
entgegengefeßte Zeichen, und bilden demnach mit der folgenden 
piht verſchwindenden Ableitung fe+-!(c), die eine eine Zeichen: 
folge, die andere einen Zeichenwechſel. Befindet ſich diefer Zei: 
chenwechſel an der oberen Grenze c—dc, fo entfpricht ihm an 
der unteren Grenze eine Zeichenfolge; und es gehen mithin u-+-2 
Zeichenwechſel verloren. Befindet fi dagegen an der oberen 
Grenze zuletzt eine Zeichenfolge, fo entfpricht dieſer an der untes 
ren Grenze ein Zeichenwechfel,, und die Anzahl dee Zeichenwech⸗ 
ſel, weile im Ganzen verloren gehen, beträgt ut — in. 
Diefelbe ift, wie man fieht, in beiden Källen gerade. — Wenn 
endlich der Werth x—=c mehrere Gruppen auf einander folgende 
Ableitungen in verfcbiedenen Theilen der Reihe verfchwinden 
macht, fo ift Mar, daß man, um die Anzahl-der Zeichenwechfel 
zu finden, die im Ganzen an der unteren Grenze verloren gegan⸗ 
gen find, nue die vorfteherden Säge auf jede einzelne Gruppe 
verfhmwindender Ableitungen anzuwenden braucht. Daher folgt 
ollgemein: 

1. An der unteren Grenze Pönnen nie mehr Zeichenwechfet 

vorhanden fein, als an der oberen, 
2. So oft fx Müll wird, geht allemal ein Zeichenwechſel ver: 
verloren. 
3. So oft nur Ableitungen Rull werden, fx aber nicht, geht 
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Immer eine gevade Anzahl von Zeichentwechfeln verloren, _ 

die auch Null fein kann. 

Wenn nun die Gleichung des nten Grades fx—0O n reelle 
Wurzeln hat, f6 kann Fein Zeichentwechfel verloren gehen, ohne daß 
zugleich fx Null wird. Denn es gehen - überhaupt von — co» 
bi8 co nur n Zeichenwechſel verloren, und fo oft fx Null 
wird, geht immer ein 3. W. verloren. — Wenn die Gleichung 
n—2 reelle Wurzeln hat, fo müflen zwei Zeichenwechſel verloren 
gehen, ohne daß fx Null wird; alfo muͤſſen diefelben durch das 
Verſchwinden von Ableitungen beide zugleich verloren gehen. — 
Wenn die Gleihung n—4 reelle Wurzeln hat, fo möflen vier 
Zeichenwechfel duch das Verſchwinden von Ableitungen verloren 
gehen. MUeberhaupt fehlen der Gleichung fo viele Paare von 
Wurzeln, als Paare von Zeichenwechfeln durch das Verſchwin⸗ 
den von Ableitungen verloren gehen. 


. 57. Diefe Regeln follen wieder auf die obige Gleichung 

x?’ —55?—7xs—4==0 angewendet werden. Map bilde alfo die 

. Zeichenreiben, indem man für x nach und nach fteigende Werthe, 
z. B. —o, —10, —1, 0,1, u. ſ. f. einfegt, wie folgt: 


X; X, X, x 
-o|+ —- +. 33. W. 
1) + - + — 33. W. | 
-1il+ - + -338%. 
0 4 — — — 4 3. 3) 3. W. verl. 
1|+ — — — 183.wW. 
0+ # +. +038% 13.8. verl. 


Es geht alfo zwifhen —co und —1 fein 3. W. vers 
‘foren, dagegen zwei 3. W. zwifhen —1 und O und einer zwi⸗ 
fhen 4 und 10. Da aber bei der Grenze 10 alle Zeichenwech- 
fel verfchtwunden find, fo kann zwiſchen 40 und co feiner 
mehr verloren gehen. In einem Intervalle, in welchem Fein 2. 
W. verloren geht, ift auch Feine Wurzel zw fuchen. Daher fön- 
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— nen ſich, der vorftehenden Tafel zufolge, die Wurzeln nur zwi⸗ 


/ 


ſchen —1 und O und zwifchen 1 und 10 befinden. Zwiſchen 
—1 und O gehen zwei 3. W. verloren; man kann alfo noch 
nicht wiſſen, ob dies bloß Folge des Verſchwindens einer Ablei⸗ 
tung if, oder ob fx in diefem Intervalle zweimal Null wird; 
ob alſo die beiden angezeigten Wurzeln fehlen oder vorhanden 
find. Zwifchen 1 und 10 geht ein 3. W. verloren, alfo if es 
fiber, daß zwifchen diefen Grenzen fx einmal Null wird; denn 
wuͤrden nur Ableitungen Null, fo müßte eine gerade Anzahl von 
3. W. verloren gehen. Mehr als eine Wurzel kann fi aber 
zwifchen den Grenzen 1 und- 10 nit befinden, fo wenig ale 
zwifhen —1 und O mehr als zwei, weil fo oft fx Null wird, 
auch allemal ein Zeichenwechſel verloren geht. 

Allgemein kann eine Gleichung in feinem Intervalle mehr 
Wurzeln Haben, als in demfelben Zeichenmwechfel verloren gehen. 
Iſt die Anzahl der verloren gehenden Zeichenwechfel ungerade, 
fo ift eine oder eine ungerade Anzahl von Wurzeln in dem In⸗ 
tervalle vorhanden. Iſt aber die Anzahl der verlorenen Zeichen- 
wechſel gerade, fo Fann fih in dem Intervalle nur eine gerade 
Anzahl von Wurzeln befinden, die auh Null fein kann. 

ı Die Aufgabe zerfällt fomit in zwei andere: Erſtens zu ents 
fcheiden, ob angezeigte Wurzefn fehlen oder vorhanden find; 


zweitens die vorhandenen zu berechnen. 


58. Die erſte dieſer Aufgaben findet gar nicht Statt, wenn 
in einem Intervalle ein 3. W. verloren geht; denn alsdann ifk 
eine Wurzel in demfelben unzweifelhaft vorhanden. Gehen aber 
in einem Intervalle zwei 3. W. verloren, fo Fönnen ſich entwe⸗ 
der zwei Wurzeln darin befinden, oder beide fehlen. In diefem 
Falle zähle man zuerft, wie. viele Wurzeln nicht allein von fx, 
fondern auch von jeder der Ableitungen fx, f'x, «, in dem In⸗ 
tervalle angezeigt find und fchreibe die Zahlen oder Zeiger, 
welche dieſes angeben, zwifchen die Reihen der Zeichen. Zu dem 
Ende braucht man nur zu zählen, wie viele 3. W. von fe(x) 
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bis zu jeder Ableitung an der oberen Grenze mehr find als an — 
der unteren. In dem obigen Beifpiele war 


Xx. X. u x 





Die zweite Ableitung X, Hat alfo Peine Wurzel zwifhen —1 
und O; dagegen hat die erfte eine, weil die Zeichen der Ablei⸗ 
leftungen X,, X., X, bei —1 einen Wechfel mehr darbieten ale 
bei 0. Zerner find 2 Wurzeln der Gleichung X—O anggeigt; 
daher entfteht die Reihe der Zeiger 

0 0 1 2. 


Ueber diefe Reihe der Zeiger ift im Allgemeinen zu bemerfen, 
daß zwei auf einander folgende Zeiger nie um mehr als 41 
verfchieden fein Fönnen; oder, wenn z der Zeiger von f=(x) iſt, 
d. h. die Anzahl dee in dem Intervalle angezeigten Wurzeln der 
Gleichung rX)=0, fo ift der Zeiger der nächfifolgenden Ab⸗ 
leitung f-!(x) entweder wieder z, oder z-+1, oder z—1; denn 
durch das Hinzutreten der Ableitung f=-1(x) kann zu den vori⸗ 
gen Zeichenwechfeln entweder oben und unten ein Zeichenwechfel - 
oder auch eine Zeichenfolge Hinzutreten, wodurch der Zeiger z 
nieht geändert wird, oder es kann oben ein Zeichenwechfel, unten 
eine Zeichenfolge entftehen, wodurch der Zeiger z-+1 fich ergiebt, 
oder oben eine Zeichenfolge, unten ein Zeichenwechfel, wodurd 
der Zeiger z—1 wird. — Alſo ann 3. B. einem Zeiger 2 
nicht O, fondern nur 1 oder 2 oder 3 vorhergehen oder folgen. 


Man betrachte zunächft den Fall, in welchem die Reihe der 
Zeiger fi mit 0, 1, 2 endigt, auf den hernach alle übrigen zu⸗ 
rüchgeführt werden follen. Diefer Fall findet, wie man fieht, in 
dem vorgelegten Beifpiele Statt. Die Gleihung f’x—=0 hat 
alsdann Feine Wurzel in dem Intervalle; meil der Zeiger von X, 
Null iſt; dagegen hat fx eine Wurzel, die nicht fehlen kann, 
und von fx find zwei Wurzeln angezeigt. In diefem Falle müf: 
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fon die Reihen dee Zeichen an den Grenzen a und b des In⸗ 
tervalles ſich nothwendig auf eine der beiden folgenden Arten 
endigen: 
1: “..X, Xı X 2. ..- ·X, X, X 
ale: —  — ale: bo — + 
012 0 4 2: 
— b. — — —— P... . + + 
Offenbar naͤmlich muͤſſen f’a und f’b gleiche Zeichen haben, den 
hätten fie ungleiche Zeichen, fo müßte die Function X, zwifchen 
diefen Grenzen das Zeichen wechfeln, und alfo Null werden, was 
nicht der Fall fein kann, weil der Zeiger von X, Nullift. Wenn 
alsdann im Ganzen noch zwei 3. W. verloren gehen follen, fo 
kann dies nur dadnrch gefchehen, daß die Folge der drei Glieder 
f’a, f'a, fa zwei Zeichenwechfel darbietet, dagegen die Kolge f"b, 
fb, fb gar feinen; woraus hervorgeht, daß die Zeichenreihen 
entweder wie in 1 oder wie in 2. endigen müffen. 

Geſetzt es befinden fich zwei reelle Wurzeln « und PB zwi⸗ 
ſchen a und b; fo fei, wofern nicht beide einander gleich find, 
B>o; mithin a>a und b>2B. Dan fee a=a-+ru, 
gB=b—v, fo find u und v pofitiv und man hat F(laru)=0, - 
fb-v)=0, .d. h. 

- Sarufla+ou)=0, fb_vflb-Oy)=0. 


(8 iſt nicht in beiden Formeln diefelbe Zahl, aber immer ein po⸗ 
fitiver ächter Bruch). 


Daher folgt . 
__f_ und [a 
N fareu) — — 
Aus den oo Tafeln 1. und 2, erfieht man fofort, daß 
—fa 


7 und Bft tio find, und, da die Werthe von u und v 


es ebenfalls find, fo folgt, daß fa und f(a-+@u), fo wie fb und 
f(b—Ov) gleiche Zeichen haben. Kerner aber ift zu ſchließen, 
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daß 7° Pieiner als u ift. Denn, wenn der Fall derjenige in 
Tafel 1. ft, nimmt fx von fa bis f'b beftändig ab, weil f’x 
negativ ift; alfo ift fa größer als der ebenfalls pofitive Werth 
von f(a 0u); findet aber der Kall 2. Statt, fo it —fa po: 
fitio und größer als der gleichfalls pofitive Werth von 
—f(a-+-Bu), weil —fx von a bis b abnimmt, indem —f"x 
—fa 


negativ ift; alſo iſt in jedem diefer beiden Gälle 77 < u. 


Muf aähnliche Weiſe findet man, dab nv it. Bolglic iſt 
+. <aru, d. i. Meiner ald die Wurzel @, dagegen 


— >b—r, d. i. groͤßer als die Wurzel B; und mithin find 


fa fb 
a=a— und b=b— 


die Grenzen eines nguen Intervalle b’—a’, in welchem die Wur⸗ 
zeln & und 8 liden, und welches Fleiner ift, ald bad vorige 
ba. Man hat alfo 


a>a—,, LE 


fb’ 
oder >,‘ b— P>R; 


mithin duch Addition 
fb 
(ba) — (B-a)> —— ze +2 
—fa_ fb 
Ta tr 
In diefer Formel iſt B—a Null oder pofitiv, daher um fo mehr 


—fa fb ° 
b>;, fa *7œ5 


oder b-a 


59 Die Bedeutung dieſer Formeln läßt ſich durch die 
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Zeichnung derjenigen Eurve, deren Gleichung yfx iſt, fehr 
anfhaulid machen. Es ift Flar, daß die Wurzeln der Gleichung 
fx—=0 den Abfciffen derjenigen Puncte entfprechen, in welchen 
die Are x von der Eurve gefchnitten wird, und die Wurzeln der 
Ableitung Ex denjenigen Puncten, in welchen die Tangente der 
Eurve der Abfeiffe parallel wird. Sobald ferner die Eurverei- 
nen Wendepunct hat, muß f'x=0 fein; im Allgemeinen aber 
kehrt die Curve der Are x die erhabene oder hohle Eeite zu, je 
nachdem fx und fx gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Ber 
trachtet man inun den Bogen der Curve, welcher fich in dem In⸗ 
terpalle zwiſchen a und b befindet, in welchem fx feine, fx 
eine, fx zwei (möglicherweife auch fehlende) Wurzeln hat; fo bes 
merkt man, nah T. 1. und 2. des 8. 58., daß die Curve fos 
wohl bei a al bei b gegen die Abfeilfe erhaben ift, daß die 
ferner, ohne zwifchen diefen Grenzen einen Wendepunct zu Has 
ben, in einem Punete dee Abſciſſe parallel wird. ind die beis 
den Wurzeln von fx in dem Intervalle vorhanden, fo wird der 
Bogen von der Are x zweimal gefchnitten (Fig. 14), fehlen fie 
aber, fo liegt derfelbe. ganz auf einer Geite diefer Are, ohne von 
derfelben gefchnitten oder berährt zu werden (Zig. 15.) Nun 
fege man in den Puncten A und B der Curve, melde den 
Puncten a und b der Axe entfpredden, !Tangenten Aa’, Bb’, fo 
ift z. B. die Gleichung der Tangente in A folgende: 


y—fa=falx— a). 
Man findet die Abſciſſe des Punctes a’, in welchem die Tan⸗ 
gente die Are x trifft, indem man y0ſetzt, nämlich 


a, und die Differenz ana Ze (Den Ab: 


f 
fehnitt aa’ der Age, zwiſchen der Ordinate und der Tangente eis 
ned Punctes A, pflegt man auch die Subtangente zu nennen.) 
Auf diefelbe Art findet man, vermittelſt der Gleihung für die 
Tangente an B, | 


y—fb=fb(s—b) 
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die Abſciſſe x von b’ gleich BR, und folglich b-1=1P=bh. 


Wenn nun die beiden —8 a und ß vorhanden find, alfo 
die Curve von der Are gefchnitten wird (Kig. 14.), fo ift augen: 
foheinlich, wie nahe au A an a, B an B gelange, fo lange « a 
und ß zwiſchen A. und B bfeiben, 


aa-r+roß--bb<ab, 
d. bh in algebraiſcher Form: 


RB) (ba) 


und um fo mehr aa a d. h. 
—— 
| 75* —— 

Wenn aber die beiden Bun in fehlen, oder Peine Durchſchnitts⸗ 
‚puncte vorhanden find, fo nähern fich die Werthe von fa und 
fb defto mehr der Null, je näher die Puncte a und b von bei⸗ 
den Seiten demjenigen Puncte c fommen (Fig. 15.), ih welchem 
fx—=0, oder die Tangente der Abſciſſe parallel wird. Alfo muß, 
indem die beiden Grenzen a und b, zmwifchen denen eine Wurzel 
von fix fich beftändig befindet, einander näher vüden, die Summe 
der Subtangenten aa +bb, d. h. 46 FB fehr bafd dem 
Intervalle b— a gleich Fommen, oder daſſelbe übertreffen, und 
wenn dies ift, fo folgt, Daß die Curve von dee Are nicht gefchnitten 
wird, oder dag die beiden Wurzeln fehlen. Die beiden Tangens 
ten fchneiden einander alddann zwiſchen der Are x und der Curve. 

Wenn alfo in einem Intervalle zwei Zeichenwechfel verlos 
ren gehen, und die Reihe der Zeiger fih mit 0, 1, 2 endigt, fo 
berechne man, um zu entjcheiden, ob die beiden angezeigten Wur⸗ 
zeln fehlen oder vorhanden find, die Werthe von fa, fa, fh, 
fb, und bilde die Summe \ 

fa _ fb 
fa 75 7 fb 


41410 

. welche, fo tie jeder einzelne ihrer Summanden, pofitiv if. Fin⸗ 
det man, daß diefe Summe dem Intervall b—a gleich ift, oder 
daſſelbe übertrifft, fo ift bewiefen, daß die beiden Wurzeln fehs 
(fen. Findet man diefelbe aber Peiner als das Intervall, fo 
find die Grenzen a und b einander noch nicht nahe genug, um 
über die Wurzeln zu entfcheiden. Alddann fege man eine belie⸗ 
bige Zahl c zwifchen a und b ein, wodurch das Intervall in 
zwei Pleinere getheilt wird. Auf diefem Wege werden entweder 
die beiden Wurzeln bon einander. getrennt, wenn fie vorhanden 
und ungleich fi find, oder man findet bald, daß die nach der obi⸗ 
gen Formel berechnete Summe der Subtangenten dem entfpre- 
chenden Intervalle gleihfommt oder es übertrifft, alfo die beiten 
Wurzeln fehlen. Nur wenn die beiden Wurzeln vorhanden und 
gleich find, Taffen fie fich nicht trennen. Um in diefer Beziehung 
‚ ein ficheres Verfahren zu haben, kann man, ſobald ze +7 
ſich noch Feiner findet, als b—a, alfo das Vorhandenſein der 
Wurzeln noch unentfchieden ift, bevor man engere Grenzen ein; 
fegt, unterfuchen, ob fx und fix.einen gemeinfchaftlichen Kactor 
haben. Findet fich ein folcher, fo läßt ſich auf ihn die in den 
bisherigen und noch folgenden F. vorgetragene Methode anwen⸗ 
den, um zu entfcheiden, ob er zwifchen b und a Null wird. 
Wird er in diefem Intervalle Null, fo find die beiden gleichen 
Wurzeln gefunden; wird er es aber nicht, fo giebt es Feine glei⸗ 
hen Wurzeln, und man ift veffichert, daB man durch Einfegung 
engerer Grenzen entweder die beiden Wurzeln von einander trennt, 


oder die Bedingung = fb_ı_. nicht mehr befriedigt 
findet, wodurch bewiefen wird, daß die Wurzeln fehlen. 


In dem obigen Beifpiele waren zwei Wurzeln zwiſchen —1 
und O angezeigt, und die Reihe der Zeiger-endigte mit O, 1, 2. 
Man findet 2 











⸗ 
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X, X,: X, x 
— — — 7 7 er 
+. - Fr 
7 4 


Die Werte K-D=-3, M-ND=+6, 10)=—4, 
f(0)—=—7 find in diefer Tafel beigefügt. Das Intervall b—a 
it —=1, die Summe . 
fa b_3 4 
Artnr 
alfo fehlen die beiden angezeigten Wurzeln. | 


60. Wenn in einem Intervalle zwei Zeichenmwechfel verlo: 
ven gehen, aber die Reihe der Zeiger ſich nicht mit O, 1, 2 en: 
digt, oder wenn mehr als zwei Zeichenmwechfel verloren gehen, fo 
- wird man immer: wicder auf die vorige Regel zurückgeführt, 
um zu entfchelden, ob die angezeigten Wurzeln fehlen oder vor: 
handen find. Nachdem nämlich die Reihe der Zeiger gebildet 
ift, gehe man in derfelben von der Rechten nach der Linken zu: 
ruͤck, bis man zum erften. Male den Zeiger 1 trifft. Alsdann ift 
der zunächft vorhergehende Zeiger rechts nothwendig 2, weil er 
nicht größer ald 2 und nicht gleich 9, oder gleich Null fein kann; 
denn wäre er Null, fo müßte rechts davon fehon einmal der Zei⸗ 
ger 1 vorgefoinmen fein, was gegen die Annahme ff. Links 


aber von diefem Zeiger 1 kann entweder der Zeiger O, oder 1; 


oder 2 ftehen. Iſt diefer links folgende Zeiger O, fo hat man 
unter drei auf einander folgenden Ableitungen Xarı, Xm, Xm-ı, 
die Folge der Zeiger O, 1, 2. Alfo hat alddann Xuny+ı in dem 
Intervalle feine Wurzel, weil fein Zeiger O ift, X_m hat eine Wurs 
zel () und von Xa-ı find zwei Wurzeln angezeigt, über welche 
man allemal nach der Regel des vorigen 8. entfcheiden kann, 
indem man unterfucht, ob die Summe 
—@)., P(b) 
fr(a)- * Pub) 


V 
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groͤßer ift als das Intervall b— a, oder ob die beiden Wurzeln 
der Gleichung Tm-ı==0 vorhanden find. Wenn diefe beiden Wur⸗ 
zen von Am_ı fehlen, fo ift bewieſen, daß auch zwei der ange⸗ 
zeigten Wurzeln der rechts folgenden Ableitungen Xu, Xn-3, 
X ,, fo wie der Function X felbft, fehlen. Denn alddann gehen, 
duch das Verſchwinden der Ableitung fox), für x=y, zwei 
Zeichenmwechfel zugleich verloren; alſo fehlen zwei Wurzeln von 
fx. Man ziehe fofort von allen Zeigern unter den Functionen 
Xa-ı, Xm-2, " Xı, X zwei Einheiten ab, fo erhäft man eine 
neue Reihe von Zeigern, in welcher der Zeiger 1 weiter nach der 
rechten Seite fortgerücht ift, und es ift wieder auf diefelbe Weife 
zu unterfuchen, ob von den noch angezeigten Wurzeln ein zwei⸗ 
ted Paar fehlt, wenn der legte Zeiger in der neugebildeten Reihe 
noch größer als 1 if. 

Wenn aber die beiden Wurzeln von Ka vorhanden und 
ungleih find, fo laſſen fie fih auch durch Einſetzung engerer 
Grenzen von einander oder von den Wurzefn der nachftehenden 
Ableitungen Xan-2, Xm-s, u. ſ. f. trennen; wodurch unter allen 
. Amftänden der Zeiger 1, welcher dem Ende der Zeigerreihe am 
nächften Fam, weiter nach der rechten Seite fortgeruͤckt wird. 
Sind dagegen die beiden Wurzeln von Xm—ı vorhanden und 
gleich, fo unterfuche man, ob diefe Wurzeln auch die folgenden 
Functionen X.2 u. f. f. bis X Null machen; man wird dann. 
immer finden, wie viele Zeichenwechfel durch das Verſchwinden 
von Ableitungen verloren gehen, und wie viele gleihe Wurzeln 
von X vorhanden find. Wird Feine der Zunctionen Xm-2, 
Xa-3 :« X mit X. zugleich Null, fo gehen durch das gleich- 
zeitige Verfchwinden von Xm_ı und X. zwei Zeihenwechfel ver: 
foren, mithin find zwei Wurzeln ald fehlend angezeigt. Als⸗ 
dann ziehe man toleder, toie vorhin, zwei Einheiten von den Zeis 
gern von Km-ı, Xm-2, 4 X ab, und unterſuche die dadurch 
entftehende neue Reihe der Zeiger. 


Wenn aber der links von 1 ftehende Zeiger nicht Null if, 
fo kann er 1 oder 2 fein; d. 5. während zwei Wurzeln von 


/ 





ns 

Xu, angezeigt fihb, und‘ eine von X ſo laun auch eine, oder 
es koͤnnen zwein Wurzeln von Kir angezeigt ſcin, Die aber wie 
malo fehlen "Amen. Wenn noͤutich. in:cinem Intervalle ſo viele 
Wureln · von X vorhanden, sal® angezeigt And, ſo ſind nethwen⸗ 
dig auch alliin.Diefem Intervalle angezeigten Wurzein dev; Ab⸗ 
leltungen von Xi vouhandew, weil ſonſt Zeichenwechſel durch das 
Verſchwinden von Ableitungen verloren gehen, allo⸗ mich Wur⸗ 
zeln von X fehlen müßten. Wendet man diefe Bemerfung auf 
den vorliegenden Fall an, wo"eine'ZWilrzel’von XL Angezeigt und 
mithin auch vorhanden ift, fo folgt, daß auch die Wurzein "von 
Kuzrı, wenn ideen zwei angezeigt fein foflter,. hicht- fehlen Fön 
nen, wie eben behauptet iſt. /Ferner koͤnnen Die Wurzeln von 
X und Xmyı nicht einander. gleich fein, ‚wei Dee ame, glei 
Wurzeln von.X,y vorausſetzen Würde, wi rend nur, ei ¶ Wur⸗ 
zel vorhanden iſt. Folglich wird man die Wyrzeln von, Kmrı 
und X. allemal von einanper trenncg, oder Be a Xa+ı 
uf Au, Bingen Pönnen, Inden man, auitngn Ai, Oremen 
des. Intervalles neue Werthe kiufegt. Dat ut werde nlve 
der die beiden Wurzeln von Xm_ vpn einanbek dettenak, d. B. 
Reihe zun EM] 
aͤher R 












fortgerügft;, ‚oder R 
der Zeiger 0, 1, 2 erhalten,  woraı 
zu verfahren ift. Durch diefe Mitt: 

entweder die Wurzeln vor fx von einandet zu krennen, oder zu 
finden, daß Zeichenwechſel durch das Verſchwinden von Ablei⸗ 
tungen verloten gehen, wodurch alfemal-:eben-fo viele Wurzeln, 
als der verlorenen 3. W. wartn, fi als‘ fehlende ergeben. 

3 Bei dein Cinfegen der Werthe von xrkann vorfommen, daß 
für einen Werth c von x»einige Ableitängen !Ruil, und ! mithih 


\ 8 


N 


geffen. - Iſt fc nicht Null, forift dieſe Anzahl nothwendig Null 
oder gerade; und es fehlen eben fo viele Wurzeln als fie Ein⸗ 
heiten enthält. Iſt aber zugleich fc. Null, fo gieht Dre Ueber⸗ 
ſchuß der Anzahl veilougier Zeichenwechſel über Die Anzahl der 
vorhandenen Wurzeln (sch, Dee immer eine gevade Zahl und 
nie kleiner als Null if, die anzehe der in dieſem AIneterol feh⸗ 
baden Bun. ©. 


j vi. Es fd 4. G. Vie Bun, ri =X=0 
vorgelegt; fo erhäft man u W 
X hr! +1, X,:=2h°, Kt, x, 12%, K, —120. 


"X, X; X, X, X, X 
1|+- +- + = | 
| - +- +r- 538%. 

: 0) 00 + — 
"Alp 4 t+rH+r+rr 38. 


Zufolge diefer Tafel find die Wurzeln nur zwiſchen —1 und +1 
zu fuchen, weil alle Zeichenwechfel in diefem Intervalle verloren 
gehen. Da aber der Werth £=O mehrere Ableitungen zugleich 
verſchwinden macht, und mithin ihre Zeichen unbeftimmt laͤßt, fo 
fege ‚man einen unendlich Pleinen negativen Werth (<0) und 
einen unendlich Fleinen pofitiven Werth ei) ein; fo erhäft man 

folgende Pe Tafel: 


fs X, X,  Xı 
1 + 4-4. | 
<0|r - + —. +. 53%. 
| # rn 138. 
Alb tr rer 03ER 


In den unendlich kleinen Intervalle von <O bis >O gehen 
alſo vier Zeichenwechfel durch das Berfſchwinden von Ableftuns 
gen verloren; mithin fehlen vier Wurzeln. Die fünfte Wurzel 
aber befindet fich zwifchen O und 1. 





Die vorgelegte Sleiching ke De: zn 
ı Kent Bet het Eder. J— 
Man findet: 
X=i’_ Ar 44542 W148i 
KB. . mat 
.. Ru X, X dı X 
seo ie. 
ll tr nr AZER 
| 20 8.4.2 Be 
"it —— De Pe: Passen 
7 T57 7 288 
Dr ++ +. 938 


Zwiſchen —1 und O gehen qwei 3. W. verloren, und uolfgen 
4 und 10 wieder zwei Man bilde in ‚beiden Intervallen die 
Reihen der Zeiger; diejenige zwiſchen — und p endigt, wie zu 
ſehen iſt, mit O, 1, 2,. Demnach ‚berechne. man. 
era. Ak) ar Ks —* dr. 


4): 50 a. 
fo ergiebe ſich 1) Frist) a 


Wie: Gnmngen (ad Demnach noch miht.ns gema, um ‚Äle die 
Wurzeln zu entſcheiden. Bevor man aber engere Grenzen einſegt, 
-überzeuge man fih, daß fx und fx Feinen gemeinfchaftlichen 
Sactor haben, und mithin gleiche Wurzeln nmicht vorhanden find. 
Da diefes in der hat der Fall iR, fo fege-man-- u zwiſchen 
1 und 0; es ndet ſich 








Die Wurjeln. find demnach zwifhen —A und —4 angezeigt. 
8 * 
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Zugleich iſt das Intervall Fiir a” 
(der Her ee, Nm; 


32 7 rim und” 
at 25 > 35. amitpin Feten die bchen Waren... . 


Es find noch! zwei Wurzeln zwifchen 1 und 10 angezeigt. 
Hier iſt die Reihe der Zeiger 0, I, 2, 2,2. Man berechne demnach 
(0)212, "NM r2%4, _ FAME, KNEE1I2; 
fo findet man 23-753 9. Alſo find die Gremen noch nicht 
eng genug. Ehe man aber engere Grenzen’ einſetzt, pnterfuche 
man, ob X;"und X, einen genkeinfchaftlichen- Factor haben, der 
zwiſchen 1- dnd:10 Null wird.1- Ein folcher iſt vochanden, naͤm⸗ 
ih x—2. Man ſetze alſo den Werth 2 ein, und’ zugleich zwei 
andere ihm, mehdlih nahe (2 und'>2):"fo erglebt ſich 

2 Xu X X,AXPXX)ChGM&.. - nu. 
22 15 — lin tn. 
"ee O ee ae 

>: ea dir 
In den unendlich kleinen Intervalle (dtioifien- I und.T>2 ges 
ben alfo 2 3. W. verloren, ohne daß fx, Mull wird; alfo fehlen 
die beiden Wurzeiln. ir 


“2 -Die vorgelegte Gleichung hat mithin ‘gar deine roelle 
Wurzel: BE EEE rn 

A u N a BE Io 

i. 62. Es ſei gegeben: re re 3.. 


Kt Ext m 209 AM 
| Xh=dxt 1? — 7° 046: ut 
X,’ ir’ 110. 


Kur 05 0 hal 
X, =1%90x — 72. ’ ® . j 


— 
— 


Xx.⸗220.. Hr 5; PER 











o 1 FR. 
3 Sag hibinn ai , a * Pe ai l Du 2.2 


mie ro iur + 2 — on je * 
Ep, liegt. dem | uuel, 4 5 —5 4, di 


imeite zmlfcheh” —i a 0, ein in TOR biefet a ein 
2. * wertorew· geht Febnereiſind zwiſchen 4, und 10 drei Fuel 

Le t, von denen eine gemiß vorha den ir ‚fo daß nur 
—* Ru N ie ol 1" die‘ "päiden“ — &schrälte borhanden 
find bee: Pr In de "Relpe der Zeiger fihbet then zum 
eriteimäle, ‘von ber’ Reiten auß, unter X,“ unlee X fehler 3 
unter X, O als Zeiger, fo daß die Folge 0, 1, 2 vorhandeh hie: 


Man berechne demnach RT RT 156, 
f’(10)=15150, AN -+- ‘fo findet: man 
20 41% 


Is6 + 5136 <9,; man muß alfo das Intervall Ara: ma⸗ 


chen. Vorher Überjegge Iran ng abet, ‚sap, x, mv X, feinen 
- gemeinfchaftlichen Factor haben, und’ mithin die beiden Wurzeln 
von X, nicht gleich fein koͤnnen. Da es: tinen: ſolchen nit 
giebt, fo fege than z. B.ia 3 ein, fe kommt + 1: - 


KK KIN X K Da 
1|+ + — ++ 33. WB3 
0 0,1, 1 2 2 J 
31 —-— 1, 


gl rn eg No, Vo mel”. 
Es liegt mithin eine Wurzel zwiſchen 3 und 10: unb jwei FAN 
ziwifehen ad 3angezeigt! Die Reihe ‚ger: Igeiger iſt 

TER EV uffo' die’ Folge d, 4, 2 nicht: vorhanden. Man 
muß daher: durch Einſetzung ehgerer Grenzen die Wurzel‘ von 
X, von der.von X, trennen. Man fee x—=2 ein, fo kommt 





ı1| -# 
2| + 
4 


Der Zeiger 1 IR ech von X, * ı forte die 
—* der Zeiger un 3 Fi er * E ar * 


ſe kommt . + 5 >4; —* et die * Berydn. 


" Hie Bildung bat alfo drei reelle Wurzeln, die volftändig 
‚getrennt find; eine zwiſchen — 10 amd I, eine awifhen, —1 
und O, eine ziilchen 3 und 10. Die beiden übrigen. Wur⸗ 
zeln fehlen. 06 — 
Die vorgelegte Gleichung ſei a .. 
—— — 1 71 
ſo kommt W 
X, = -’48cH, x, 1° 5:48, 
K=%-i, X, —24. 
X . . 
+ 43:8. 
+.4 ZZ 
— 3 2 
Zr Fa 
‘ + Ö MM 4. ' : 
Zwiſchen —1 und O liegt eine Wurzel; vrſhen O.und 1 
find drei angezeigt, Bu 
-. Man findet den Zeiger 1 zum erſtenmale, von dee — 
aus, unter X,; rechts davon 2, links O;. alfo die Folge O 2 
Man berechne 0 *8, "£-6; r ſchen Kim 


— 0) __ 
Te 





ernten 7 


9 
alſo iſt es nicht nothiß I — pe 


Wurzeln fehlen. Man siehe ‘von jedem der Zeiger ynter X,, 
X,X,2 Binden ab; fo erhält man die heigerreihe 


*. x, x, 
VE a Bu 
7. Ku Bad Was *9 
6 ein hist m 


Zwiſchen D und 1 Haben ı aifo x, und X: Peine reelle: Büng, 
X de eine, welche voltändig von den übrigen’ getwennt iu“ ‚fe 


.. 8. Es iR noch ‚Abrig zu zeigen, wſe ine, Wurzel berechn 
werden myb, die von ‚allen übrigen getrennt ik, Man h 
alſo ein Interpall, in welchem ſich eine einzige reelle Wurzel von 
fx befindet, alſo die Reihe der Zeiger ſi ſich mit 1 endigt. Als⸗ 
donn konen no Wurzeln non Ex und von f’x In djefem In⸗ 
tervalle vorhanden fein; durch Einſetzung engerer Grenzen m 
den ſich dieſelben aber von der Wurzel trennen laſſen, wenn a 
gerade der befondere Fall eintritt, Daß fx’ und f’x eine Wurzel in 
dieſein Intervqlle gemein haben. Dagegen koͤnnen Ai und fx 
nicht diefelbe Wurzel haben, weil fonft zwei gleiche ten von 
fx vorhanden wären, gegen die Annahme. Man unterfuche alfo, 
oh fs und f'x- einen gemeinfchaftlichen Factor haben, der in dem 
Internat Null wird. Iſt ein ſolcher gefunden, fg liefert er 
audy die Wurzel von fx; giebt es Aber einen ſolchen nicht, ſo 
theile man das Inkervall, bis die Wurzel von · ſx von’ denen von 
fx amd fx getcennt iſt, alſo die Reihe. der Zeiser ie mit 
O, d endigt. 

In dem Vaſpiele des 5. * 48 ‚eine. Wurzel ‚em 4 
Aamd * und man hatte: 
i. X. CE Ge 





oa w.Lh- ur PR — 
Es hat: aſo ſvwotz X a6 I, -uoch eine ur: nike. A 


und ‚10. Setzt man sa ein, fo Sommt 
X; X, X, x 


| 1 J 4 — — — 
Te BY Pr . 555 
"Du Base: — 
— 0 DO 4 


Der Zeichenwechfel geht alfo sroifehen 5 und 10 serldeen, und 
zwiſchen dieſen Greyzen :hat, Fx „eine, ‚Fx-und F'x haben feine 
Wurzel mehr, oder Die Reihe der Zeiger endigt mit O, O, %, 

Sind die Grenzen a und b einander fo nahe geruͤckt, daß die Bere 
der, Zeiger fih mit 0 0 1 'endist,"alfo weder Fx noch f’x In dem 

Intervalle Nüull werden, ſo muͤſen fa und fb, fo wie f’a und 

fb gleiche, a haben. ° Da nun die Kelje bei a einem Zei⸗ 
chenwechfet ehrdarbieten müß, als die Keihe bei 5’, fo koön⸗ 
nen die beiden’ Jeichenreihen, wenn die drei legten Beiger 601 
fein ſollen, n nur auf eine der vier folgenden Arten enden: : 


Ar. 


X 
+ 
4 

x, 

1, 





‚..P. + 
Man bernerkk, daß in jedem dieſer vier gl und fx an der 
einen Grenze gleiche, an der anderen Grenze ungleiche Zeichen 
haben; nämlich -in den. Kälfeh -2. und 2. ‚haben: fh ind f’b 
gleiche, fa und fa ungleiche Zeichen; dagegen find In: den Faͤllen 
3. und 4. die Zeichen’von fa und f'a gleih, und die von fb 
und fb verfchieden... Zeichnet man den Bogen der Curve 
y=fx, melcder fih von x=ia bi w—=b etftredt , fo hat ders 
felde weder einen Wendepumet, noch wird er der Alan einer 
Stelle parallel; ferner kehrt er dee Ir an der einem Grenze, 


a 


Boss amd fix gleice Zeichen haben Ati. ahohne, am Der Tan 
deren Grenze, wo ſie ungleiche 397 eg * ohle Seite 
zu. Die Dre bei welcher er gegen die Are 6 heihe 
die, äußere, bie, «bei weicher er gegen ‚Die die * 
nere Grenze. Yu den Fällen 1. ir iſt ei he RN ey 
zũgkeich / die: innere, die untere: b: Jugkkitie: Die auſſjeren ia Men 
Faͤllen 3. 4. iſt die obere Grenze zugleich die aͤußere, Aie uteue 
zugleich. Die: innere: Diefen — Anpaccn Der Re nad 
die Blgures 16. ci. Buy. wi Be — — — 72 . Su on 
} BF FR De ph ma nm U2 oa IT 
SE: Kan kann —8 dee Burpt ‚fowohl.poni den: äußeren, 
als von der inneren Grenze: auq aaͤheryn, bar wuf;' verſchiedese 
Arten. ‚gs ſei die untere Grenze h zugleich die aͤußere, die Fr 
"a die innere, wie in 1. und 2. "Min begachne Yy Wii 


durch b--P, fo. it B pofitig, und, weil. IK ver 
ß LEN Sindet nun der Gall 1. Sur, iſt * x bolis 


tiv, und waͤchſt von fa bis f'b, weil fr pofi tie ift; — 
Fb>f(br-BP), Iſt aber der Fall 2. Angetreten, (nik —fb 
poſitiv md fx woͤchſt von fa bis +-Fh, weihr Er, pofitip 
iſt, alſo N b>—tb-en) In beiden Sale iſt 
Bla gr ji 
)} 
B } Pole und nt a er) 7 — F 


ur 1) 
PAR iſt bh — ar Heiner als; Babe re ei * 


daher ſtellt b’. eine, neue. unters ‚Grenze der Wurzel br, „dee 
Wurzel näher ift als die Grenze b, und. dieſ e Grerpt b iR zus 
gleich wieder eine äußere. Bu 
Fe ‚gehe: Toben : von der vbeben unde unse Bäenze a 
- Det Benh‘ der Wurjel flat folAR' pofitie) Tangd 
=;G —fa Karen: Findet nun der TE Ei” vs —— ja 
pofitiv, und waͤchſt von Pa bie fh, y weil” fx poſitiv iſt; alfo 
RR Fb): Binde daoggen, der Epk,2. Cipis (p, iR 


Yo 
—RN — a EEE Bon 


vr... Bi] 


Bag RB rlares). Ro wi Bit oe por 


fit, 7} Pieinee die. a; doͤher iſt —Se ih; ‚ei‘ nen vbere 


200 fäncıe Bor, mie he any ur Aber le De 
v. &xeme. 7 er en Pa 

: @&8 dd ferner die obere Orange « gleich die: Anfere, wie 
in 3. und 4. Mm beiden Fällen ſicht man leicht, daß dr po⸗ 
ſitive Werth von fa größer ift, als alle andere Werthe, welche 
Sx:ih.bem Intervalle von a bis b. hält. Wird daher die 
Mey wider wi ara bezoichnet, ſo iſt = pofitiv, und 
nn a zugleich aber m pofitio und Feiner 
| als gro) ufa 5’ daher Te '=i-, eine neue obete 
und Äußere Grenze bar, welche der Burg näher iſt, als die 
Baia a 

Geht min eich son der unteren und inneren Sreme b 
ei, und ſegt wieder die Wurzel gleich b—B, fo M auch P 


wieder pofttid und sei * en) gerne n der Quotient 


rn poſitiv und Fleiner als B, weil dee pofitive Werth von fa 
«geben * * dee pofitive Werth von. f(h— EP); daher Mt 
war? 7, hre: nene untere und Innere ‚ Gene, wage der 
Buhl näher liegt, als die Grenze b. | | 


. en alken Anrhaups © Die Anlere, i Die immere Gbenge bes 
——* ‚gleichniel,, weiche von“ beiden die obere oder ‚die untere 
‚fi, ‚eo echält man zwei neue engere Grenzen duch die Formeln 


hi . 
— > ii — . me 
von denen e’ wieber eine·Außere, 3° wieder eine innete iſt 
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Man berechne zugleich die Zahlenwerthe von fr und feinen Ablei⸗ 
tungen für x=6, x=7, 3. B. f6)—=—10, (HA, u. f. f., 
die hier untergefchrieben find. Da der größte Werth von f"x 
gleih 32, und der kleinſte . e fx gleich. 4 if, ‚alfo 


g=32, h=41, fo wird q= 5 = =, aljo g<1. Daher wird 


bei jeder folgenden Annäherung das neue Intervall d’ Meiner als . 
das Quadrat des vorigen, oder d'<d?. Um engere Örenzen zu 
erhalten, berechne man nach den Kormeln 


10 4 ,_,. 5_89 
die Werthe i=6+n=7 b =1-n= 17° 
alfo a >6,1. und b<6,4. Um aber fofort ein noch Eleineres 
Intervall zu erhalten, fege man 6,2 und 6,3 ein. Man. findet 


696402104 + 17, 


dagegen, auf die Hämliche Weiſe, (66 3) —43,497; alfo liegt 
die Wurzel zwiſchen a==6,2 und b=6,3. Man berechne noch 
r(63); der Werth ift 49,07; und man ni 
4272 __ 
4907 622. 
Da d=0,1 war, fo ift nunmehr d’<0,015 daher braucht man 
nur die beiden erften Stellen von a’ zu berechnen, und die Wurs 
zel liegt zwifchen 6,22 und 6,23-.. Man berechne 
f(6,23) = (6,22) +- 0,01 · 6,22 

Nun war 16,2) — 1,272; (6,9 — 46,32; f’(6,2)— 27,2; 
folglich (6,22) = f(6,2)-+-0,02 - F(6,2)-+ «+ == — 0,340152, 
ferner f (6,22) —=46,8652; f'(6,22):=27,32; 
daher ift f(6,23) = f(6,22)+4-0,01 - (6,22) + 

=—6, 3401 » 0,4686 so oo 
offenbar pofitiv; alfo liegt die Wurzel zwifchen 6,22 und 6,23. 
Man berechne noch 

f (6,23) = 46 ,8652-+-0,01 27,32. 0,01)? - 3==47,1387, 


a—=6,2 + —— 


426 


0.340152 
fo kommt da=6,24+ — 471387 — 6,2272.» 


Das Intervall d war 0,01, alfo d’<0,0001; daher nur 4 
Stellen berechnet find. Ferner findet man | 
f(6,2272) = 1(6,22)-+0,0072 - f (6,22) -4 + 

— — 0,340152-+-0,0072  46,8652-+(0,0072)?-13, +, 0072)? 
= — 0,002014052352. 
Dagegen ift (6, 2273)— (C6, 2272)-+0,0001 + (6, — 

— —0,0020 + + 0,0047 +++» 

offenbar poſitiv, alfo liegt die Wurzel zwifchen 6,2272 und 
6,2273. Man hat noch FL6, 2273) =41,06479587 ; alfo die 
neue untere Grenze 


0,002014052352 
a 7 0707 


und zugleich 6’<0,00000001; alfo ift die Wurzel größer ald 
6,22724279, aber Fleiner als 6,22724280 «++ 
Man findet aber den Werth von 


f(6,22724280) = — 0,0020140 «+ -+-0,00004280 - 47,062. 


6,2272 -+0,00004279 »- 


= — 0,0020140 + -+ 0,0020142 + 
offenbar pofitio; mithin ift die Wurzel, bis auf 8 Stellen berechnet, 
folgende: : x 6,22724279. 


Dee vorteefflihen Methoden, welche Fourier angiebt, um bei be 
liebiger Zortfegung der Annnäherung die Decimalftellen auf dem 
Fürzeften Wege, mit Vermeidung aller entbehrlichen Rechnung, 
zu erhalten, Bann hier nicht weiter ermähnt werden. 





Curven in Reue u.ä. en 
an 
67. Man sende Sch deei auf-Anandee —* bene, 
und nehme ihre Durchſchnittslinien zu Mgen ſenkrechter Aoordina⸗ 
vn x, y,z an. YA nun Ärpend eine Aleichuag zyyijſchen x, y, © 
gegeben, welche Durch: Far, ym)m=O ' ober auch, durch br D-, he 
zeichnet werde, ſo Siegen alle Puncte, Deum Soprdinaten, des 
Bedingung: fr=0 genügen, auf einer Flaͤche. Sind aber 
zwei Gleichungen der Urt Nıglehb, gegeben, ‚wie fly, yd=mfl 
und yay)=0; fo liegen die Panete, deren Coondinaten he 
nen beiden genugen, in dem Durchſchnitte zweier Floͤchen, ober 
in einee Curve, welche, wenn fie nicht gang ia eins Obere Ph 
doppelt gekruͤmmt ‚genannt wird. eh, 
Insbeſondere wird .cne Ebene durch ine Sleichang ne 
dee Form ax-+byrczseek ‚ausgedrätkt. - "Dieibiot man / dieſe 
Gleichung mit der Wurzel: aus ‚der Quadrafſumme Der drei 
Eoefficienten a, b, c, d.i. mit Vla’pb?’-ket)=m, ſo ‚Tann 
man drei Winfel a, ß, y beftimmen duch die Gleichungen 


p 

co⸗ o=-, co⸗ 83**/ cos ‚=; , weiße zugleich 
cos a? cos B?-$ cos y’ = ergeben. Die Gleichung 
der Ebene Wird cos at cos B-y+ cus yı=ı, 


und in dieſer Korm. bedeuten die Eoeffirienten von -x, y, 2 der 
Reihe nach die Coßnus der Neigungen der Chene gegen die Ehe: 


nen y2, xꝛ, xy; ferner * den ſenkrechten Abſtand der Ebene 
vom Unfauge der Gooedinaten, Hat man die Bungee 
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@benen ax-+by-rez=k, axıpb'y-poz=hk' 
fo wird ihre gegenfeitige Neigung i durch die Formel 
aa+bb’+cec 
Va?-+b?-+0? "Va? +b"” rc’? 
beftimmt, oder wenn a?-+b?-+-c?=1, a=cosa, b=cosß, 
c=cosy, .undb.tben fe. ar bin etiznl, amcos a, 
b’=cosß', ’=cosy' ift, fo wird 
nt. CONITTEOSE E93. --cosß cosß' «re93Y cosy'. 
Dieye: Forinelin⸗von 'nelchen man Häufig" Gebrauch zu machen 
Gelegenheit hat, And hier nur in Erinnerung gebracht, werden 
aberlaus der- analytiſchen Trigonometrie als bekannt voraus ges 
fetzt. AR ein sichten Beiſpiel von ibeſonderer Wichtigkeit 
dient die Bteihufig: (agb) Hd Nert, welche 
eine Rugel bedeüßet, " a,b, c- ſind die Shordinaten ihres Mittels 
pimeted, und ñder Galbineffie. =: 1: > 
Oft te es vortheilhaft, bie Coordinaien der Punete einer 
Flaͤche als Functionen ziveler Veraͤnderlichen p, q auszudruͤcken. 
Hat man naͤmlich ı=fl(p,g), yEERKpg), 2=udpjg) fo 
fann man zwiſchen dieſen drei Gleichengen p und -q eliwjnicen, 
umdie Gleichung der Flaͤche zu erhalten, ,.; 88 fei z. B. 
"u armsAcospeosg, ych=Becospsing; 2 ==Gsinp, 
fo ergiebt ſich durch Eumination 7 


v „zB? „ur en 


cos i = 


die Btagung ı eines Eitipfoides, Do 


68.. Wenn man ays den beiden Gleichungen für eine Curve, 
—RR& MeRZAE-TU das eine Mal z. B. z, das ändere 
Mal y eliminiert, fo erhält: man zmel:-andere Steigungen, die 
eine: zwiſchen x und y, die aridere zwiſchen x und 2. Dieſe 
druͤcken Die fenfrechten , Prpjectionen der Surbe auf die Ebenen 
xy, z auß. — Ferner fann man auch die Koordinaten der 
Bunte einer Curve als Functionen einer neuen Veraͤnderlichen 





ı 
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t darftellen, fo daB x=ift, y==gt, zu ebenfalts eine 

Form der Gleichungen einer Eurve ift, indem man durch Eli⸗ 

mination von t zwei Gleihungen zwifchen x, y, z erhält. Ein 

einfaches Beifpiel liefern die Gleichungen: | Ä 
xm=at-ra, ymbt-H$ß, z=c+Y, 

- die offenbar eine gerade Linie ausdrücen. Die Elimination vont 


FE — HR BR 

eine gewöhnliche Form der Gleichungen der geraden Linie im 

Raume Seht man wider Vartb’rce—m, und 
a b 

cos 1*5 cos =, cos =, fo find A, u, » die Rei: 


gungen der Geraden gegen die Axen x, y, z, wovon die analptis 
fhe Trigonometrie nähere Nechenfchaft giebt. Hat man für 
eine gerade Linie den Ausdrud: 


. — 


In 
| 
8 
1 
W 
N 
| 
SQ 


rmutinunen GEHE ten FUEER ——⏑ 


und fire eine Ebene ax-Hby-+c2—k, fo ftehen die Linie und 
die Ebene auf einander fenfrecht. 

69. Es fei eine Curve im Raume vorgelegt. Zieht man 
durch zwei beliebige Puncte a und b derfelben, deren Coordina⸗ 
ten x, y, z und x’, y’, z' heißen mögen, eine Schne, fo erhält 
man folgende &feichungen diefer Geraden 

u v-y _Woz, 

—X yo T—L 
indem’ man ſich wieder den Punct a feſt denkt, wihende die 
Richtung der Sehne ab fo geändert wird, daß b auf der Curve 
bleibend dem a immer näher rückt, und endlich mit ihm zuſam⸗ 
menfällt, fo gehen, bei dem Zufammenfallen, die Verhaͤltniſſe 
x—x:y—y:!7—z In die Differentialverhäftniffe dx: dy: dz 
über, und man echäft für die Tangente im Puncte a: 

| N er 
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| uU-X-_voy_ woz 
d«  dy — | 
Die Berhäftnife dx : dy : dz findet man durch Differenti 
tion der Gleichungen der Curve. Iſt z. B. ft, vg 
z=t gegeben, fo wird dxidy:d=fiipizwie; ale 
u—ft _ Pt w— ut | 
| ft * pt u 
für die Tangente. 
Eine auf die Tangente fenfrechte, durch den Berührung: 
punct gelegte Ebene heißt die Nocmal:&bene, und ihre Glei⸗ 


hung ift: (w—x)ds-+-v— y)Jdy-+Hw—z)dz=0. 











70. Durch je drei Puncte einer Curve, welche wicht in er 
ner Geraden liegen, fann man einen Kreis legen. Je näher die 
drei Puncte einander liegen, defto mehr nähert ſich diefer Kreis 
einem Kreife, welcher mit dee Curve eine Berührung zweiter Drd: 
nung hat. in folder Kreis heißt der Rrümmungsfeeis, 
wie bei den ebenen Eurven, und feine Ebene die fih der Curve 
anfchließende Ebene. Sie bleibt beftändig diefelbe, wenn die 
Curve eben ift, mechfelt aber von einem Puncte zum anderen, 
bei Curven doppelter Krümmung. 

Um den Krümmungsfreis zu finden: feße man folgend 
zwei Gleichungen: 

\ (a-a)?-Hr—b)’-Hw—O?=o? 2 1. 

Alu—a)-+-B(v—b)+- C(w—c)=0. 2. 

Die erftere bezeichnet eine Kugel: vom Halbmeſſer o, die zweite eine 
ducch. den Mittelpunct der Kugel gelegte Ebene; alfo. beide zw 
fammen einen Kreis in diefer Ebene, -der zugleich ein größte 
Kreis der Kugel if. Es find mithin 6 Groͤßen zu beſtimmen, 
naͤmlich die Eoordinaten a,b, o des Miitelpunctes, der Halbmeſſer 
g des Kruoͤmmungskreiſes, und die Verhältniffe ‚A: B:C, von 
welchen die. Lage feiner Ebene abhängt. 


Damit erfiens der Kreis durch den Punct x, y, z gehe, 











> 
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muß fin: (1-a) ( -b)y dee. 0030 
| Ag—a)-+-B(y—b)+-Ca-co)=0. - : 4. 

Ferner müflen diefelben Werthe der erſten und zweiten Ableitun⸗ 

gen von x, y, 2 ſowohl dem Kreiſe als der. Curde zufommen. 

Man darf daher nur die beiden Gleichungen 3. .u. 4. jede zwei 

mal bdifferentiiren, fo erhäft man die noch nöthigen. Gleichungen, 


namlid:  (x—a)dx-Hy—b)dy-Hz-c)dz=0. b. 
Adx+Bdy+Cdz=0. — 16. | 
(x-a)d’z-+-(y-bd?y-Hz-o)d’z+d1?’-+dy’+ de® 0 7 
Ad’x-+-Bd?y + Cd?z=0. 8 


Subtrahirt man die Gleichung 4. von 2., fo fommt die Gleichung 
der anſchließenden Ebene: 
| Au—)-FBE-N-+Cw- =, De 7 
Aus 6. und, 8. findet man fofgrt: u 
A=dyd?z—dzd?y, Bm dzd'g—ded?z, 
C=dxd’y—dyd’r. 
(Man. ſieht, daß es nur auf die Verhaͤltniſe A: B: c Ans 
Commt). ‚Werden ferner aus 5. und T. xa, mb —* der 
Reihe ua Meggeſchafft, ſo kommt: tu α 
— SHRRSWEE NEN IE EFRTTE 40. 
—ö Her 
— Hay dr, nr 
von welchen Steihungen’sede kine Folge der beiden anderen iſt. 
Multiplicirt man 4. mit A, und fett für AG—b) u. A(z—c) 
ihre Werthe and 11. und 42, fofommt: ist. um 
— 
* ‚n 
Desgleichen iſt: 4 * 
(A? IEANPRFRREIRFEEPFENERSFENEIR EIN che 
(A’rd-B’4-C’Xz- = (Bax-Ady)(dx?-4-.dy?-4dz?). 
Adbdirt man die Quadrate dieſer Gleichungen, und beinerft, daß 
9 * 
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(Cdy—Bdr)?-H Adz— Cdx)?-H(Bdx—Ady)’—= 
(A?-+-B?-+-C?)(dx?-+-dy?-+dz?)—(Adx-+-Bdy-+Cdz)?, 
feenee Adx-+-Bdy-+-Cdz==0 ift, fo fommt, mit Rüdficht auf 3. 
(A?-+B2-HC2)0? — == (ds?-+-dy?-+dz?)?. 
"Demnach erhält man folgenden Ausdruck für den arimmange⸗- 


halbmeſſer 0: 

—E 
— )’-H-dzd’x-dxd? 2)?-Hdxd’y-dyd’x)?] 
Der Nenner diefe® Ausdrucke laͤßt fih auch, wenn man die 
Quadrate entwickelt, auf folgende Korm bringen: 
VI(dx’-4-dy?-+dz’)Xd?x?-4d?y 2d?7z2) 

(dxd?x-+-dyd*y-+dzd?z)?]. 

Anm. In der Golge wird zumeilen von dem umgefehrten 

Werthe von o, nämlich 1, ald dem Maaße der Krümmung, 

oder fchlechthin der :rümmung der Curve, in irgend einem 
Puncte, die Rede fein. 


71. Beifpiel. Die drei Gleichunge x—=m c0s9, 
y=msinp, a=np drüden eine Schraubenlinie aus, die fi 
auf einem geraden Eylinder befindet, deffen Grundfläche ein Kreis 
vom Halbmeffer m iſt. Betrachtet man 9 als unabhängige Größe, 
fo wird dd=—msngdy=—ydp, dy==mcospdp=xdY, 
dz==ndg, d’r==—ıdp?, d’y==—ydp, d’2==0, weil d’y=—D; 
mithin echält man: dx:dy:da=—y:x:n; alfo für die Tangente: 

u—X_ v-y_w-Z 

— — 7 
und ehr die Rormalebene: Ayur)-+r-yHHaw—2) ==0, 
oder uy—vx—n(w—z)=0.. Sind a, P, y die Neigungen ber 
Normalebene gegen die Ebenen yz, xz, xy, oder, was daſſelbe 
iſt, die Neigungen der Tangente gegen die Aren’ x, y, z, fo 

findet man, mit Rädfiht auf die Stletchung: x’-Hy?=em*, 


—y x 6 m 
cos a =, co f= cos y— ——· 
v — Pa Vo’-4m? 14 Vn?-+m? 





133 
Saͤmmtliche Rormalebenen haben alſo gegen die Ebene xy, oder 
fammtlihe Tangenten gegen die Are der z, gleiche Neigungen, 
weil der Werth von cos y für alle Puncte der Curve derſelbe ift. 
Man erhält ferne A=dyd’z—dzd’y=nydg?, 
B=—nxdp?, C=(r?’-+y’)dp’=m?’dp?, 
ſodann Cdy—Bdz=(n?--m?)xdp*, 
Adz—Cdx=(n?’-+-m?’)ydpt, Bdx—Ady=0, 
und dx?-+-dy?-+d2’=(n’-+r’-+-y?)dp?=(n?-Fm?)dp?; 
mithin entfteht folgende Gleichung der anfchließenden Ebene: 
ny(u—x)—nı(v—y)-Hm?(w—2)=0,' 
oder: nyu—Dıv + m’(w—z)=0. 
Diefe Ebene ift alfo gegen (xy) unter dem beftändigen Winfel, 


m? 
deſen Eofimus ya De an 
geneigt. Zerner.echält man A?+-B?+C?=m?(n?’-Fm?)dy* 
und hieraus den Kruͤmmungshalbmeſſer ꝙ und die Coordinaten 
a, b, c feines Mittelpunctes, wie folgt: 

2 
te, y—b= ey, z—1=0, - 


n?x n? n?-+-m? 
oder: er 7 b=— * c=Z; em 





Setzt man In die Werthe von a, b, c flatt x, y, z wieder 
mcosp, m sin p, nY, jo kommt: 


n? cos _» sin 
m m 


Die Kruͤmmungsmittelpuncte Tiegen demnach wieder in einer 
2 
Scheaubenlinie, die fih auf einem Eplinder vom’ Halbmeſſer — 


befindet, deſſen Are mit dev bes vorigen Eplinders vom Halb: 
meſſer m. einerlei iſt. 


Flaͤchen. 


72. Cine Flaͤche werde duch eine beliebige Ebene geſchnit⸗ 
ten; man fucht die Gleichungen der Tangente an einen Punct 
(x, y, 2) der Eure des Schnitte. — RNach dem Verigen iſt 
für die Tangente -an einer Eurve allgemein: 


Ir "Tl Va 4 


Die Gleichungen der Fläche fix,y,z)=d und der ſchneidenden 
Ebene ax HPy-pyrzmk geben differentirt: 


11 u at on n 
nis mo 3, 


Hieraus erhält man 


df di, df „Mt 

d: dy: — dz 12: _ *ay' 
welche BVerhäftniffe in den Ausdruck far die Tangente (1) einge: 
ſetzt erden fönnen. Statt aber dieſes zu thun, fege man die 
Werihe UI, ET aus 4, in 2. md 3, ſo er⸗ 
hält man * Gleichung zweier Ebenen, deren Durchſchnitt die 
Tangente 1 nämlich: 


Ea9+J dy EN+5 u). 4. 


ONE Y) Hrn). 5. 

Die Gleichung 5. druͤckt offenbar die Ebene des duch (x, y, z) 
gelegten. Schnittes aus. Die Gleichung 4. dagegen ftellt eine 
Ebene dar, welche ebenfalls durch den Punct (x,y,z) geht; uͤbri⸗ 
gend aber von der Lage des Schnuittes ganz unabhängig ift. 
Wie daher auch die ‚Ebene des duch (x,y,z). gehenden Schnit⸗ 
tes liegen möge, fo liegt die Tangente deflelben, fuͤr dieſen Punct, 
immer in der Ebene 4., oder diefe Ebene ift der Drt der Tan⸗ 
genten, welche fih an beliebige ebene Schnitte, die durch denfel: 
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ben Panct der Fläche gelegt werden, in diefem Puncte ziehen 
laſſen. Sie heiße die Berährungsebene der Fläche. 

Die auf der Berührungsebene im Berührungspuncte ſenk⸗ 
recht errichtete Linie heißt Normale, und ihre Gleichungen find: 


u—xX v— —. 
Fir — 
dx dy . dz 
Wird z ald Function von x und y angefehen, und merden feine 
dz\ _. dz . 
partiellen Ableitungen (2) mit p, (2) mit q bezeichnet, fo iſt 


df , 
dz=pdx-+-gdy, . und arPp %”79% fo wie 
St: af =—=0. Unter diefer Vorausſetzung erhält man für die 
Berührungsebene die Gleichung 

w—2z=p(u—x)-Fq(v—y), 
und für die Normale: 
— = = — (w—7), 
oder ud u—ıi-+p(w—z)=0, v—y+g(w—z)=0. 
73. Als Gleichung für irgend eine beliebig. durch die Nor⸗ 
male gelegte Ebene fei angenommen 
ax +By+yz=k, | 
fo fieht man leicht, da Y>—=oap-+-Pp fein muß, damit der 
Schnitt ein Normalfchnitt fei, d. h. durch die Normale gehe. 
Es fol jeßt die Krümmung (2) diefes- Schnitte, in dem 
Puncte x, y, z, beftimmt Werden. 
Der allgemeine Ausdruck für das Quadrat des Krüms 
na ift nach 8. 70., folgender: 
4 _(dyd’z—d’ydz)’-+d’y?’-+d’z? 
| = (ds?+-dy?-+dz?)? ’ 
wenn d?x=0 geſetzt wird. Die Gleichungen des vorgelegten 
Schnittes find die der Flaͤche flx,y‚z)=0 und der ſchneiden⸗ 


\ 
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den Ebene ax-+HBy-+rz=—k. Durch Differentiirung derſelben er> 
hält man: da=pdx-H-gdy, ads-+-Bdy-+Ydz=0, 
d’z=rdı? +2sdxdy +Htdy?--qgd’y, 
d?’z d’z d’z 
( 77 5* dxdy ’ = 7 
Bd?y-+-Yd’z—0. 
Hieraus ergiebt ſich 
——— —— ge 
dx  Brgr’ * B-+rqy ’ 
und wenn zur Abkürzung geſetzt wird 


— EEE — — — — 


In den vorſtehenden Ausdruͤcken muß man ſich die Werthe ein⸗ 
geſetzt denken, welche p, q, r, s, t in dem vorgelegten Puncte 
erhalten. Da die ſchneidende Ebene zugleich durch die Normale 
dieſes Punctes geht, fo muß auch 
y=op-+-Pq 

geſetzt werden, wie oben ſchon bemerft iſt. Hierdurch erhält man: 

dx? -+dy?’-+dz?_ (L-+gY)’+la+-pY)’-+(pB—ge)? , 

Rn (ä+qy)? 
Wird der Zähler auf der rechten Seite entwicelt, und der obige 
Werth von » beräcfichtigt, fo findet man denfebn 
= a’ (d-+g’)+B’i+pP)r2lap Br HP’ HIN? 
EA HPHN)-erP—P’g?—2pgap-rp" 
= II ER INN, 
wenn noch A1-+-p?-+q?==1? gefeßt wird.: Daher 

dv? +dy’4+-dr?_ 1a +B’4+y?) A 

dx? = Er 
Ferner erhält man I 





Q dyd?’z—dıd?y —Metpren(pPge) ah 
Ep)’ ’ 
d’y._ _Yh_ diz _ Eh, “ 
"dx? nn d<?  Brgy’ 
y —_ (a +B’y’)h* 
woraus +(52) + 2) + 22) — B. 
und, mit Huͤlfe der Gieichungen A. und B. 
i1_ h?(B-+-qy)* 
0? 1a? --B?-4y?)? 
| — h(B-+-qy)* . 
ober —— — C. 


gefunden wird. Beute man jedes Glied der Gleichung A. 
mit dem ef der nämfichen Seite befindlichen von C., und ent⸗ 


wickelt 1 rY fo fommt 

A___ bi 

e  KKdx?--dy?-+dz?) 

Man fchreibe zur Abfärzung e für = ‚ und fee für dz feinen 


Werth pdı-gdy oder (p-Pge)dix, und r-+2ss-Hte? 
für h, fo fommt 


1 _..,.7P2s3-1-t3? D 
- oe KiHe-Hp+gs)?)’ j 
der Ausdrud für die Krümmung irgend eined Normalſchnittes. 
Die fämmtlihen Rormalfchnitte unterfcheiden ſich von einander 
durch die verfchledenen Werthe, welche das Verhältnig B: « 
—P d a} 
für jeden derfelben erlangt. Da aber = — 
pBq, fo ſieht man, daß ſich e nach den verſchiedenen 
Lagen des Normalfchnittes mit dem Verhaͤltniſſe B: «= zugleich 
ändert. Man Fann demnach diejenigen Normalſchnitte fuchen, 
weichen die größte oder Pleinfte Krümmung zufommt, ober viel- 
mehr, genauer zu reden, diejenigen, in welchen cin Wechſel der 
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Abs und Zunahme der Kruͤmmung, in. Hinficht ‚auf. die benach- 
barten Normalfchnitte eintritt. Diefe Normalfchnitte follen in 
der Folge Hauptſchnitte genannt. werden. Um fie zu finden, 
darf man nur aus D., die Ableitung von 7 nab e nehmen 
und gleih Null ſetzen. EBwar : ; 
eC+2scHte?)= IH’ Hp+ge)?). 
Wird diefe Gleichung nah g und ⸗ differentürt, de aber Rull 
gefegt, fo erhält man fefort: 

PH KeHprgEIg), 
und folglih, mern aus den ‚beiden vorftehenden Gleichungen e 
eliminirt wird: 

2er AH 

Hs —  pgtreitg?) | 
Entwickelt man diefe Gleichung nach Potenzen von .e, fo fommt, 
indem ſich die höchften Glieder aufheben: 


[s1+q?’)-tpg]e’ Hrli-+q?)-tCi+p?)]e + par-s(i+-p?)=0. 


74. Diefe Rechnung ſetzt offenbar voraus, daß die Ablei⸗ 
tungen p, q, r, s, t in dem gewählten Puncte fämmtlich bes 
fiimmte Werthe Haben, indem mehrere Schlüffe ungültig wuͤr⸗ 
den, wenn ein befonderer Punct der Kläche vorhanden und ge 
wählt wäre, für welchen diefe Annahme nicht Statt fände. Im 
Allgemeinen alſo giebt es zwei Hauptfchnitte, wie vorftehende 
quadratifche Gleichung lehrt. Dean kann ferner beweifen, Daß 
die Ebenen, dieſer Hauptfchnitte immer fenfrecht auf einander ftes 
hen. Denn man denfe fi) den vorgelegten Punct zum Anfange 
der Eoordinaten, und die Berhhrungsebene Daran zur Ebene der 
x, y oder u, v gewählt. Die allgemeine Gleichung der Beruͤh⸗ 


eungsebene an einen Punct x, y,z if w—z=plu—x)-Hglv—y); 


in dem angenommenen Kalle ift fie aber die Ebene u, v, alfo Ihre 
Gleiching w==0; fo daß nicht allein x=0, y=0, 2==0, fon 
dern auch p==0, g==P iſt. 
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Wird ig der ‚obigen Gleichung für. s, in Folge der ermähns 
ten Annahmie de Coordinaten, p=0, q geſett, dp kommt: 


4 1-0, 
welche Steigung ‚offenbar immer zwei keelle Wurzeln hat. 
Nun ar pe ST; . 08 fei ferner J=Xx z5 die Gleichung 


eines der beiden gefuchten Hauptſchnitte, fo wird tg u. 


Zür den zweiten Hauptſchnitt fi y=x-1gu'; fo find gu 
und tg die beiden Werthe von e, welche fi aus der vorftes 
Henden Gleichung ergeben, und man hat: 


urn I, guign——1.' 


Die legte diefer Gleichungen giebt 05 cos +sin p: sinW 0, 
oder cos(u—u)=0, Alfo u—w' — EIx, woraus hers 
vorgeht, daß die beiden Hopeſchmitte ſenkrecht auf einander 

Reben, w. 5. b. w. | 


75. Es iſt noch uͤbrig, die Kruͤmmungsmaaße der Haupt⸗ 
ſchnitte allgemein auszudruͤcken, zu welchem Zwecke & aus den 
beiden Gleichungen: 

—E 
—öB 
zu efiminiven iſt. Zur Vereinfachung ſetze man noch o=Äl, 
fo. hat man 
Kr+2se--15?) =1p’-+2pge-Hi-q2)8?, 
As+t2)=pg-+(1-+q?)s. 

Nimmt man ben Werth von e aus der zweiten Gleichung und 
fegt ihn in Die erfte, fo kommt: 
Ar(i-+g? —11)?-+2s(14+g? NS —pgI-HIE—pg)] = 

Be Ca a ae 
a ee 
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Diefe Gleichung bringe man auf Null, und bemerfe, daß als⸗ 
dann Ai-rg’— it ein gemeinfamer Kactor aller Glieder wird, 
der offenbar im Allgemeinen nicht Null fein Tann, weil fonft der 


. Werth von = —— entweder unendlich groß ſein, oder der 


Zoaͤhler As—pq mit dem Nenner zugleich verſchwinden müßte, 

was allgemein nicht der Fall if; fo erhält man, indem man den 

anderen Kactor gleih Null fest: 
Ad+p’—An)i+gq?—Ad—(pg— is)? 0, 

‚ mithin: 

(t—s)2?— [ri-rg?) —2pgs-HtiHp A +14pP’+q’=0, 


oder, wenn wieder für A, — eingefuͤhrt wird, wo 


1=Vi+p’+g’ ift, 
(t—3’)e’—Ir(i+g?)—2pgs-Ht(i-Fp*)JieHl'=0. 
Durch diefe quadratifche Gleichung werden alfo die Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer der Hauptichnitte beftimmt. Mennt man den einen 
diefee beiden Krüummungshalbmefler 0’, den andern o”, fo ift: 


Far +g’)—2 p’ ‚m ‘ 
. ed +e —_ [rd )—2pgs+t(i-Fp”)]1 ee 1 . 


rtt— 5? .rt—s? 





76. Da die Ebenen der beiden Hauptfchnitte fenfrecht auf 
einander ftehen, fo kann man fie, die Ebene xy wieder ald Be 
rührungsebene genommen, zu Cbenen der xz und yz wählen. 
Alsdann wird nicht allein p=0, qg=0, fondern au 


s—=0. Um dies einzufehen, darf man nur auf die Glei⸗ 


hung . &? + .e—1:=0 zurücgehen, von welcher ig a 
und ig w bie beiden Wurzeln warn. Man hatte 

igu+igu =" . Nah der jebt geſchehenen Wohl der Coor⸗ 
dinaten muß aber u=0, wir, alfo ig u’ unendli groß, 





- - Au 


und mithin, wenigſtens fofern r,.t: endliche Werthe haben, s==0 - 
fein. Durch diefe Annahme verwandelt fich der allgemeine Auss 


€ 1 r-rte? 
druck der Krümmung rg m erern. ($. 73. D.); oder, wenn 


eig» gefegt wird, alfo » die Neigung der Ebene eines Nors 
malfchnittes gegen die Ebene xz ausdruͤckt, erhält man: 





sr cosy? -—t sinv?. 


Zür die Bauptfehnitte wird »==0, v»=4n; mithin e=4, 
e" -=4; alfo: 

1 _(sinv)* (cos R. 

eg " 

Durch diefe Formel findet man die Krümmung eines beliebigen 
Bioemaifnitet (der mit dem Hauptfchnitte, deſſen Krümmung 


1, den Winfel » einfchlieft), wenn man die Krümmungen 


4 


und * der beiden Hawtſchnitte kennt. 


Br. einen auf dem vorigen fenfrechten Normalfchnitt vers 
wandelt fib » in v-„4r, alfo (cos »v)? in (sinyv)*, und 
- (sinv)? in (cosv)?, und wenn fein Kruͤmmungshalbmeſſer Q, 
ift, fo fommt: | 

‚4 _ (eos? , (sin Wi, 

„Pi [2 * —M 
woraus fofort folgt: 5*5 mt d. i. die Summe 
der Krümmungsmaaße zweier auf einander ſenkrechten Normal⸗ 
ſchnitte iſt, für einen beſtimmten Punct der Flaͤche, beftändig 
dieſelbe. 


77. Endlich ift noch zu zeigen, wie fich hieraus die Kruͤm⸗ 
mungen anderee Schnitte finden -laffen, die gegen die Rormal- 


* 


IL. m 
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Diefe Gleichung bringe man auf Null, und bemerfe, daß als⸗ 
dann A-rg”— At ein gemeinfamer Kactor aller Glieder wird, 
der offenbar im Allgemeinen nicht Null fein Fann, weil fonft der 


As— 
Werth von ——— entweder unendlich groß fein, ober der 
Zähler As—pq mit dem Nenner zugleich verſchwinden müßte, 
was allgemein nicht der Kal iſt; fo erhält man, indem man den 
anderen Factor gleih Null ſetzt: 
dp’ Ard+g’ 1) —(pg— is)? 0, 

mithin: \ 
[ig ap HH -H14HP’+q? 0, 
oder, wenn wieder für A, © eingeführt wird, mo 


1 
1=Vi+p’+r4’ iſt, 

(rt—s?)e’—[r(i+q’)—2pgs H+t(i-+p’)]leHl!=0. 
Durch diefe quabratifche Gleichung werden alfo die Kruͤmmungs⸗ 
halbmeffer der Hauptfchnitte beftimmt. Mennt man den einen 
diefer beiden Kruͤmmungshalbmeſſer ꝙ, den andern eo”, fo if: 


un 1442) —2 tiHp’)]l 1* 
BIER Can PHP] vr— 


rt—s? rt 





76. Da die Ebenen der beiden Hauptfchnitte fenfrecht auf 
einander ftehen, fo kann man fie, die Ebene xy wieder ald Be 
rührungsebene genommen, zu Ebenen der xz und yz wählen. 
Alsdann wird nit allen p=0, q=0, fondern au 


"s=0. Um dies einzufehen, darf man mur auf die Glei⸗ 


Hung e? + .e—1==0 zuruͤckgehen, von welcher * 
und 2g w die beiden Wurzeln waren. Man hatte 

Igutign =— . Nach der jet geſchehenen Wahl der Coor⸗ 
dinaten muß aber u=0, wW=4r, alſo ig w unendlid groß, 
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mungsmaaß der Kläche, fo ift diefes, für die eben erwähnte 
Art von Slächen, Null. Dun ift aber, nach 8. 75., das Kruͤm⸗ 


mungsmaaß einer Flaͤche 6 ern allgemein gleich Sn folglich 


muß, für die Flächen, deren Kruͤmmungsmaaß Null ift, 


d’z d’z d?z\? . 
— 2 us — (om — — —— — 
rt-s?=0 oder day (x 15) —=0 fein. 
Dies ift eine. fehr bemerfenswerthe Gleichung zwifchen den par: 
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung von z, welcher die Gleichun⸗ 


gen der erwähnten Flächen fämmtlih Genäge thun muͤſſen. 


79. Man fann aber auch eine aligemeine Form für alle 
diefe Gleichungen finden. Es fei zu dem Ende an einen Punet 
(x, y, 2) einer folchen Fläche eine Berührungsebene gelegt, des 
ven Gleichung 

\ w—2z=p(u—x)-Fq(v—y) 
oder v-pu- qv 2- px- qy 
ſein wird. Man kann nun auf der Flaͤche ſo fortgehen, daß 
man zugleich auf der Beruͤhrungsebene bleibt, weil, nach der 
Vorausſetzung, die Flaͤche von dieſer Ebene in einer geraden 
Linie beruͤhrt wird; alſo koͤnnen die Werthe von x, y, 2 ſo ge⸗ 
aͤndert werden, daß die Gleichung der beruͤhrenden Ebene dieſelbe 
bleibt, oder p, q, 2-pa—-qy ungeändert bleiben. Damit dies 
in jedem beliebigen Puncte der Kläche möglich fei, muß noth- 
wendig die Gleichung der Zläche fo befchaffen fein, daß zwei der 
Größen p, q, z—pı—gy Functionen der deitten find, alſo z. B. 

=9pp, 2-—y=Yp; 

wo @ und W zwei ganz beliebige Kunctionen von p bezeichnen. 
Die Gleichung für die Berührungsebene der Flaͤche, an irgend 
einem beliebigen Puncte, ift demnach 

| w—pu— Yp-v=YPp. 

Um die Gleichung der Geraden zu finden, in welcher diefelbe die 


Stage berührt, denfe man fich diefe Gerade. als die Grenze, 
10 
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ebene beliebig geneigt find. Man denke ſich einen ſchiefen Schniet 
E, nehme ſeine Tangente, d. €. feinen: Durchſchnitt mit der Bes 
röhrungsebene ‚zur Age der x, und die Normale der Släche zur 
Are der z. Der Reümmungehalbmiffe des Normalſchnittes 12 wird 


nach $. 48; durch rt. ausgedraͤckt. Da aber Die 


Are der x zugleih Tangente en die Eurve des Normalfchnittes 
ift, fo wird, für den Anfang der Eoordinaten, 20 alfo ift 


e=S. der Kruͤmmungshalbmeſſer des Normalſchnittes. Nimmt 
man ferner eine zweite Are z’ ebenfalls fenfrecht auf x in der 
Ebene E an, fo wird der Kruͤmmungshalbmeſſer g' des Schnitted E 


. 2 - Non .- 
2 '3\3 j 
durch Kar oe ausgebrüct, oder weil m — ebenfalls 


Null if; durch = . “ kommt nur darauf an, das Der: 


haͤliniß der Werthe von — z und 9 127 fuͤr den Anfang der 


Coordinaten zu finden. 3 dem 4 bezeichne man mit i die 
Neigung dee Ebenen xz und E, oder der ren z und z’ gegen 
einander; ſo iſt y=0 die Gleichung der Ebene x2, und yzıtgi 
die der Ebene E. Jede diefer Gleichungen iſt mit der Glei⸗ 
hung fix,y‚z)—=0 der Zläche zu verbinden, um die Curve des 
Schnittes zu erhalten. Wird nun vorausgefegt, daB der vorges 
legte Punct der Zläche Fein befonderer Punct ift, für welchen die 
Ableitungen aufhören, endliche und reelle Werthe zu Haben, fo 
laͤßt ſich 2 als Function von & und y. nad) Potenzen diefer Groͤ⸗ 
Ben entwickeln, ſo daß 


.. „(de E)x+(z Ey =) en 
oder weil dz 0 dı_ —=0 u f £ 
| | art, Ge), er . v 
z=in? HAxy+ty?), - 
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wenn man alle Glieder, die in Bezug auf x und y von hoͤherer 
als der zweiten Ordnung ſind, weglaͤßt, weil ſie, wie man aus 
der folgenden Rechnung deutlich erſehen wird, keinen Einfluß auf 
das Reſultat Haben koͤnnen. Betrachtet man nun erſtens Pen 
Normalſchnitt ar welchen y==0 ift, fo wird. für’ denſelben 


z—=!ir?, alfo gan für 0. Tür den ſchiefen Schnitt 


E iſt ——— oder, wenn man = Vz ‚einfühnt, 
ſo iſt y-zsni, md z=z.cosi. Werden vaufichende 
Werthe von y und z in den obigen. für z gefebt, fe Eat: R 

27 cosirx?-}2exi' sini-»tz'? sini?. ' 


Differentilet man diefe Gleichung zweimal, indem man ? ale 
Sunction bon x betrachtet, und ſetzt hierauf — 2*0, 


=, fo echält man den Werth, weichen * «fir den: Ans 
fang der Coordinaten erlangt, nämlich: tn 


2,2! y 
: . cos i&r. “ 

gofafic in I int, und mithin, da: Par r 

dx?’ ’ de 

2 

= war, eo’ = cosi, d. h. der Kruͤmmungehalbmeſſer 
des ſchiefen Schnittes E ift die Projection de Kruͤmmungdhalbm. 
des durch die Tangente von E gelegten Normalſchnittes. — Dieſe 
Säge enthalten Alles, was noͤthig iſt, um die Kruͤmmung eines 
beliebigen Schnittes einer Flaͤche, in einem gegebenen Punete zu 
finden, unter der. Borausfegung, daß die Ableitungen | pP. 4. 2 
s, t für diefen Punct nur endlihe und beftimmte Werthe haben, 
Auf befondere Puncte aber, für welche die Ableitungen unendlich 
oder unbeſtimmt werden, ſind ſie nicht auszudehnen. 


"Ben "in einem Puncte - der’ Fläche die ehmmunge: 
maaße — und ⸗* der beiden Hauptſchnitte gleiche Zeichen haben; 
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fo folgt aus der Formel des $. 76. 

4 _sin »* | coe »* 
daß auch das Kruͤmmungsmaaß jedes beliebigen Normalfchnittes 
daſſelbe Zeichen hat. Alsdann find, in diefem Puncte, alle Nor⸗ 
malfchnitte nach derfelben Seite hohl, oder. Die Berährungsebene 
fiegt ganz auf einer Seite der Zlähe. Wenn aber die Kruͤm⸗ 
mungsrhaaße der Hauptfchnitte entgegengefeße Zeichen haben, fo 
kehrt der eine die hohle, der andere die erhabene Seite nad) der: 
felben Richtung hin, und das Kruͤmmungsmaaß wechſelt, für 
einen zwiſchen den beiden Hauptfchnitten befindlichen Normal⸗ 
f&hnitt, indem es durch Null geht, fein Zeichen. Alsdann liegt 
die Berührungsebene nicht ganz auf einer Seite der Zläche, fon 
deen fchneidet diefe, und zwar in dem Normalfchnitte, deflen 
Kruͤmmungsmaaß Null if. Solche (concansconvere) Flaͤchen 
entftehen 3. ®. durch Umdrehung einer Eurve, wenn diefelbe der 
Drehungsare ihre erhabene Seite zukehrt. 

Zwifchen den Zlächen,. die überall concau=concan, und de 
nen, die überall concan=conveg find, liegen, als eine Mittelgats 
tung, diejenigen Flächen, von denen der eine Hauptfchnitt, in jedem 
Puncte, das Krämmungsmaaf Null hat. Geht man von irgend ei: 
nem Puncte einer ſolchen Zläche in der Richtung dieſes Hauptfchnittes 
zu einem unendlich nahen Puncte fort, und von da zu einem zeiten, 
u. ſ. m. fo erhält man eine Linie in der Fläche, deren Kruͤm⸗ 
mungsmaaß uͤberall Null ift, und die mithin nur eine gerade 
Linie fein Fann. Da nun die Berührungsebene zugleich die Tan- 
gente jedes Normalfchnittes enthält, fo muß fie auch diefen ges 
radlinigten Hauptſchnitt berühren, und die in Rede fichenden 
Flaͤchen haben mithin die Eigenfchaft, von der Berührungsebene 
überall nicht bloß in einem Puncte, fondern in allen Puncten ei⸗ 
ner geraden Linie berührt zu werden. 

Nennt mau, (nah Gauß) das Product aus den Krüms 


mungsmaaßen zn * der beiden Hauptſchnitte das Kruͤm⸗ 


N 
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mungsmaaß der Kläche, fo ift diefes, für die eben erwähnte 
Art von Flächen, Null. au ift aber, nad 8. Tr das Krüms 
= 


mungsmaaß einer Fläche * allgemein gleich — 3 folglich 


muß, fuͤr die Flaͤchen, deren Zeummungsmaaß * iſt, 

d’z d’z d?z\° 
rt—s’—0 oder des yi 5 =0 fen. 
Dies iſt eine fehr bemerfenswerthe Gleichung zwifchen den par- 
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung von z, welcher die Gleichun⸗ 

gen ber erwähnten Flächen fammtlih Genäge thun muͤſſen. 


79. Man Pann aber auch eine allgemeine Korm für alle 
dieſe Gleichungen finden. Es ſei zu dem Ende an einen Punct 
(x, y, 2) einer folchen Zläche eine Berührungsebene gelegt, des 
ren Gleichung | 

\ w—z=p(u—x)-+qg(v—y) 
oder w—pu—gqv=z—-pı—qgy 
fein wird. Dean Pann nun auf der Fläche fo fortgehen, daß 
man zugleich auf der Berährungsebene bleibt, weil, nach der 
Vorausfegung, die Fläche von diefer Ebene in einer geraden 
Linie berührt wird; alfo Fönnen die Werthe von x, y, z fo ges 
ändert werden, daß die Gleichung der berührenden Ebene dieſelbe 
bleibt, oder p, q, z—ps—gy ungeändert bleiben. Damit dies 
in jedem beliebigen Puncte der Släche möglich fei, muß noth- 
wendig die Gleichung der Fläche fo befchaffen fein, daß zwei der 
Größen p, q, z-px—gy Zunctionen der deitten find, alſo z. B. 

=9p, 2—PxX--9qy = Yp5 
wo @ und 7 ziwei ganz beliebige Zunctionen von p bezeichnen. 
Die Gleichung für die Berührungsebene der Flaͤche, an irgend 
einem beliebigen Puncte, ift demnach 
w—pu—Pp-v=YPp. 
Um die Gleichung der Geraden zu finden, in welcher diefelbe die 
daͤche berührt, denke man ſich dieſe Gerade als die Grenze, 
10 
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welcher der Durchſchnitt zweier In benachbarten Puncten gelegs 
ter Berührungsebenen defto näher kommt, je mehr diefe Puncte 
fih dem Zufammenfallen nähern. Es muß demnach für diefen 
Durchſchnitt nicht allein die obige Gleichung gelten, fondern auch 
diejenige, welche man erhält, wenn man von ihr die Adlcitung 
nach p nimmt, u, v, w aber ungeändert läßt. Diefe ift 
utrpp-v+Yp=0. | 

Giebt man der Größe p irgend einen beliebigen Werth, fo er: 
hält man aus den beiden vorftehenden &feichungen eine der in 
der Flaͤche befindlichen Geraden. Eliminirt man aber p aus 
beiden, fo erhält man eine Gleichung zwiſchen den Eoordinaten 
u, v, w, welche den Drt aller. diefer Geraden, d. b. die vers 
fangte Fläche ausdruͤckt. 

Man fchreibe x, y, z ftatt u, v, w und « ftatt p, und 
betrachte in den Gleichungen für die Flaͤche, nämlich: 

z—-X—pa-y=ıya und + pa wa0, 

x und y als unabhängig veränderliche Größen, mithin z und a 
als Kunctionen derfelbn. Man nehme nun die partielle Ableis 
tung nach x, fo Fommt: 


dz , da 
File ou Ada dr FT 
oder weit x+ypa+-WVa=0; ma. 


Wird ferner die Abletung nach y genommen, fo echält man 
dz dz 

yg= 203 alfo ift v=p z). oder, nach den frühes 
ven Bezeichnungen q—=gp. Nimmt man von diefer Gleichung 
wieder die nen „. x und y, N fommt: 


| => —— 


33 5 





oder, fürzer bezeichnet, open (=9'p-s, mithin, durch 
Elimination von p'p: 

rt— 0, 
Die in den Bleichungen Z—- Xu» ya und 
x-+ypar+wYa=0 enthaltenen Zlächen genuͤgen, alfo fämmt: 
lich der oben gefundenen Gleichung rt—s? =0, oder haben 
das Kruͤmmungsmaaß Null. 


80. Man ftelle fi) im Raume ein beliebiges geradlinigtes, 
aber nicht in einer Ebene enthaltenes Polygon ABCDE vor 
(Fig. 18.) Werden die Seiten über die Spiten hinaus vers 


fängert, und durch je zwei auf einander folgende Seiten Ebenen 


gelegt, fo entfteht ein Polyeder, deſſen Srenzflächen in der Figur 
dur GBH, HCK, KDE dargeftellt werden. Denft man fi 


nun die erfte diefer Grenzflächen, GBH, feft, und dreht den bes’ 


nachbarten Theil der Polyederfläche um die Kante BH, bis die 
nächfte Grenzflähe HCK in die Ebene der vorigen GBH fällt; 
dreht Hierauf den folgenden Theil der Polyederflaͤche um bie 
Kante DK, bis die Srenzfläche KDE wieder mit den beiden vos 
rigen in einer &bene fiegt, u. f. f.5 fo wird die ganze Polyeder: 
fläche in eine Ebene ausgebreitet oder abgemwidelt. Diefes 
gilt, wie Plein auch die Seiten des gegebenen Polygones ABCDE 
werden mögen, und befteht alfo auch noch, wenn das Polpgon 
in eine Curve uͤbergeht. Alsdann verwandeln fi ch die Verlaͤnge⸗ 
rungen der Seiten des Polygons in die Tangenten der Curve, 
und das ganze Polyeder in eine abwickelbare Flaͤche, von 
welcher die Grenzflächen des Polyeder berührende Ebenen wer⸗ 
den. Um die Gleichung diefer Fläche zu finden, feien y-h, 
z2=Fx die Gleichungen der Curve, fo find 
V— —— 
FE nr 
die Gleichungen ihrer Tangente, weiche ſich auch ſchreiben laſſen, 
wie folgt: 
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vw-uFfı=Fı—ıFk ' 
| v-ufs=hk—ıfx. 

Wird x aus diefen beiden Gleichungen eliminirt, fo erhält man 
die Gleichung der abwickelbaren Flaͤche, zwiſchen den Coor⸗ 
dinaten u, v, w. 

Man fchreibe wieder x, y,z ftatt u, v, w und ß ftatt x, 
fo fommt: 


q 


2—ıF'B =F3—SP'3. 

y-ıfp=fid-Pfß. 7 
Diefe Gleichungen find zwar von den im vorigen $. gefundenen, 
naͤmlich: z—ax—pa-y=ıya und xst-yga+yVa—0 | 
der Sorm nach venfchieden, drücken aber wefentlich nur diefelben 
Flächen aus. Nimmt man nämlich bie Ableitungen derfelben 
nad x und nach y, fo fommt 


pP-FP=G@-AF’P 5 1=@-PF'R-Z 


l 


dp, 


= (pp. En , i= = (x BJ B- I b; 
folglich durch Diviſion 


—FB_F'B _FBf'3—fBF"B Fb 
Di a ee 7 ea mr 


woraus, durch Elimination von B, nichts weiter folgt, als daß q 
eine Function von p if, wie vorhin. 


81. Man kann aber auch die Gleichung der abwickelbaren 
Flaͤchen fofort in der Geſtalt der in F. 79. erhaltenen Gleichun⸗ 
gen finden, wenn man von dee Berührungsebene derfelben aus: 
geht. Diefe Berührungsebene ift nämlich Feine andere, als die 
anfhließende Ebene der Eure y=fx, z=Fx, dem 
Tangenten die Fläche erzeugen. 


Die Gleichung für die anſchließende Ebene ergiebt ſich 
nach $. 70: 
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(Fx-f'x—fi-F' xXu—r)+Fr(v—m)—fılw—Fr)=0, 
Man fee Fx-f'i—fi-Fiı—=fixca, Frrf'ixpo, 

... —(Fxr-fx—fxF" x)x—FrfxHf ıFı=f’r.1o; 
und fchreibe x, y, z ftatt u, v, w, fo erhäft die Gleichung der 
anfchliegenden Ebene die Korm: 

ZT X— a yzmWa, 

in welcher 9x und Ya zwei Sunctionen von « find, deren Form, 
nah Beſchaffenheit der Gleichungen der Curve, y=fx, 2 Fr, 
verfchieden fein wird. Nimmt man von vorftehender Gleichung wies 


der die Ableitung blos nach «, fo erhält man die Gleichung für 
irgend eine Tangente der Eurve, nämlich 


ı+-ypa-Wa==0, 
| und durch Elimination von a die der Kläche, wie oben. 


Umgekehrt kann man auch, wenn die Gleichungen einer ab: 
wickelbaren Flaͤche 
2—0I- Pa. y=ya und xF-ypaWa=0 
gegeben find, die Gleichungen der Curve finden, durch deren 
Tangenten fle erzeugt wird. Denn die beiden vorftehenden Gfei- 
Hungen drücken, für irgend einen Werth von «, eine diefer Tan⸗ 
genten aus, und man erhält mithin die Coordinaten eined Pun⸗ 
ctes der verlangten Curve, wenn man den Durchfchnitt zweier 
auf einander folgenden Tangenten fucht, d. h. von. den beiden 
vorftehenden wieder die Ableitung nach » nimmt. Run ift aber 
die zweite fchon die Ableitung,der erften, nah a; alſo kommt 
nur noch die Ableitung der zweiten Hinzu, nämlich: 
| yp'’a+W'a—0. 

Wird aus diefen drei Gleichungen « eliminiet, fo erhält man 
zwei Öleichungen zwifchen x, y, z, welche die Eurve liefern, des 
ven Tangenten die abwicelbare Fläche erzeugen. 

Um noch eine andere Entftehungsweife der abwichelbaren Flächen ans 
zugeben, denfe man ſich auf einer beliebigen Flaͤche eine Curve befchrie: 


x 
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ben. Die Berührungsebene der Kläche, an einen Punct diefer 
Curve gelegt, Hat die Gleichung 

w—z=p(u—r)+g(v—y). 
In diefer Gleichung find, vermöge der Gleichungen der‘ Eurve, - 
y, 2, p, q fämmtlih Functionen von x; fie if alfo von der 
Form w—au—pav=Ya, wo a, ga, Ya Sunctionen von 
x find. Denft man ſich nun in fämmtlichen Buncten der Eurve 
die Berührungsebenen an die Zläche gelegt, fo bilden die Durch⸗ 
ſchnitte derfelben eine abwickelbare Kläche, deren Gleichung man 
erhält, wenn man von der vorftehenden die Ableitung nach x, 
oder nach «, nimmt, d. i. urvparwWa=0 feßt, und hier 
auf « eliminirt. 


82. ine cplindeifhe Fläche entfteht, wenn eine gerade 
Einie, einer gegebenen Geraden beftändig parallel bleibend, an eb 
ner Curve fortbewegt wird. — Die Gleichungen der Geraden 
fein y-—ax=a, z—bı=Pß; fo find a und b gegebene be 
fländige, @ und £ veränderlihe Größen. Nun feien x’, y', z’ 
die Eoordinaten eined Punctes, in welchem die Curve von "der 
Geraden getroffen wird, fo muß, indem y’ und 2" Zunctionen 
von x’ find, zugleich auch 

y—ar=o, —bi=35 

fein; mithin find « und B ebenfalls Kunctionen von x’ und alfo 
ß eine Sunction von a, P==gYa, Kolglicy muß auch 2—bı=ß 
eine Sunction von y—ax=a fein, alfo iſt 

z—bxı=gp(y—ax) 
die Gleichung einer beliebigen Eplinderfläche. — Nimmt man 
von derſelben die Ableitungen nach x.und y, fo fann man die 
Function 9 eliminiven; nämlich weil 
p—b=—gp(y-ax).a, g=p(y—ar); 
fo folgt: p—b-++aq=0, oder p-raq=b. 
Dies iſt eine partielle Differentialgleihung der erften Ordnung, 
welcher jede Bleihung genügen muß, die eine Colinderflaͤche dar: 
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fell. 4 Diefe Gleichung genügt auch des Bedingung 
ri-8 0, d. jr Eplinderflächen find ab wickelbar. (Man 
erinnere ſich, dag 9 ner, I= a Mm f.) Nimmt 
man nämlich von de Gleichung praq=b die Ableitungen 
nad x und y, fo fommt: 

rt+as=0, s+at=0, alfo rt=s?, mw. ;. b. w. 
Die geometrifche Bedeutung der Gleichung p-trag=b Äft 
feine andere, als daß jede Berährungsebene der Enlinderfläche 
einer geraden Pinie parallel tft, von welcher y==ax, z=bx die 
Gleichungen find. 


83. Wenn eine Gerade, indem 1 fe an eine Curve fich leh⸗ 
nend fortrücht, zugleich immer durch einen feften Punct geht, fo 
beſchreibt fie eine Kegelflaͤche. 

Es feien a, b, c die Eoordinaten des feften Punctes , und 
bie Öleichungen der Geraden: 

y—b=o(s—a), —— 
Setzt man für x, y, 2 Werthe, die zugleich der Curve angehoͤ⸗ 
ven; fo ergeben ſich « und ß als Functionen von x, weil y und 
z e8 find; alfo ift B=Ya, mithin 


z—c_,(y-\ 

— Pr ) 
die Gleichung aller Kegefflächen. — Nimmt man die Ableitun⸗ 
gen nach x, fo kommt: 





s—a)p— (ze) _ - sl). yb 
(x—a)? Kal a)?“ 
oder (1- )p - b)y’ (2 — 


und, wenn man die Ableitung nach y nimmt, IR — 


mithin it P&-a)+aty—b)=2-—c 
die partielle Differentialgleihung aller Kegelflächen. Sie bedeus 
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tet, daß ſaͤmmtliche Berührumgsebenen der Fläche durch den 
Punct (a,b, c) gehen. 

Alle Kegelflächen find abwickelbar. Denn nimmt man von 
vorftehender Gleichung die Ableitungen nach x und y, fo fommt: 
s(y—b)-Fr(x—a)==0, 
s(x—a)-Ht(y—b)=0; 

mithin s’=rt, mw. z. b. w. 

Anmerfung. In den vorftehenden Beifpielen der Cylin⸗ 
ders und Kegel⸗Flaͤchen wurde eine ganz willfürlihe Zunction 
von x und y, welche ſich in der urfpränglihen Gleichung befand, 


u nad Entwicelung der Ausdrüde für die partiellen Ableitungen 


von z, nah x und. y,. ellminirt, und man. fam dadurch auf 
Gleichungen zwifchen den partiellen erfien Ableitungen p und p 
von z, welche man partielle Differentialgleichungen der erſten 
Drdnung nennt: Dagegen enthält die Gleichung der abwickelba⸗ 
en Slächen nicht eine, fondern zwei willfürliche Functionen, und 
um dieſe zu eliminicen, mußte man bis auf die partiellen Ablei⸗ 
tungen der zweiten Ordnung von z, nad) x und y, zurückgehen, 
wodurch die Elimination der willfürlihen Zunctionen, in dies 
fem befonderen Zalle, gelang, und man eine partielle Diffe 
rentialgleichung zweiter Ordnung, ohne willfürliche Functionen, 
erhielt. Obige Beifpiele geben eine Vorftellung von der vielums 
faffenden geometrifchen Bedeutung, deren die partiellen Differen: 
tialgleichungen fähig find. 
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84. Lehrſatz. Zwei Functionen fx und px, welche dies 
- felbe Ableitung f'x haben, Pönnen nur um eine beftändige Größe 
von einander verfchieden fein. | 

- Denn man fee ix—gı=Fx, und nehme die Ableitung, 
fo fx-pos=Fx=0, für jeden Werth von x, weil 
fx=px; mithin ift ud Fiu+k)=Fx+kKFlx+-ek)=Fz, 
weil F'(x-+Ok) Null ift; d. h. die Function Fx ändert ihren Werth 
nit, wenn x den feinigen ändert, oder Fx ift ift eine von x 
unabhängige, mithin beftändige Größe; mw. 3. b. w. 

Folglich ift, wenn C eine beliebige Conſtante bedeutet, allemal 
k=o+C, 
ſobald, für jeden Werth von x, fx—=pr if. _ 

Eine Zunction x, deren Ableitung die gegebene Sunction - 
fx, oder deren Differential fxdx ift, heißt das Integral diefes 
Differential Coder auch die Stammgroͤße diefer Ableitung), 
und wird durch Vorſetzung des Buchftabens / bezeichnet, fo 
daß, wenn dız fx «dx, 

Uvs=/fxdı 
if. Die Operation des Integrirens, welche durch / angedeutet 
wird, ift aljo die umgekehrte des Diffeventiirens, indem fie durch 
diefe aufgehoben wird., Der Urfprung des Zeichens /, welches 
eine Summe andeuten foll, wird nachher angegeben werden. — 
- Wenn irgend eine Zunction Yx gefunden ift, welche die Ablei: 
tung fx hat, fo fiellt Yx-+C (C eine beliebige Conſtante) die 
Form vor, in welcher jede Function enthalten ik, Die fx zur Ab: 
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feitung hat. Diefe Form heißt das allgemeine ober auch das 
vollftändige Integral von fx; aus ihm kann man fo viele 
befondere Integrale erhalten, als man will, indem man der 
Eonftante beliebige Werthe beilegt. 

Ein conftanter Factor a der Ableitung Hat auf die Opera⸗ 
tion des Integrirens feinen Einfluß, und kann mithin außerhalb 
des Integral: Zeichens gefeßt werden, d. h. man hat 

Sakdı=affxde. _° 
Ferner iſt fkHPm)di—/frdıH/psdz, wie leicht einzufehen. 
In diefen Ausdrüden muß man ſich die willfürliche Eonftante 
als in der Bezeichnung des Integrals enthalten denken, wie auch 
zuweilen im Folgenden. 

Kennt man das Differential einer Function, fo hat man in 
der leßteren auch fofort das Integral jenes Differentiald; 5. B. 
da dx—=nsidx if, fo folgt 


| Sox-Idı=r+-C; oder au = irrC. 
Eben fo iſt 


/* "—lognats+C, Sed&k=e'+C, — 
Scosxdx=sinx+C, /sin ade — cosx-+-C, 
I dx z=tgı+C uf. m. 


cos x? 


Durch Differentiation überzeugt man ſich leicht von der Richtig: 
feit der vorftehenden Formeln. 


85. Wenn allgemein Sfxdix—=yx-4-C gefegt tft, fo kann 
man die Eonftante C einer beliebigen Bedingung untertverfen, 
die ſich in der Regel aus der Veſchaff enheit der Aufgabe von 
ſelbſt ergiebt. 

Vorausgeſetzt, daß die Function Ux von x=a bis zu irgend 
einem Werthe von x endlich und ftetig bleibt, fo kann man ver: 
fangen, daß das Integral für x=a veufchwinde, oder von 


N‘ 
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1a anfange. Damit dies der Fall fei, muß die Eonftante C | 
aus der Bedingung 

| C+Ya=0 
befiimmt werden, welche C=— ya giebt. Um auszudrücken, 
daß ein Integral von x==a anfangen foll, fügt man dem Zei⸗ 
chen S den Buchftaben a unten bei; und wenn man noch den 
Werth angeben will, welchen x nach vollendeter Integration ers 
Halten foll, fo fchreibt man auch diefen noch oben hinzu, und 
zwar in folgender Weife: 

| Skd=yr, — ya; 

d. h. das Integral SIxdx, fo genommen, daß es für x=a vers . 
fhwinde, und bi8 zu dem Werthe x, ausgedehnt, oder das In⸗ 
tegral /fxdx, genommen zwiſchen den Örenzen x=a und x=x,, 
wird durch /. Ixdx bezeichnet, und iſt gleich Px, — ya. 

Diefes Integral erhält einen beftimmten Werth, fobald die 
Grenzen a, und x, beftimmte Werthe erhalten, und wird dann 
ein beffimmtes Integral, oder ein Integralwerth genannt. 
Man hat z. B. 

ſx k=}x’+C; 
alfo it Ski, und (rd; u. dal. m. 


Es feien x,, Xı, X, drei Werthe von x, zwifchen denen ıbx be- 
ftändig endlich und ftetig bleibt, und nach dem Vorigen: 


J, kdı=yn — un, S ki=yn un) 
I: k=ug,—ux; 
fo folgt Si = S tx dx+ Sf dx. 
Wenn man alfo das Intervall der Grenzen, zwiſchen welchen 
ein Integral genommen werden foll, in beliebige Theile theilt, fo 


fann man das ganze Integral als die Summe der diefen Theis 
len entfprechenden Integralwerthe anfehen. - 








4158 ur 
Es war: S ixda=un, — x. 


‚Der Quotient hd m wird befanntlid, wenn, wie voraus: 
X, 


gefeßt ift, dx immer endlich und ftetig bleibt, defto genauer gleich 
der Ableitung von Yx, für x=—x,, je Meiner x,—x, if. Wenn 
folglich Xo, Xı, Xa,Xn beliebige auf einander folgende Werthe 
von x find, fo iſt 


* ſx dxæ LT 2 27 a TU SE ya ſx dx 


(x.- DE or +HX—X-ı) PER. (PURE AH SEE. m —— , 


und dieſe Summe naͤhert ſich der folgenden: 
KR der 


defto mehr, je kleiner die Differenzen nn —x., .—xı, u ſ. f. 
genommen werden, weil mit der Abnahme 5. B. von x,—x, 


der Quotient men jich der Ableitung von x, für x=L, 


d. bh. dem Berthe I "nähert. 


86. Umgekehrt läßt fich bemweifen, daß, wenn fx endlich 
und ftetig bleibt, Die Summe 


6 — 1) +) re + )f-ı 


ſich einer beftimmten endlichen Grenze nähert, wenn die Inter⸗ 
volle Xı—Xo, Kir, u. fe f., welche zwifchen den äußerften 
Werthen x, und x. liegen, immer Bleiner werden. — Es wird an: 
genommen, daß die Werthe Xo, Xi, XarıXn det Größe nad 
auf einander folgen, alfo die Differenzen x, —o, X —Xı, u. ſ. f. 
fammtlich gleihe Zeichen haben, die man fich, der Einfachheit 
wegen, pofitio denfen Fann. 

Unter einem Mittelmwerthe von fx foll ein Werth verfanden 
werden, welcher zwifchen dem größten und dem kleinſten der 
Werthe liegt, die fx in einem gegebenen Intervalle, z. B. von 
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xo bis x. erhält. Ein folder laͤßt fi Immer duch - 
f(x +&xa—20)) bezeichnen, wenn ® eine Zahl ift, die nicht 
außerhalb der Grenzen O und 1 liegt. — Der aufgeftellte Sat 
läßt fih nun folgendermaßen beweiſen: 

Die Summe S, liegt offenbar zmwifchen den beiden Pro: 
dueten, die man erhält, wenn man die Summe aller Differenzen 
KıXo, Ka Xu fe fi, d. i. Xi, mit dem größten, und 
wenn man fie mit dem Pleinften unter allen Werthen von fx,, 
Are, multiplicirt. Folglich iſt / gleich einem Producte 
aus einem Mittelwerthe von ix in z.—Xo, d. I. 


J . =(1—0o)Ji(x ten). 


Run theile man jedes der Intervalle von x, bis x,, x, bie x,! 
u. ſ. f. wieder in kleinere Intervalle, und bilde die Summen 


Ser Sa We ſ. fi, nach demfelben Geſetze, nad welchem Se ge 
bildet war fo erhält man wieder: 
Ss =(1—x,)fXo +8, (Xı—-X0)) 
S ER +9: a); u. ſ. f. 
Man ſetze ferner 
—— fr, +9... Wk tt, 
u. ſ. f.; ſo erhaͤtt man: 


————— * αιαα 
+ &n-ı (K—n-1): 
Die Summe der mit 8, &ı, u. ſ. f. multiplieirten Glieder iſt 


wieder gleich dem Producte aus der Summe der Intervalle, d. i. 
aus z.—x., In einen Mittelmerth e von &,, Er, *- &n—NY; mit: 


bin f - J. +, + .. rs u =, +10). 


Fe Peiner nun fammtliche Intervalle x,—Xo, Xı—Xı U. f. f. 
genommen werden, defto mehr nähern ſich E&,, &,,-- der Null, 
alfo defto genauer wird auch s==0, und 
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1 2 n a 

Ir, te+/_=, " 
Hiermit ift bewiefen, daß, wenn jedes der Intervalle x, —xo, 
Xa—X,,.- toieder in beliebige kleinere getheilt, und die Summe 
der Producte aus den SSntervallen in die entfprechenden Werthe 
von fx genommen wird, diefe Product: Summe der vorigen Ya 


defto näher fommt, je Eleiner die Intervalle x, —X,, Ka—Xı *- 
waren. Nun denfe man fich eine beliebige andere Eintheilung 
des Intervalles x.—xo, und bilde die ihr zufommende Products 
Summe, welche mit 2, bezeichnet werden mag, fo kann man 
eine dritte Eintheilung annehmen, welche fowohl von der erften, 
als von der zweiten @intheilung eine Untereintheilung ift; Die 
Product-Summen /,, 2, nähern fi) alddann beide der zu dies 
fer dritten Eintheilung gehörigen Product-Summe; alfo nähern fie 
fih einander; mw. 3. b. w. 


87. Das Integral JS, E dx iſt alſo gleich dem Werthe, 


welchem ſich die Summe naͤhert, indem die Differenzen 
Kı—Xo, XKaXı, fih der Null nähern. So lange fx endlich 
und ftetig bleibt, und wenn das Intervall xn—x, endlich ift, iſt 
diefee Werth ebenfalls ein beftimmter und endlicher, und zwar 
gleich dem Producte aus einem Mittelwerthe von fx in das In: 
tervall z.—x.;5 daher iſt auch das Integral 


Tan kk=(n u) He xu)). 


Wenn die Function k innerhalb der Grenzen x, und x, nicht 
überall endlih und ftetig ift, oder auch wenn das Intervall 
1.—x, unendlich groß ft; fo wird der Werth des Integrale 
S. X in manchen Fällen unendlich groß, in andern gänzlich 


sunbeftimmt, in noch anderen endlih und beftimmt. Kennt man 
einen allgemeinen Ausdruck ux des Integrals Sixdx, fo erhält 


“ 
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man den Integralwerth S. fxdx, fo lange Yr endlich und Re 
tig bleibt, allemal durch die Formel: 


[2 fxdx= x U X. 


Sobald hingegen für einen Werth a von x, zwiſchen x, und x,, 
Die Function Yx nicht zugleich endlich und ftetig ift, fo würde 
man häufig fehlerhafte Refultate aus dee Anwendung der vors 


ftehenden Kormel erhalten. Es werde 5. B. das Integral S- = 
von vy—=—ın bis x,=n verlangt, wo m und m pofitio find. 

⸗ d 1 
Man hat allgemein SZ =lgx; alfo YUx=log x, 
Yn)=log (n), K—m)=log (—ın); woraus 


dx in 

x ms) 

folgen würde; cin imaginaͤrer Werth, der offenbar falſch IR. — — 
In folhen Fällen muß man bei der Beitimmung der Conſtan⸗ 
ten denjenigen Werth a von x beachten, bei welchem die Unter: 
brechung der Stetigfeit der Kunction Ux Statt findet. Zu dem 
Ende ſuche man die Werthe der Integrale SIxdx von xx, 
bis x—=a—u, und von x=a+v bis x=x,; u und v bedeu⸗ 
ten zwei beliebig Pleine pofltive Größen, und es iſt angenom⸗ 
_ men, daß x, >x, ifl. Der Werth des Integrale I, fidx iſt 


alsdann derjenige, welchen die Summe 


S® N fxdx = yx, eva —R px) 
für u=0, v=0 erhält. 
dx Ä 
Um z. B. Aber den Werth von S- — zu entfcheiden, wels 


des Integral oben angefuͤhrt wurde, ſuche man, da fuͤr 
1220, log x=—co wird, die Summe 


11 
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mu,f® 0 
welche gleich J- " J: " 
log (-u) — log (-m)+-log (n)— log (v)= 
1 („)+10(7)=10s(m)+!s(r) 


iR. De für u==0, v==0, diefer Werth unbeſtimmt iR, fo iſt 
auch der des vorgelegten Integrales unbeftimmt. 


Man hat Sz =Condt.—-; 


Ä “A 1 1 4, 
alfo ift . wi, ,v u. 
ad 1 1 
folglich S. —eA— 1 _1 für u=0, v—0; mithin 


{ft diefes Integral unendlich groß (u, v, n, m ſind als poſitiv 
zu denken, wie vorhin). | 
Ein lehrreiches Beiſpiel iR noch folgendes: Man hat 


folglich 


dx 
darcig = 





S Es=ee Igx—arciga, 
ein Werth, der für jedes beliebige x und a gilt, weil Die Function 
arctgx (die Übrigens immer zwifchen 37 und — 475 zu neh⸗ 
men ift, 8. 21.) von x=—cw bis + ftetig bleibt. 


Differentiirt man aber den Ausdruck arc ig — — ‚ fo erhaͤlt 





man das Differential nt indem a herausfällt, wie man 
durch die Rechnung finden wird. Da nun arc ig — fuͤr 





xa Rull wird, fo koͤnnte man allgemein ſetzen: 


S: dx —aq 2 
„1.77 reis 5 
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Diefer Werth iſt aber nur fo lange richtig, und mit dem obigen 
arcigx— arctga übereinftimmend, als die Sunction 
j wer ftetig bleibt. Betrachtet man den ‚Gang dieſer 
Function naͤher, ſo wird man finden, bob, indem x von — " 


bis _.ı wächft, die Function von arc Tr bis +47 waͤchſt; 





arcig 


daß dieſelbe aber, fr e=— I, von dem Werte im zu 
dem Werthe — 45 plöglich übergeht, und hier auf, indem x von 
—* bis co waͤchſt, von — I2 bis arc eig waͤchſt. Nam⸗ 


lich won fie a=— u (u pofitio gedacht), fo wird 








a — —— 4 g — 0⸗ 
m urcig Pd in ui U für. uf; 


ft de x=— Ehe, v wieder pofitio gedacht, fo wird: 


1\,v , 
x—a -(I+3)+7 
rel an für v=0; 


da befamtlih arctę (0 2 n, arctg(- w)=—tr iſt. 
Wenn nun der Nenner 1ax zwiſchen den Grenzen der Inte⸗ 
geation nicht Null wird, fo iſt das obige Integral richtig. Für 
die erfie Grenze (a) des Integral ft er 1-ax=i-ra? 
poſitiv; affo iſt da® obige Integral rihtig, wenn 1-Hax für den 
Werth von x an der zweiten Grenze des Integrals, pofitio if. 


Wenn aber der Bruch * zwiſchen den Grenzen der Integra⸗ 


tion ſein Zeichen wechſelt, indem er durch das Unendliche geht, 
was geſchieht, wenn der Nenner 1ax durch Null aus dem 
Poſitiven in das Negative übergeht, fo giebt die obige Formel 
nicht mehr den richtigen Werth des Integrals. 


11 * 
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Indeſſen ift derfelbe immer in der Formel arctg— * 


enthalten, wenn man die Conſtante gehoͤrig befimmt. Man fin: 


— +-Const. 


det, wenn _. zwifchen a und x liegt, .. 


rx dx x— 
S. Tr * 
Das obere Zeichen gilt, wenn a negativ, das untere, wenn a 
pofitiv ift. 
Diefe Werthe vergeben ' ch, wenn man das Integral theilt, 


und von x=a bis x=—,, hierauf von ——ı bis xx 





berechnet; da aber die andere Form arcigx—arctga immer 
den richtigen Werth giebt, fo ift e8 nicht nöthig, dei diefem Bei⸗ 
fpiele länger zw verweilen. Bei der Beſtimmung der Conftanten 
der Integration, oder der Werthe von Integrale zwiſchen geges 
benen Grenzen, find die Bemerfungen diefes 8. zu beachten. 


Integration rationaler Zunctionen, und einiger an— 
derer, die ſich auf ſolche zurüdführen laffen. 


88. Jede rationale Function von x läßt fi ch vermittelſt 
der algebraiſchen Diviſion, in zwei Theile zerlegen, von denen der 
eine ein ganzes Polynom, der andere ein algebraifcher ächter 
Bruch iſt, d. 5. ein Quotient aus zwei Polynomen, deflen Nenner 
von höherem Grade ift, als der Zähler. Die Integration des 
ganzen Polynoms sr fort nah der Kormel 

N u‘ 
Se d= erg] — z. B. 
Maxꝰhx -c)dxaxꝰ bhxꝰ cx + Const. 
Dagegen bedarf es zur Integration Bei gebrochenen Theiles ei- 


ner Vorbereitung. Naͤmlich es fe = ein algebraifcher ächter 
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Bruch, deſſen Zähler und Nenner Feinen gemeinfamen Zactor 
haben; ſo muß vorausgefeßt werden, daß der Nenner x in 


reelle Factoren des erften und zweiten Grades zerlegt ſei; welche 


Zerlegung, wie die Algebra zu beweifen hat, immer möglich ift. 


Alsdann Fann man den Bruch * in eine Summe einfacher 


Bruͤche zerlegen, wie folgt: 


Es ſei erſtens x—=(ls—a)ux; x ein Polynom, welches durch 


x—a nicht mehr theilbar iſt; fo iſt der vorgelegte Bruch 
k _ f ah. ax—yYa_. 
a Man ie — =U —=V 
fo find U und V ganze Polynome, und man hat: 
‚k=UGa-a)+fa, Y=Vlr—a)+Ya; 
mithin, wenn A: eine noch unbeftimmte Zahl ‚anzeigt, 
k—Ayı=(U—AV)(x—a)-+fa—Aya. | 
Nun beftimme man A fo, daß fa—Awa=0 fe; fo wird fx — Ay 
duch s—a theilbar, oder 
= Ays--(UÜ—AVYXx—a) 
fein, within, wenn man durch 1 (x-a)vx biofbiet, 
kA U—AV 
. 5 Fr er? Tue 
Da px==(x-—a)ys, jo ift ps=ls—-a)ws-Hipx, mithin 
Va9'a; folglich Aa und man fann dem⸗ 
nach ſetzen: | 
&___ fa „2 4 Ä 
a ga-a-a)r x _ 
wo Q ein algebraifches Polynom: von niedrigerem Grade als 
Yx if. 
Es ſei —E—— yx nicht mehr durch x—a teilbar, 
und n gleich 2 oder größer ald 2.2 Man fee s—a=y, fo 
wird ga=plary), YR=Yaıy). PMary)=y" Katy). 


EN 


1. 


Entwickeit· man den Ausdruck we durch algebraiſche Dir 
viſion nach ſteigenden Potenzen von y, und ‚bezeichnet die n ers 
fren Glieder des Nuotienten mit U, fo erhaͤlt man 
Sv. + Qy” 
Vats) Var) 
Der Reſt muß durch y" theilbar ſein; dechalt it ec duch ar 
besrichuet,. Man: hat Demnach 


.“ A_Kary) _ U 0) 





A gar) vi (a-4+-y)' 
oder K_ — I _. 2, 2. - 


Da Gyr Vx 
U und O find ganze Polynome, und zwar iſt U von n—iten 
Grade. Wenn affo der Nenner px gleiche Factoren enthält, fo 


täß ſich der Beuch * nach vorſtehender Formel, mit Huͤlfe ei⸗ 
ner bloßen algebraiſchen Diviſion, zerlegen. 


89. Es ſei fernen Pe(s—opPß* ein in reelle 
. Zactoren nicht wmehe zerlegbarer Factor des zweiten Grades 
von 9x; und? gab. Yyr, x durch P nicht mehr 
theilbar. Dan fee UszA+-Bir—o), ſo kann man immer 
bie, beiden reellen Zahlen A und B. fo beftimmen, daß | 
hRh- ur 
duch P theilbar werde. Zr 
Denn man dividire das Dolgnom fx—Ugx dur P, es 
fei Q der Quotient, und: m-„n(x—o) ‚der Reft der Diviſion, 
(m und n fihd zwei reelle Zahlen, und unabhängig von x); fo in 
ſfx - V OP-Hm+4-n(i-o). m 
Man beftimme nun die Eoefficienten A und B fo, daß mit P=6 
zugkeich Kk—Uy—0 wird; d. 5. da P=(s-o)?+2?= 
gefegt, s—orpi giebt, (== V —A), fo, daß 
C) - AFBIFKAL) U 





L 
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ſei. Entwickelt man diefen Ausdruck, Inden man den Quotienten 
f(x -+-Bi) 
Yo Pi) 
auf die Korm M-+Ni bringt, in welcher M und N wel Zah⸗ 
len find, ſo erhält man 


ABi=M-Ni;. 
mithin A=M, B=7 3. 
Da nun fuͤr z=arßi, k—Uy0, P==0, fo folgt, daß auch 
m-poPi=0 


fein muß, und mithin h=0, n—0 if. Alfo iſt, wenn die 
Sorfficienten A und B auf die angegebene Weiſe beftimmt find, 
fx—Uyz duch P theilbar, und men bat, indem O, wie oben, 
den Quotienten der Diviſion bedeutet, 


— | Kk—-Uy=OP, U=A-FBixr-o); 
mithin, da P-yx=gx, 

k U, — 

ax pr x 4. 


90. Wenn der Nenner px einen unzerlegbaren Kactor des 
zweiten Grades P=(z—a)?-+B* auf einer höheren als der 
erften Potenz enthält; fd ſei px==Pr-yr, Vn durch P nicht 
theilbar. Alſsdann Fann man immer ein Polynom U vom- 
2Zn—1ten Grade finden, weiches fo befchaffen iſt, daß 

| k—Uwx 
durch Pr theilbar if. Nainlich jedes Polynom vom 20 —1 ten 
Grade läßt fich durch fortgefegte Divifion mit dem Polynome 
des zweiten Grades P auf folgende Korm beingen: 
VEAHBO-IHA (+Bı&-a)JP-HA,+B,G-a)JP°-+ 
+[A.+Ba-1(x—a)]P"". 

Um nun die 2n. Goeffcienten A,B, A, B, wf. f fo zu be 
ftimmen, daß Ix—Urx durch Ps theilbar werde, berechne man 
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wert A und B nach 3. fo, daß 
| fx — [A+B(x—o) ]yx 
duch P theilbar werde; der Quotient ſei Fa, fo ift 


SP ars [A HB) HASHB-DP-r JH. 


Beftimmt man fodann A, und B, wieder fo, daß 
Fx—[A,+B,(i—a)}ıpx 
durch P theilbar wird, fo fei F,x der Quotient diefer Divi⸗ 
ſion. Man erhält: 
fx—Uyx | | 
p3 =F,1ı—[A,+B,(x-a)-H+[A ‚+-B,(—a)]P ++] Us; 
alſo ft ſx — Vvx dur P? theilbar gemacht. Werden fer- 
ner A- und B, fo beftimmt, daß 
Fx—[A,+B,(x—-a)]ıpx 
duch P theilbar wird, fo wird fx—Uyx duch P?° theilbar. 
Auf diefe Weife fortfahrend, beftimmt man alle Eoeffictenten von 
U fo, daß F—Uyx durch Pr thellbar wird. Demnach er: 
hält man fk—Uvx=Q-Pr, und weil px Pr«wr, 





k U 0 
9x Pp pa * oder 
ix _ AtrBix-n) A,ı+Bıaa), u u) aan 
px PT, pa + 
FOR Q 
+97 + — . 5. 


Indem man die nämlichen Regeln auf den noch unzerlegten oͤch⸗ 
ten Bruch * anwendet, muß man dahin gelangen, den 
Bruch — in eine Summe von Bruͤchen zu zerlegen, des 
ven einzelne Glieder Feine andere Korm haben koͤnnen, ale 


B(x- 
Far: oder — (n eine poſ. ganze Zahl.) 
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Es ſei insbefondere der Nenner 


gx=(x—aXx—a,Xx—2,)(—2) 
‚ein Product aus lauter ungleichen Factoren des erfien Grades, 
fo folgt, daß der Bruch — in eine Summe von folgender 
Form zerlegbar ſein muß: 

ix — A Aı 00. Au 000 An 

Pi Kata — ar 
Man vereinige fammtliche Bruͤche auf der rerhten Seite, mit 
Ausnahme eines eimigen, in zine Summe, welche durch * be⸗ 
zeichnet werde, ſo daß ſei: | - 

nn f — A, , Q 
pr x—a  Ux 
md gx=lı—a,)wx. Aus der vorftehenden Gleichung folgt 
f=A,vx-+-Q(xi—3,), 

melche Gleichung für jeden Werth non x identifch beftehen muß, 
weil die Zerlegung, wie bewieſen, möglich it. Sr man nım 
x—a,, fo folgt 














fa —A, Wa,, - 


oder, weil Ya, pa u=7 = . 





Demnach echält man folgende Zerlegung des Bruches * ‚in 
dem ngenemnenen Falle: 
fa fa, fa, 
» tt 
9. Beifpiele 1. Es fd - 
= %2°-7x43, gr=(x-2Xx-1Xx43)=2?-7146, pxwr?-7. 


Man berechne die Werthe von fx und px für x—=2, xl, 
ı=—3, und führe diefelben in die Formel 6. des 5. 90. ein, 
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fo erhält man: | Br 
a— RAS _ — — „ud 1 +. —BW 
RR, dr) Ari rap) - 
2. | =" cd. PKEL "77x43 
i = EICH DEH-VD. 
13 51972 5-I9 2 


1x3) F@4+142 FACH 
3. rar dur ox—=(s—2)?(x? =D Man feße 
zu Zeiy, YA, ſo kotaht- — 


—EEEI —— 


woraus durch Diviſion: Er 
fO+y) _ 28 ı_(26-+8y )y°’ 
W2+-y) =1-iy4iy - IVAHY) 
folgt. - (BgL 5:88. Formel. 2) 

Alſo if 0% 
——— 41. 41048 
— — -+ at Fa uf 7) 

1 1 1 1 


Ze tat: u re 


4, k=%&:-3x. 9=[a+1)2][0-9°43]. G. $ 59.) 
fx _A+B&-+1) A+Ba—2), 
—GaHy+2 G@—-2)°43 ' | 
8 muß demnach &—[A-+-Ba-Hi)]ux=0 werden für 


Fr en 


Man: erhält 3 

—— va + Vb= 10/3 
5-7Y -2 Bu} 673.-20 

AyBV-2=7 * Ag Bei 


Auf Annie Weiſe, oder“ u durch Diviſion, ſindet man 











471 
—— = “mithin Be 
ai — _67-WKı-H) ji 4206-2) 
HIHI IHN) 8KaH1+2) 86-048) 
5. k=rirt. per), — Man feße: 
x’+4x+5=(i+2)?-H1=P, 

U=A+B(s+2) HA, HB X +DJP-HA,+B,GaHDP°; 
fo find die Eoefficienten in U aus dee Bedingung zu beſtimmen, 
daß fx-UGſ 
durch P® theilbar fei. Demnad iſt (8. 90.) zu fegen: 
ix—[A+BG-2)][x’-+2]=0 für = — Hi, woraus folgt: 
— 364 Am nm _A$. 
De Fler Te 7 ri 
Divkdirt man 

k_ [364 er = — 


ABi 


durch P, ſo kommt 3, Man mache ferner 
Fr-[A HB HNO fir Im 2pi, 


Ui __—AMi, 

fo kommt AH HT am 
| —_71 0-24 

— denn 


Hieraus findet man weiter F et, und, indem man 
F,x—[A ‚+B .(x-+2)][x?r2]=0 
— 22 20 
fegt für —21i, A,=7p) B=7p . 
Man findet endlich 


TE 
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woraus ſich folgende ‚Zerlegung ergieht: ö 
1. —:  36—Kx-+2) 22 
⏑ 


__ 21-20G+2) ,__ %1—20x 
44-41. 414x?-+4x+5) " 41-41-4122) 


92. Nah Zerlegung des Bruces ! * hat man nur noch 


Zunctionen von der Form: 
A und A+Bi—a)_ 
(a) [x—a)’+-b?p 
zu integriren. Iſt n=4, fo erhält man 
Zu 1 


= log nat (s—a); 


iſt aber n verfchieden von 1, fo ift 

de 4,1 

(x—a)" n—1 (x—a)"! " 
Um das “integral des zweiten Ausdruckes zu finden, betrachte 
man jeden feiner Theile befonders, nämlich _ 


A B(x—a) 
(Ga abe" 


Das Integral des legten diefer beiden Ausdrücke findet man am 
leichteſten. Man fee s—a=y, dx=dy, fo wird 


f (x—a)dı ” ydy _ ” ydy 
[aa +’ Jr 
Setzt man nun noch y’+b’=z, fo 2. — 4dz, und 


— Fe 
oder, wenn wpieder für z fein Werth (x—a)?-+b? gefett wird: 


f (x—a)dı Const. 4 4 
[a-a’?+b’ 23 [GH 
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Es bleibt alſo noch das Integral f zu fin⸗ 


den. Es ſei zuerſt n=1, fo if pr 


legte Integral. Segt man x—a=by, dı=bdy, fo kommt 
dx pa 1 
Ss =, Jun= perc tg y-+ Const.= 


5 arc tg (77) +Const. 


das vorge⸗ 


Allgemein if, wenn x—a=by, 


dx A dy . 
ScaHr A+y’): 
dy | 
Das Integral JE — laͤßt ſich durch eine Methode, von 


welcher auch bei anderen Gelegenheiten haͤufig Gebrauch gemacht 
wird, auf ein anderes von derſelben Form bringen, in welchem 
der Erponent n um eine Einheit niedriger iſt. Dieſe Methode 
iſt die der theilweifen Integration, und befteht in Kolgens 
dem: Es fein u und v zwei Kunctionen von x, fo ift 
d(uv)=udv + vdu; folglih ift, wenn man integrict, 
u-v=/udv-+/rdu, oder 
Judv=u-v— /vdu. \ 


Durch diefe Formel wird das Integral [udvw auf ein anderet / vdu 
zurücgeführt. In dem gegenwärtigen Falle läßt fich davon folgende 


Anwendung machen: Man fee v—y,u fo it dv=dy, 


— — 
ut +y? u 


und. u; ‚daher nach der obigen Formel: 
Jar Samt” Er wen 
Nun ift | 
y® 1+-y’—1 1 1 


ET 


k 
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mithin; 

I keen, dy 7 tr 20 — — 20 Ss ; 

d+y’7 Er (+5? Ay) ri? 
= — — 

woraue fer te fr 


folgt. Schreibt man n—1 flatt n, fo kommt: 


al _— _I__ > dy 
(2n = dry’) +29 (a5 
Dies ift die verlangte Reductionsformel. Setzt man darin 
n==2, fo fommt 


ge er Sar= 
(1-+y?)? ?4.-y? 3 1+ ĩ — 


+3 arc tg y4 Const. 











\ hy 
zar n3 findet man 
dy —_ı y 3-1 y 31 
AD a): +72 — +75 —X C. 
u. ſ. w 


Mit Huͤlfe der gefundenen Integrale kann man, nach vollbrach⸗ 
ter Zerlegung in einfache Brüche, jede rationale Function inte. 
geiren. Es werde noch bemerft, daß, wenn man die imaginä- 
." zen Factoren des erſten Grades zu Hälfe nimmt, auch die In⸗ 
dx 


tegrale von der Form —V oder einfacher 
fa * = fih als algebraifhe und Togarithmifche Functionen 
ergeben. Man hat nämlih, wenn n=1, 
1 1 1 
4-Fx° + (+ 5) ’ 


folglich SEE RE = rl 


oder, wenn man wie gewöhnlich integrirt: 
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. —— arc ig = (I). 


welcher Ausdruck von arcig x, durch imaginaͤre Logarithmen, 
zu merken iſt. 


93. Integrale, deren Ableitungen nicht rational ſind, laſſen 
ſich zuweilen durch Vertauſchung der veraͤnderlichen Groͤße mit 
einer anderen, auf Integrale rationaler Functionen zuruͤckfuͤhren. 
Dahin gehoͤrt das Integral /I(x, y) dx, wenn f(x,y) eine ra: 
tionale Function von x und y, y aber einen irrationalen Aus⸗ 
druck von folgender Korm bedeutet: 


_fa+k 
I= (ee) 
wo q eine ganze Zahl. 


Sept man nämlich —— ſo wird = 


folglich fenn man x und 3 rational duch y 'ausdrüden; wo⸗ 
durch man | | 
| d 
Say)d=/py‘ Fri dy 


- erhält, in welchem Ausdrucke 07.5 eine rationale Function 


von y if, die ſich nach den Regeln der vorigen $. integriren läßt. 
Man Fann diefen Sat noch etwas allgemeiner machen. Es 

, a--bx 
fei m-F-nx 
tionake Function von x und beliebigen Wurzeln von u; q, q, q’,« 
ganze Zahlen; fo fuche man das kleinſte gemeinfchaftliche Viel⸗ 
race der Zahlen q, g u f. fe; diefes fei p; alsdann fege man 





=u und X—f(x, 9 a, v7”, ..) eine cas 


uroy, fo find u, ur u. ſ. f. fämmtliche ganze Potenzen 
von y, und die vorgelegte Function geht in eine rationale Function 
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von x und y über; daher fih, nach) dem Vorigen, das Integral 
SxXdx auf ein anderes /Ydy bringen läßt, in welchem Y eine 
rationale Zunction von y iſt. 


94. Integrale, deren Ableitungen rationale Zunctionen von 
x und von der Quadratwurzel aus einem ganzen Polynome des 
zweiten Grades find, laſſen fich ebenfalls immer rational machen. 
Mau Fann diefen Satz auf den des vorigen $. zurückführen. 
Nämlich es fi u — Vſax2bx--60; fo zerlege man das Po: 
Ionom ax?-+-2bx-+c in zwei Sactoren des erften Grades 
ax-+ß und Yx-+S, fo daß 


u Vex+Porr =(ox-+ß) V * 








œx -8 
"wird. Vorausgeſetzt, daß dieſe beiden Factoren reell find, ſetze 
man y=Hh Xd, ſo geht die rationale Function von x 


ax-+-ß 
und u offenbar in eine rationale Function f(x,y) von x und y 
über; und das integral SIlx,y)dx läßt fich, nach dem vorigen 
$., in ein anderes von der Form /Yydy verwandeln, in wel⸗ 
dem gy eine rationale Function von y ift, die ſich nach den 
vorhergehenden Sägen integriven läßt. Diefe Methode ift auch 
antvendbar, wenn die beiden Kactoren von u? imaginär find; 
man kann indeffen zu der verlangten “Integration auf anderem 
Wege gelangen, ohne das Polynom u? in Kactoren zu zerlegen. 

Die rationale Kunction f(x,u) von x und u=V ar’+2bı-rc 
laͤßt fich immer auf folgende Form bringen: 

fx,‚u)=M-+Nu, 

wo M und N rationale Zunctionen von x find. Offenbar naͤm⸗ 


lich koͤnnen weder im Zähler noch im Nenner höhere Potenzen 
von u vorfommen, als die erfte, meil u? wieder eine rationale 


’ __ P-+Qu 
Kunctionen von x if. Run fa i(xy)=-—— —* P, d, R,T 


rationale Zunctionen von x; fo braucht man nur im Zaͤh⸗ 


» 
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fee und Nenner mit R—Tu zu multiplieiren, um im Nenner 
eine rationale Zunction von x zu erhalten, nämlich R?—T?u? 
Schafft man noch im Zähler das Quadrat von u weg, fo er⸗ 
giebt ſich die Form fx,u)—=M-+Nu, w. 3. b. w. 


Die Aufgabe kommt akſo immer auf Die Integration von 
einer Kunction der Form fx-u zurück, in welcher fx eine ratio: 
nale Function von x ut Statt . diefes Ausdruckes kann 
man auch FÜ —P freißen, weil px=f-h? wider 


rational iſt. 


95. Es ſei demnach das Integral S dx vorgelegt, wor: 


in u=Vas?-+2bx-+c, px eine rationale Zunction von x ift. 
Man nehme erftens an, daß a poſitiv fei, und feße axı+-b=az, 
ac—b?=a?’h, fo wird 


(ax+b)’-+Fac—b? 


u? =axr?’-+2bx-+c= = — a(z?-+-h) 
und? dx=dz; daher das integral folgende Form annimmt: 
tz: dz_, worin fz eine rationale Function von z ift. 
Vz’+h 
Nun febe man 


Ve +hev—ı, 
mithin zZ’-+-h=v’—2rz +2’, oder bev’—2rz Dif 
ferentiirt man dieſe Öfeichung, fo fommt (v—z)dv==vdz, 


nn , om 3 
oder ———, und weil v z=V z’+h, 
Y_ _d2__ 
—Vztrh 








2. LU 
Zugleih it 2=1—", p=1(” = ")=pr, eine rationale 


Sunction von v; alſo 
12 
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_fz-dr_ vvr . dy 
Veh. vw’ 
die verlangte rationale Form. 
Zweitens fei a negativ. Man ſchreibe —a flatt a, fo wird 
u?==c-+-2bx— ax? „_.ae+b! ur 
in welchen: $ormeln a wieder pofitiv if, Es ſei ferner 
ach+-b?=a”’b, ax—b=az, mithin u?==alh—z?) In die 
fer Formel muß h pofitiv fein, wenn nicht u beftändig imaginaͤr 
fein fol. Man fehreibe daher h? ftatt h. Das vorgelegte In⸗ 
"@Qı-dz_ -.dz 
Vhr—: 


cher 9 eine ratiomale Function von z ift. Fun fege man 
Vh?’—_2?=v(h-H2), 

do (h+z)vr?—=h—ı. ° Differentiirt man diefe Sleichung, 

fo fommt A-Fr2)dz+2vch-Fz)dv—0, | 

de __ 2 

v(h+z)  1%v?’ 

oder, weil vCh+z)=)/ h?—z? if, 





tegral fommt mithin auf die Zorm - zurüd, in wel: 


alfo 








de __ 2dv . 
Vh?’—z? — i+r? N 
u? 
Ferner ift =; folglich tied durch diefe Subſti⸗ 


tution, das vorgelegte Integral auf dasjenige einer rationalen 
Function zurückgeführt, wie verlangt wurde. 


Es fei z. B. das Yutegral l vn 


ſetze + Vx’+h, fo erhält man nah dem Vorigen, 
dv__ 





vorgelegt. Man 


= 3 mithin ift das Integral glei logv--Const., 


dx 
oder fr pls (+V x?-+b)-+ Const. 
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Iſt dagegen das Integral Se vorgelegt, fo muß 


_2dv " 


—* — = gefeßt werden; woraus ſich It 


ergiebt; mithin 





| h—x 
Vh_. t. — — — o 
SE cm Cons 2arcigv=Const.—2arctg * 


Berlangt ı man, daß dieſes Integral für x:=0 verſchwinde, fo 
erhält man, "weil für x=0 0 





arcig Vi =arctgi=in 


h— 
wird, Se= 3r—2 arctg I, 





h+x 
oder auch, wern man hx ftatt x ſchreibt: 


Si ‚min 2 arctg Ir 


Fruͤher war gefunden darcsin ey . mithin 








f n - 7 marc sinz, welches Integral gleichfalld von Null 
anfängt. 


Demnach muß arcsin=in—2arctgV 1X 











Apx’ 
oder arct V 
| arcig Ir, m —4arceinx _ 
fein. Wird arcsinx=u geſetzt, alfo x—=sinu, und 
ch 18 _ 
1— 
| fo folgt rk Zu). 


In der That iſt, wie bekanni, 
12 * 
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DEE ——— 
indem das poſitive Zeichen gewaͤhit werden muß, weil der Werth 
von u zwiſchen —ir und —45 liegt, alſo ar zu poſi itiv 
und kleiner als I iſt. 
Man kann uch das zweite der eben‘ behandelten Jutegrale 
als eine imaginaͤre Form des erſten anſehen. Schreibt man 
naͤmlich in der Formel 


Ss - „—log GHV hr) + Const. 





xi ftatt x, fo erhält man: 
Sn log(sis VRR) Con 
Soll dies Integral für x==® verfcehwinden, fo kommt 
a“ 12 xi+-WVh?—x?\ _ . x 
S. ang ylos (HF) =aresin h’ 


two h pofitiv zu nehmen ift. 





dx. 
96. Es werde noch das. Integral In 
| % Integ (+9V h’-+-x? 
verlangt. Man febe . 
| | Vr+rr—=u—r, 
fo fommt, nach dem Dbigen, 
ds _du ,. __u?+2au—h? 
Vor u und abi 3 
mithin 
dx -  2du — 2du 
— ha? ui-r2au—h?  (u-ra)?>—a?—h? 
_ 1 _ du du ] 
Va’+h? utra—V a®+-h? ura-+rV al-+-h? 4? 


und Das gefuchte Integral gleich 
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1 — ufra— V a?+h? 
Va?-+h? ufai+-Va?-Hh?f 


oder, wenn nau für u feinen Werth ix ſett, a 
+ ‚ 


1 dx — 
. — *— en 

“ 3 V ã 

en og — VER Font. } 

Va?-+h? xtar+-V har? + V h’-a? 
Schreibt man —x ftatt x, und — a ftatt a, alfo auch — dx 
ftatt dx, fo bleibt das integral finf3 unverändert, während fein 
Werth rechts eine andere Form erhält, noͤmlich: 


Ss dx J 
(a#x) Ye Dane 
110g VRR VEFHFHVH + Const. 
3 xt+a—V h’+x? — h’+a’ 
Addirt man diefe beiden Werthe, und nimmt das Product unter 
dem Logatithmenzeichen, fo fommtz .:. — 


TE . dx ı_ r, 
2— — * 
(a+-x)V h’-+x? 
4 1. ]rb+V hir’ h’-ra? V’h’+xt Const. 
VRaa . Yin? 
oder wenn man den. Nenner vativnal macht, und bemerkt, daß 
(x?) ch’)? 
i 14 d 
x 
. J———— — pre In 
Ss | 
ax—h?-+V/h’-ra?- Wh’+x? \ 
ra EEE EEE] nm a 
Schreibt man ferner in A. xi ſtatt x, ai fatt a d=Vd, 
alfo idx ftatt dx, fo kommt 


/ 
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dx 
Ss bix?2 
. 41. [-a-h4+YZ2.VR2 
log u un B. 
| Diefe Formel gilt, wenn Vh?--a? reell iſt. Hat aber diefer 
Ausdrucd einen imaginäven Werth, fo fchreibe man iV a’—h? 
ftatt Vh?—at; woraus folgt: 


dx _ 
| K (a+x)V ha? 
1 i —ar—h2riV a’ —h? - Vh!—x? 
| == Con 
Man fchreibe i?(ax-+h?) ſtatt —ar—h?, und dividire um: 


tee dem Logarithinenzeichen mit hi, fo Fommt 
k 


— — 
K GV;⏑— 
(ax hꝰ VRx 
on — log nn 4) [Con 
Nun werde, weil 
(ax+h?)’-y(a' —h?Xh’—r’)—=h’(r+a)’ iſt, 
Va?’—h?.Vh?—.x? ax-+h? 


TE — 
gefebt, ſo us das vorfichende Integral die Form 


: — x — Car Ha)= 


| alfo N 
\ 


dx 1 . ax-+-h? 
SE vemrul * 1 -+Const..c. 
In dieſer Formel ift hpofitio gu nehmen. 
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\ 


In der Formel A. ſchreibe man hi ftatt b, jo kommt: 


M *—— J. 
| (+x)Vx—h? 
3 V 32_h?%, _ 
V — log F in Veoh N l+ Const. D. 


Diefe Formel gilt, wenn #°--h? "pofitio if. Zt aber. ah? 
negativ, fo fchreibe men in der Formel C. ai, zi, *ui. hatt 4 
x; hz man erhält: 


dx 1 ,‚ Varrh 
a). — — — — zt. 
SER | Vh?_a: aresin| Su ROHR 
In diefee Formel Fann, in fo fern h pofitio gedacht wird, nur 
eines der beiden vorgefetsten Zeichen, und zwar für alle Säle nur 
das nämliche, gelten. Wird a—0 gefeßt, fommt: _ 


Sea -: ar can“ + Const. 


indem man leicht findet, daß hier für ein poſitives h, nur das 
negative Zeichen gilt. Daher gilt auch oben das negative dei 
eben; alfo ift, twenn — 


dx ax+h 
— er arosin Is Sen 


oder weil immer arcsin J ccosz iſt, 





Pe ax-+-h? 
Sr Fr are cas es —R E. 
Die vorſtehenden Formeln werden unbeſtimmt, ſobald h?—a®. 
In diefem Falle erhält man, nad) ‚den allgemeinen Regeln: 


Ss Va S Const.- — Fre 


x—a 


Jr =Cona +, Ver 
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Ueber die theilweife Integration, und einige andere 
Mittel zur Auffindung von Integralen. Beifpiele 
von $ntegralen logarithmifcher, egponentielfer 

, und trigonometrifcher Zunctionen. 


97. Die ſchon in 8. 92. erwähnte Methode der theilweiſen 
integration, führt auf Entwicklungen, durch welche man oft 
dahin gelangt, vorgelegte Integrale "allgemein auszudruͤcken, d. 9. 
durch die befannnten Efementarfunctionen darzuftellen; oder folche, 
welche ſich nicht auf dikfe Weiſe darftellen Iaffen, und die man 
deshalb transfcendente Functionen nennt, auf einfachere For⸗ 
men zurüczuführen. 

MWenn u und v ziel beliebige Sunctionen von x find, fo if 
allgemein ($. 92.) 

Judv=vu—/vdu. 
?q 
Dan fege Su, Tau’, u ſ. fi; fo erhält man hieraus 
Br | u Sudv—vu— fu'vdz. 1 
Nun fann man wieder die theilweife Integration auf die For⸗ 
mel fu vdx antenden, indem man /vdx an die Stelle von v, 
und u’ am die Stelle von u ſetzt. Dabei kann man ſich in dem 
Zeichen / vdx eine beliebige Eonftante enthalten denken. Man 
erhält - Vu vdx u /vdx -/ vdx)du 
oder, wenn man zur Abkürzung Svdı=vi, hierauf 
Sudhk=j/fvd’=v, u. ſ. f. ſetzt, 
Suvd=uv, —/v,u’dx. 
SWv,k=u'v,—/v,u”dx. 2, 
u. ſ. f. 
| S ur, k=um— f v„urtidx, 
Die Addition der Formeln 1. und 2., mit abwechſelnden Zei⸗ 
chen, giebt 
Judv=u-v—u'’v,Fu'v; uf ustHiy.ds, 3. 
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too u" die nte Ableitung ne - von u, va das nte Integral 
Javdı® von v bedeutet. W EEE 
Wenn man in Diefer Formel bei jeder Integration eine 
willkuͤrliche Conſtante hinzufuͤgt, ſo möffen, ſich alle diefe Con⸗ 
fangen. in eine einzige vereinigen laſſen, weil das Integral nur 
eine folche enthalten kann. Es laͤßt fich auch leicht durch die 
Rechnung nachweifen, daß dies wirklich geſchieht. Man fee z. B. 
Syık=v,-rC;' Serd vet, ne 
ſo geht / udv—ur—u. Svdx-+u'/,vydx’—fu"ds/„vdx? 
über in fi udr=uru'v Hu’v,—/u”"v.dı 
. | —Cu’4-Cu’s--Cfu"sdz ' | 
- J tt +C '_C, fu"ax im 
Die Ausdrüde u’—/u''ds, u Fu’r—/u”sdx- find aber ent 
weder Null oder, wenn man will, beliebige Eonftanten; daher 
giebt - det game von den -;himugefügten -Eonftanten abhängige 
Theil des Integral nur eine Eonftante. 
| Bad Ka 
a7 ! 


(x—a)? 
n=fhd=37-, u. J e, fo kommt, wenn man n noch a 


Es fi v=ı—a;. man ſetze vi * vi EZ 
3! 
ftatt u ſchreibt, aus 3, 


Sail Dee 


„er ei) —— dx. 


Wenn diefes Integral für x==a verſchwinden foll, fo fee man 
/&dx=yx, mithin fk=Ws; man erhält 


B-va=-a ynaye 
Ra WnE pers, 
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oder 
—————————— y —E W"x 4260 
8* 2 wı— uf (a--x)" ya+llz) dr. 


Es werde a=ık ae, fo fommt, indem man zugleich Die 
Grenzen bes zuletzt ſtehenden Integrals umkehrt: 


Var ud ten 
k" 





ur a—x)" yetHix. dx, 


Nach vollendeter —— muß in dem legten Gliede 
“ ams+k gefegt werden. Set man x-+k=z, fo erhäft man 


mer a ll goone.. 


—E * l/h 21 fi α).. a 
Man ſieht, daß dieſer — nichts anderes if als die Zap: 


lorſche Reihe, deren Reſt ſich hier durch ein zwiſchen beftimm: 
ten Grenzen zu nehmendes Integral ausgedrüct findet.. 


98. Wendet man die theilweife Integration auf das Inte⸗ 
gral YSx=-!dxla4-bx”)P an, wo m und nm zwei ganze 
Zahlen, p eine beliebige gebroghene Zahl, fa kann man verſchie⸗ 
dene Reductionen defjelben erhalten. 3. B. fege man 

x"-Idg(a-+-hx"P dv, xa__ u, 


fo iſt Veopgperbineet 


5 — x (a -+br")p+1 
S x dx(a+-br’ft = hp) , 


Mn nn n 
Sb) —— fi "datarbx yet, 


Run ift aber 
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zen (aupbr")P +1 = ax" (apbr®)P-4-br® I (a-gbr")P; 
daher erhält man | 
nen DD. . 
(1+ Tre 1) untk ——— 
xmrlabrr)P rt (m—n)a — 
oder 
Js""!dx(a+-br’)P = | 
ai (a bro)pH (m—n)af xeIdx(anphrn)P 
b(m-+-np) 
Sind 3. B. m und n pofitie, und m>>n, fo wird der Exponent m 
auf m—n, denn auf m—2n, u. ſ. f. gebracht, bis alle in m ent⸗ 
haltenen Vielfachen von n weggeſchafft find. Iſt m ein genaues 
Vielfaches von n, fo erhält man ein algebraifches “Integral, wie 
auch noch in einigen anderen Fällen, die hier aufzmählen zu . 
weitlaͤufig wäre. _ 
Die vorftehende Formel auf das Integral Sm 
vi1—? 
angewendet giebt: 
x=dx di —— = 2 dx 
vi vi 
Iſt m negativ, fo folgt aus diefer oem, duch Verſetzung der 
Glieder, wenn man noch —m ſtatt m ſchreibt: 
dx __ Vi—x? + m_ dx- , 
zer? (mit mHrld) air? 
. Daher z. 8. 


2 — 
Saas Vi—x’-+4 aresinx->Const. 
x? ' 


Sa= — 4545) Vize. 4 Const. 


m 


1 


a — — — — — — 


* 
SZ VI 


— VIA, Const. 


- 


Svae —— Hl + Conet.; 


wobei zu bemerfen, daß: 

| dx > de ___ vie 4 

SE tg” x +6 
ift. Dies ergiebt fi ch, wenn in der Formel R. * 96. a0, 
h=1 geſetzt wird. 


99. Es werde noch das gutegrel Acein x)’ (cos x)"dxs 
betrachtet, in welchem m und un zwei beliebige ganze Zahlen find. 


‚Segt man " eoss—y, inn=-Vi—y?, am EN 
| io werwandelt ſich das vorgelegte Intogral in 


Vi—y 


= 


a-y) ? yoay, 


"welches ſich nach F. 95., wenn. n—1 ungerade ift, auf das integral 


einer rationalen Zunction bringen läßt. Durch theilmeife Integra⸗ 
tion Fann man aber auch das vorgelegte integral fofork finden. 

Man ſetzz  cosx"-.dx=cosı"!. deinz, ſo fommt 
durch theilweiſe Integration 


fsin x" + cos sudı—/ cos x"-!+ sin * im 

‚ | 
cos sinx"t! 5 sin cos x=+? dx.' 
E * 


Da aber sinsut? cosx"? =sinx" cos x 2 —sin PL cosx" Fa 
fo erhält man 


, . 4 . . . , U 
[sinx® cos xvdx —— cosx"1sint"t! 
u 


1 





* +1 1 rsinz cos xu-2 de 1 —1 sin x” cos x dx, 


oder wenn man die Glieder gehoͤrig Aufammenfelt: 
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sin cos —R— 


1 
Fr ee Ssinx" cosxw-2dx. A. 
Diefe Formel dient, um den Erponenten m don cosx auf m—2, 
oder auch, wenn m negativ if, ,m—2 auf m zu bringen. Man 
kann auch) eine gndere erhalten, in welcher der Exponent m uns 
verändert bleibt, dagegen n auf n—2 gebracht wird. Man fin 
det, durch Anwendung dee nämlichen Methode, wie vorhin: 


[ sinx® cos xdı= 





sinx”-!cos gu-+1 n—1 | , 
— — + Jsin ERS cos xedx. B. 
m mn 


Die Formeln A. und B. geben koine Reduction, wenn mm=0: 
if. Alsdann hat man eimes:.der beiden Integrale S (ig x)°dx- 
und JSCcotg x)’dr zu fügen. Setzt man, igı=z, 





dx dz > Prrdz , 
— Km ſo kommt Sig de 142° 
—dz ü 
Setzt man cotgı=ı, = — Ir’ fo fommt 
zZ ndz za zn? 


Korg xP’dı=— Im Da 4m= zu — 
ſo erhaͤlt man: 
JS; ad _ 4 om (ad, 
+2? n—1 #J 1-+7? 
Alfo 3. 2. Ste’ k=tigı-ı+ Const. 
Man hat noch: | 
Stgo9k= = f —— jdcosx = — log cos x-+ Const. 





COS X COs x 
/ (cotgx)dx=log sin x + Const. 
Man bemerfe noch die folgenden Integrale, auf welche man durch 
die Kormeln A. und B. geführt wird: | 
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dx - Pr F=— dcosx _ 
sinx e) sin Ji—cosı? 
1—cosx _ fi 
3 ot light. 


Setzt man in diefem Integral Irr-+x ftatt x, fo fommt . 


Ss logtg (In-+4x)-+-C. 
Jsinx cosx dx—4/sin?xdx= —1cos2x+-C. 


dx d2x . 
Sa cos x 3, log ig x-+- Const. 


Um die Integrale Ssinx=dx, Scossmdx zu finden, kann man 
ſich auch des Entwickelungen von cosx", sinx” bedienen, welche 
in 8. 24. gegeben find. Nach denfelben hat man 3. ©. 
coss'—=1cos4x-+100s2s4-3, sinx* =} cosdx—4c0s2x-+-3; 
folglid Scosx*dı= 77 sin AN} ein 2x4 5x + Const, 
Ssins'd= + sindx«— ısindx-+3ı-+ Const. 








100. Duch das Mittel der theilmeifen Integration findet 
man 3. B. SClogs)dx==xlogx—x; allgemeiner: 
Sog s)’dı=x(logxy"—n (log — 


| dx 
und To Ne 


oder, wenn man die Glieder verfeßt, und n--1 mit n vertaufcht: 
JS: ik 1 fr duo A x 
(log Sn 1 (bg: j 
Alſo 3. ©. 
[logs)’de—x(logx)’— Klogx4-2-4Const. 
Hl, = fing: — 
Das Integral 








dx 
log x 





49. 
welche man den gIntegral⸗ Logarithmus nennt, und von, ? ‚deren 
Theorie hier nur Folgendes erwähnt werden Fann: 

Es fei x’ ein beliebiger pofitiver Achter Bruch, ſo if klar, 
daß die Function 5* für alle Werthe von x zwiſchen O und 
x endlich und ſtetig bleibt; daher das Integral Se 
einen endlichen Werth haben muß. Um diefen au finden, fege 
man logx=—u, fo wird =, und u=o _ fir 
x—=0;. alfo | 


» dx _ du \ 
o ex .J „ure® 
wo W=—logx eine pofitive Zahl ff. 
er 141, u u 
Man hat wmumtamart” 
PR du u? u* 
mithin — Const. +logu—u+ 2, Fig 31 373 +74 .. 


Die vorftehende immer omegiree Reihe 

_ a’ 
werde mit fu bezeichnet. Dat das Integral für u=co Nuff 
werden foll, fo muß Const.-+f(3)=0, alfo Const.—— f(}) 
fein; und «8 kommt darauf an, diefen Werth zu finden. 8 


fei a eine beliebig große pofitive Zahl, fo ift S. U late, 





und, wenn man die Ableitung nimmt, fu= 1 


u-· euꝰ 


Man ſetze 


u) 
bad a>1, u>a, if Qu>fu. Folglich wachfen die Suns 
etionen fu —fa und Yu beide zugleich ftetig von Rull an, indem 
u von a bis in das Unendlihe wählt; ſu — ſa aber langfamer 


gu=l (et), fo ift um; daher ‚offenbar, fo: 





192 


\ 
als Yu, weil fu<g'u ift; und da yH)= , fo muß, 
fie far 


fein. "Berechnet man demnach den Werth der. Reihe fa für eine 
hinreichend große Zahl a, und ſetzt (6)2 fa 8, fo iſt damit 
auch dern Werth von () bis auf einen Fehler e gefunden, wel⸗ 


cher’ poſitiv und Pleiner als ift. Nimmt man z.B. a=10, 


fo <a, di 0000001; mithin findet mon 


durch diefe Rechnung (melde Brandes in feinem Lehrbuche der 
höheren Geometrie, Ih. 2. &. 69, ausführt) den Werth von 
f(3) bis auf 5 Decimalftellen genau. Auf anderen Wegen, bat 
man die EConftante des: vorgelegten Integrals genauer gefunden 
= C=—f(4)=0,5772156649 -+- 
Demnach erhaͤlt man 
u? u* 


SEC Hogan, 
oder wenn man u—=—logx ſetzt, vorausgefeßt, daß x zwiſchen 
0 uf 1 liegt, 
=C+bg(-lg+ log + + logw" 
rn 3'3 
Will man eine Kormel finden, welche brauchbar ift, fobald x die 
Einheit überfteigt, fo fege man u=log x; man erhält, für 
ein pofitives u, 
dx 
logx 





erdu | 
= ik =bguta+ +37 te Const, oder 


dx log x log x)? 
Iogx —— zz Const. +loglogsiogx+" er +! 31,5 +” 





Verlangt man den Werth von J, az fobald ">, fo muß _ 
man das integral theilen. 


| 4198 
Es und w zwei beliebig: Feine poſttise 2 man ſetze 
| » dı 1-r dx’ 

ologx .« =/, logxt, HS ia wlogx 
C+lg (bg IN)+logiNM)+ 


na 
+loglgxr + — OR 





fo erhält man, * v0, wo, 0 


"dk —logli-v) u 
Tagalog Tg im) | 
. ‚!Y8 
\ | Hloglagx lege + ET y ©... 
Das. Verhäftniß —bell-v) 


J v. 
Tog (+) nähert fih dem Verhaͤltniſſe he) 


indem v und w fich der Nulf nähern, und wird, für v0, 
w=0, unbeitimmt, weil ztoffhen v und w feine Abhaͤn⸗ 
gigfeit. irgend einer Art beſteht. Folglich iſt auch das vorlies 
gende Integral, zwiſchen den Grenzen O und x’, fobald «’>4A, 


unbeftimmt. Das Integral . 7* hat alſo nur dann einen 


beſtimmten Werth, wenn ſich zwiſchen den (poſitiven) Grenzen 
x, Und x, der, Werth 1 nicht befindet. 

101. Der vorige $. liefert ein Beifpiel von dem Gebrauche 
der Reihen zur Darftellung der "Integrale. Hat man eine’ Zuns 
ction fx auf irgend eine Weiſe in eine Reihe entwickelt, welche 
für alle Werthe von x zmifchen x, und x, convergiet, fo erhäft 
man durch Integration der Reihe allemal auch das Integral 


f.: fx dx duch eine convergente Reihe ausgedruͤckt. Denn. es 


werde der Reſt der Reihe, nach Hinwegnahme der.n erſten Glie⸗ 
der, mit pux bezeichnet; fo muß, nach der Vorausſetzung, die 
Zunction Pax, für alle Werthe von x zwifchen x, und x,, mit 
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waſenden) ſich dee. Null naͤhern; woraus folgt, daß auch 
der Werth des Integrals JS. Puxdz Ach mit wachjendem n der 
X 

Nul nähert, weil er einem Mittelmerthe von -Pux, multiplicirt 
in das Intervall x,—x,; gleich iſt. Diefes Intervall muß aber 
endlich fein. 

Man fann auch die Reihe fuͤr fx noch mit einer Function 


Fx multipliciren, welche zwiſchen den Grenzen x, und x, ends 
lich und ftetig bleibt, fo erhält man dadurch eine ebenfalld con- 


vergirende Reihe für das Integral S. fi -Fx «ds. 
2 





m hat z. B. 
1-3 4.3.5 
— 1,3 — x t x® su...” 
Vi—x? 1-+4x +5, 4 +3. 4.6" + y 
ithi x dx 
t ' — —— — 
mithin S. Vi—x? 


41:3 x 1.3.5 x’ | 
arc sin x —— 4° 5 5rITE 6 a u 


Um das Integral Sx(I—x)®dx in eine‘ Reihe zu entwickeln, 
für die Fälle, in weichen ein Ausdruck. deffelben in endlicher Form | 
nicht zu erhalten ift, fege man: 

(V—ı"=1—m,s+n,1?—m,2?’-p«“- 
mithin si ——=r—n stem rt? —m,X te 
fo ift | 

yı+i xa+? xa+-J3 

| SA jrdx==Const. 7 —m 








un 0008 


| re er 
Ein anderes Beifpiel liefert die Reihe 





n nd —C +1 xu+r2 xu+3 xa4t 
jand=Cont.+ tat nt 
welche man ſindet, wenn man die Reihe e 1x 4 


mit x" multiplicirt, und das Product integrirt. 


Anmerkung. Setzt man .x=log y, fe wi. \ 
[xee*dx —/ (log yPedy,ic ti ie \ 
woruͤber F. 100 ju vergleichen iſ. RR 


1 Es ſei Ix,a) eine Function den!'z, welrhe: zugleich 
eine unbeſtimmte Conſtante a ethaͤtt Kennt man’ das Jarrgea⸗ 


| Siena=ven- ad; Be Be \ 


fo täffen ſich aus bdemfelben andere Integrate ableiien, 4 Tübene 
man das vorftehende nach a differtntilet, waͤhrend x, und x 
unveräftdert bleiben. Offenbat namlich iſt, “weni a in” a ak 
übergeht: Fr 


el) un J 1; 


Y(x,,a-+k)—WY(x,,a) _ a 9 
ke — ñ k . a Yyı, el. 


daher für k=0, N 
. (a2 ko Ay) _ dıuxo,a). 
x da — a. 1, a — 1; 


Man hat 5.2. S el arcıgt. 


Nimmt man die Ableitung nach a, fo fommt: 
x — Padı __1_x_ 4 
ol’) oa adyı 2° 

PR dx 1 X ,._ X 
min | tere 


Alſo 3. B. für a1, 
NE dm is rtareigs, \ 
übereinftimmend mit $. 92. Auf, diefem Wege wurde man z. B. J 


JS: NIE aus den Formeln des 8. 96. für 
| x " s j 
3* 


arc —* 


[4 


San durch ferien nach a leicht finden. 


Zeener‘ kann man auch das Integral Si f(x,a)dx, als eine 


Function van a betrachtet, mit da multiplicieen, und nach a in: 
wegriren, Dabei geht ed aus dem Begriffe eines Integrals, als 
einee Summe, hervor, daß die Ordnung, in welcher die Integras 
tionen vorgenommen toerden, einerlei iſt; wenigſtens wenn die 
Function I(x,a) zwifchen den Grenzen der Integration in Hin⸗ 
ſicht auf x und auf a, überall endlich und ftetig bleibt. &g feien 
demnach, a und 6 bie ‚Grenzen der Integration in Bezug auf a, 


fo hat man - Sef, „nad [te f Konya. 
Diefer wichtige Sag läßt fich auch auf folgende Art beweifen: 
Man feße JF I(x,y Jdix==WXx,y), und een; 


fo ft S. I, de ua,y) —ua,y); 
daher a = 9 PR,y)dx, 


woraus folgt: 


Va Way) fir f yen%. 
mithin: 
S. a, fı; px,y)de=yR,y)—Yla,y)— Ya) Ka,c). 
Kerner ift 
AJAND=/Pyay)dy; Sreni=i@n-160; 


| S „Pa,y)dy = IK f(x,y)dx — JS. Kx,o) dx= 


xy) — Yla,y) — Ya) Ya,0); 





® 1 


a 


eine unendlich kleine Zimahme der Abfälle x; man siehe be pas 
calel mit BC; fo dtuͤckt das Product ydz sin die Fläche dei 
mundi ſchmaten Streifens GBbc aus; folglich iſt 


yasx sinamg? sin & SR "sina logs Const. | 


der Ausdruck der von der Hyperbel begrenzten Fläche. Soll 
diefelde non der Drdinäte FR des Scheitels K ‚Ihren Anfang 
nehmen, I iſt die entſprechende Abſeiſſe AF= a; mithin die 


giäce KFBC= a", sin &+log (2)- 


Fuͤr die Cheloide war (8.50) x=alp—sing)=AB, 
yzr&1-.cosp)—=BE ($ig 23.). Betrachtet man die Flaͤche 
ACB als eine Sunction von 9, und bezeichnet ſi ſie mit F, ſo 


dE _ dF_ di. dx, 
ie dx" 5*85 ri alfo, da’ y=al— cos p), 


2 
dh 


F=a”f er IR _ Zoos p]dp 





oder F=ABC=ard HF 
wo das Integral ſo genommen fr daß es für x=0, d. h. fuͤr 
0, verſchwindet, 

Fuͤr p Lr eehat man die ganze Fläche ber Cyeloide 
gleich Zatr., 

Um noch ein Beifpiel-von der Quadratur in Polarcoordina⸗ 
ten zu geben, ſei die Gleichung einer gewoͤhnlichen Spirale 
r=ap vorgelegt. Man erhaͤtt daraus den Flaͤchenraum, wel: 
chen der Leitſtrahl r während feiner Drehung t von um bis 
= überftreiht, gleich 


Sram [Pareo 
alfo z. B., für a=0, den Foͤchenraum Hatpi==ir’p. - 
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IT yı. “i 
Anmenvungen ber Integral gechnung auf 
Die Geometrie. | 


rs Quudratur vnd Rectifteatton‘ der Euroen 


103. Es fei Gig. 18) CEE’ ein Bogen einer Eurve, 
AD die Are dx, AB=a, AD—=x, Ordinate BCAſa, 
DEsris;o.iß ‚der Gluchenraum RCDE offenber cine Function 
von x und a; oder, menn man fi) a unveränderlich denft, eine 
Zunction von x; alfo BCDE=yx. ?aßt man xum DD’=Arx 
machen, fo fann man ‚Immer Ax fo Plein annehmen, daß die 
Ordinate fx-Swißchen x und: n-HAx beſandig waͤchſt oder be 
fländig abnimmt; daher fft die Größe des Flaͤchenraumes 
EDDE'=Avyx zwiſchen ben Grenzen | 

. ſ· Ax und Kx+Ar) ‚Ar 
folglich) auch dee Duotient Tr wilden fx und iix-+-Ax) ent; 
halten. "Hieraus folgt, wenn die Differenz Ax im Verſchwinden 
Hdacht wird, wm; d. h. die Ordinate fx if die Ablei⸗ 
tung der den Flaͤchenraum ausdrüdenden Function Yi- Daher 


wird der Flächenraum CBDE durch das Integral S. fxdx an: 


gegeben, wenn die Abfeiffen an feinen Grenzen AB=a, 
AD=z, find. 

Um die Formel für den Flaͤchenraum in Polarcoordinaten 
zu entwickeln, ſei (Fig. 19.) AC—r der Leitſtrahl, . CAB; 
AB=rcosp=x, CB=rsng=y. Waͤchſt 9 m 492 
CAE, fo geht AC=r in AD=r+Ar über, und wenn von C 
das Loth CE auf AD gefällt wird, fo iſt Drieck CAE= 
ir?cosApsinAP. Bezeichnet man die Fläche AAC mit Up) 
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oder kuͤrzer mit ı, (indem man AA’ als einenibeiiebigen feßen, 
‚AG als einen beweglichen Leitſtrahl und mithin AAC ale eine 
Function von P anfieht), fo kann man wieder, nach’ der Mes 
thode der Grenzen, beweiſen, daß das Werhältnig von CAD== 
"Avp zu dem Dreiede CAE ſich deſto mehr: der Einheit naͤhert, 
je Feiner ar wird; mithin muß 

— lri.· cos Ay · | 


AP 
fein für Ap=0; tooraus folgt: Beir; 3 alſo ah frtdgn 


Dieſes Integral druͤckt zwiſchen den gehörigen Grenzen genom⸗ 
men, das von zwei’ Leitſtrahlen und dem zwifchen ihnen beſindli⸗ 
chen Bogen begränzte Flaͤchenſtuͤck (A AC) ud. 

: Aus den, Gleichungen x=Er cos 9, yr sin p, folge 
d—c0sg- dr ydg und dy=ein Biere; | 
und hieraus findet man 

—B—— a 


daher bie Fiache AAC auch durch das Integral — — 


ausgedruͤckt werden kann. 


Anmerk. Alle diefe Ausdruͤcke erhalten vermittelſt des un⸗ 
endlich Kleinen eine klare geometriſche Bedeutung, die zu merken 
ift. Stellt man ſich nämlich unter dx eine unendlich Pleine Zu- 
nahme der Abſeiſſe x wor; welche in Fig. 16. durch DD’ ange⸗ 
deutet fei, fo druͤckt das Product fx. dx das Rechted aus ED 
in DD’ aus, welches bis auf ein unendlich Kleines der zweiten 


Ordnung, der Figur EDD’E' gleich iſt. Das Integral / fx dx. 


druͤckt daher den Flaͤchenramm als eine Summe von m 
vielen: Elementar⸗Rechtecken aus. 

Eben ſo findet man, wenn man wide Drere⸗ CAD den 
Winkel bei: A (ig: 19.) unendlich les und gleich dp, zugleich 
CA=it, CBr4de ſetzt, und die Behme. DA ven Ads 


chenraum des gerpdfinigten Breiccs CAD= —— | 


\ 


' 


Soll der Bogen im Scheitel anfangen, fo ung für = Das 
Integral Null werden; alsdann echält man. Copet. 0, und 
den paraboliſchen Bogen vom Scheitel ar: 


— Vp+23-+V % p-+-2x 
mir yet V 2" 


xdx 


Bir die Ellipfe iR rbeet EOFRTIAN, woraus 





3 _h3. 8 ATA 
wenn > > =e gefetzt wird, sea V Er 
folgt, wovon das Yutegral eine teandfcendente Gumetion. iſt 
Bringt man die Gleichung der Ellipfe in die Form x=acosg, 
y=bsing, fo wird 

de* — sin p’+b cos p*)dp? 


oder —ay 1-e? cos p°+ dp. 


Schreibt man in 7 vorſtehenden Gleichungen —b? ſtatt b?, 
« daß u Wied, ſo erhält man das Differential 





‚ des, Bogend; der Opnerbel: 


N — dk —* rer, 


Kür die Cyvel oide war ir=ult cos), dy=esinpdp 


\ ($- 50. ) folglich 


ds? =dx?-+dy? —=2a?(1— cosp)dp? —A4a?sinip? ».dp?; 


oder. de=— 2asin Ipdp, s==const.-- 4a ws}P. 


Soll der Bogen im Scheitel G der Eycloide anfangen (ig. 23.), 
fo muß für =", s—0 werden, woraus Const.—0 und 
a—4a cos 4p. folgt. (In dem Ausdrucke für ds ift dad ne 
gative Zeichen gewählt, weil, unter der gemachten Boraudfes 
gung, der Bogen. GC abnimrüt, während 9 wäh) 

Mar hatte y=all—coosp)—?2a siniga zugleich 
s’=16a? cos 49°, folglich, durch Elimination von 9, 


® 
% 








wi 

eine uünendlich eine Zimahme der Abfeife x; man: siehe bc pas 

rallel mit BCy fo dtuͤckt das Product yazsina die Blöche dei 
unendilch ſchmalen Streifens GBbc aus; folglich iſt 


—VV — sin a ar ’sins logx- Const. | 
ı 


dee Ausdruck der von der Hyperbel begrenzten Flaͤche. Soll 
diefelbe von der. VHOrdinate FK des Scheitel K ‚Ihren Anfang 
nehmen, po. iſt die entfprechende Abſciſſe AF=a; mithin die 

Flaͤche —XRX sin ;arlog()- 


Fuͤr die Cheloide war (8. 50.) x=a(p—sing)=AB, 
yızsll--cosp)==BC (Fig 23.). Bemrachtet man: die’ Zläde 
ACB ale eine Function von @, und bezeichnet fie mit F, fo jſt 


dF __ dF dk. .üx er an . 
dx dp *75* alſo, da y=all 0 p), "und 


ds denen), — ifer- A 





F=a?/f ee un. —2c008p]dp 
oder —DED si 2p —2:in9); 


wo das Integral ſo genommen tr w es für 0, ». ‘5. fr 
PL, verſchwindet. 

Fuͤr g—ün hai man die ganze Släe ber Cyeloide 
sie Iatr.. 

:Um noch 'ein Beiſpiel von der QOuedratur in Polarebordina⸗ 
ten zu geben, fei die Gleichung einer gewoͤhnlichen Spirale 
r=ap vorgelegt. Man erhöft daraus den Flaͤchenraum; wel⸗ 
chen der Leitfteahl r während feiner Drehung ı don pe bis 
pp üßerftreicht, gleich | 


HS a9=}r at 
alfo 3. B., für a==0, den Aäcenrman. Jatp!z=ir’p. 


20R . | 

05. Es fer AB (Ge. 24) else Mihralkı condepex Mogen 
einst ;Emruc, und in. Deimfehons cine Schwr AB -zejeliinet. Man 
ziehe in A dir: Tangpsite und vrelängere: He: Be gum Durchfihnitte 
F mit. der Ordinate EB von B; ſo if der convere Bogen AB 
geößer als vie: Sehne AB und fleiher als die Simme der ein: 
ſchließenden Linien AF+BF. Man kann. dies entweder als 
Grundſatz annehinen, ‚ oder auch beweifen, wenn man die. Länge 
des Bo ens AB als die ‚Grenze, des ‚eingefchriehenen Polygons 
definict. "Nun ſei AC= * — LFAC=a, fo ift 
| 5283 und rm u AB =VRFFAR 


‚! 


red +Ar 1gaar a man. den. Rosen 


AB —* As, f fo liegt WE Bepätt m jroifchen 9F 
dy dy Ay Ri 
V:+&) 2) und 5 14209 u ie 


weil a, cos Vi 


if. Sur ein verſchwindendes Booantenent ds fallen diefe. bei: 


den drenlen ufammen, Indem, Ay_iy wird, und man erhaͤlt 


die Ableitung des Bogens —*— Ey. 


Statt deffen laßt ſich auch ſchreiben: —E 
was, in ‚Worten ausgedruͤckt, nichts Anderes heißt, als daß ein 
unendlich ‚Eleines Bogenelement ds als zuſammenfallend mit ſei⸗ 
ner Sehne Var’ıdy! angeſehen werden muß. 
Sind Poiareoordinaten gewaͤhlt, f ſo da SET cos ꝙ, 


y=rsin Pı fo ift 
dx=cospdr—r sin odg, dya=singdr +t cas pdg, 


mithin: :ds=—=Y dxüugcyP 22 Vir-’der. ei 








Bet Bogen si af Due Jute. — ty 
MVulen Ve 


ausgedräct. at 


Beifpiele Die vorgelegte Curve ſei ein Kreis; die Glei⸗ 
chung deſelben x 4 rt, fi —— älſo 
dx?(x?-+-y?) r?dı? 


dxꝰ dyꝰ lo To u \ 
„tray.= ya — adst, wer 
min wong mau das pofitive Zeirhen waͤhlt, Son un 
m. 3 rdx__ -rdx 9 rn 


u Zaun Vz unter hi u 
Hieraus folgt s=r.arcain E 4-Conet, und wenn der Bogen 
von xe0 anfangen foll, s=6:arcaind + " . 11 | 
Aus der Geeichung . der Parabel y’ —=2pr folgt 
ydy=pdr, mithin ds—dkx a Um dit fe Seen 


zu intögeien, fee man m VER ==z, fo wird x—= 4P_ 


—2 








pz.d 2.d 
dx —-— * 5, und *3. Durch: Zerlegung in 


einfache Arie findet man: 


{I 4 1 1° 
— —S — te =]; 
daher durch Integration | 


„ s=Comst. +: plog sr, dee de; 
oder, wenn: man frz feinen Bert. mx fetzt; . 
u = Conset. Hiplo = Verx-+) x, IV rE®. 
» Vorräı-V2x — Sn . 


Soll der Bogen im Scheitel anfangen, found: für x==0 das 
Integral Null werden; alödann erhält man Const. æs 0, und 
den patabolifchen Wiegen vom Scheitel an: 


Vp+% ar 2x + Ver? 
Pr —— 


gr die: Etipfeik J —— woraus, 


s=1p log — Vor2x—V% 








a?_—b? “ 3_p3 
wenn rr =e? geſetzt wirb, üs=di V= = 
folgt, wovon das Integral eine transfcendente Gumetion iſt. 
Bringt man die Gleichung der Ellipſe in die Form x=acosp, 
=bsinp, fo wiıd 
ds’—=(a’ sin p’+b? cos p?)dp? 


ode d=ay 1-e® cos 9° · dp. 


Schreibt man in den vorftehenden Gleichungen ——b? ſtatt b?, 
fo daß ei—- + wird, ſo erhält man das Differential 





des Bogens: der Opnerbel: 


— 2 e? A3r3_n8 
=) Si y: esta! 


tg? 


Für die Epcloide war dr—a(l — cos P)dp, dy=asinpdp 


- ($. 50.), folglich 


ds? =dı?-+-dy?=2a?(i— cosp)dp?=Aa*sın3p?+dp*; 


oder ds=— 2asingpdp, s=const.-+-4a0s}Pp. 


Eoll der Bogen im Scheitel G der Eycloide anfangen (ig. 33.), 
fo muß für =n, s==D werden, woraus Const.—=0 und 


 n==4a cos tp. folgt. (In dem Ausdrucke für ds ift das ne 


gative Zeichen gewählt, weil, unter der gemachten Vorausſe⸗ 
Kung, der Bogen. GC abnimmt, während 9 wächft) 

Mar hatte y=all—osp)—2asinipt; jugleid 
s?—16a? cos 19°, folglich, duch Elimination von 9, 


® 


— 


82 Bay ⸗162, ‚oder s’==Ba(2a—y); 2. ih das Quadrat 


des Bogend GC gleich dem Rechtecke aus dem vierfachen Ducchz 
mefler Sa des mwälzenden Kreifes in den Ooͤhenabſtond GK fe 
nes Endpunctes C vom Sache G. ñ 


In 8. 48. 9. bedeuteten b die Coordinaten des 
Keümmungsmittelpuncte®, r den: Rrümmmgehalbmeflet: einer 
ebenen Curve. Werden aus den Bleichungen 1.2: 4.5. der 


genannten $: die Größen “a, y-b, & Weliminirt ſo erhaͤlt 


man («—a)db=(y—b)da ‚(aus 2. und 5.);. folglich aus 4. 
(y—bXda?-+db?)—= —rdbdr. | 
a (—a)(da?4-db’)——-rda dr. 
Addirt man die Duadrate dieſer Gleichungen, ‚und fat 
Ga)’ +-(y—b)’=r’, » 

fo fommt da? 4 dhꝰ dr”. tn 
Das Bogenelement der Eurve der tirimmungemittelpineie oder 
der@&volute (Vaa⸗ Taſꝰ) ift demnach dem Differentiale dr des 
Kruͤmmungshalbmeſſers gleich, wie es auch ſein muß, da der 
Kruͤmmungshalbmeſſer der Evolvente bei der Abwirkelung der 


Evolute beſtaͤndig um die Länge des ahgewickelten Bogens 
zunimmt. 


Wenn die Gleichung einer Curve in einem endlichen, nicht 
transſcendenten Ausdrucke enthalten iſt, ſo kann man offenbar 
Auch ihren Kruͤmmungshalbmeſſer und die Coordinaten des 
Krümmungsmittelpuncte® immer genau ausdrüden; und da ‚das 
Differential des Kruͤmmungshalbmeſſers zugleich das Bogenele⸗ 
ment der Evolute ft, fo folgt, daß die @ooluten nicht transſcen⸗ 
denter Eurven rectificabel find. So war z. B. für die Evo⸗ 


Iute der Parabel die Gleichung SKa—p)’=27pb? gefunden 


($. 49.). Sept man a—p=z, by, 27p==Bm, ſe kommt 
ny’=x’, mithin 





"dl aa], 
dy=3. Vm' ds=V dx’+-dy? —=dı Vı + 


u (143 Ay 4 Conat. 


Ehen fo muß die Spcloide rectificabef fein, wie auch oben gefun⸗ 
den wurde, weil ihre Evolute wieder eine Cycloide iſt. 

Es werde hier noch bemerkt, wie man den. Ausdruck fir 
den Kruͤmmungshalbmeſſer r duͤrch Conſtruction, mit Huͤlfe des 
unendlich Kleinen, finden kann. Es fei (Fig. 35.) Ab ds ein 
Bogenelement, CAz=r der Krünimungshalämefier, fo kann man 
AB einem Kreisbogen vom Halbmeſſer r gleichfegen. Es ſei p 
der Winfel, melchen die Tangente in A mit der Are x bildet, 
alfo tg =, fo wird 9--dp die Neigung der Tangente 
in B gegen die Are x fein, und folglich dp=BDE Ver Wins 
kel, den die Tangenten in A und B mit einander bilden. Die: 
fee Winkel iſt aber dem Winfel am Mittelpuncte C gleich; alfo 
LC=dp, und Bogen ds=rdp. 


Run if w9=, .alfo 


— ———— 


mithin dsr · ¶ ) 
. . " . an 
oder Tm— 
d (4 
(E) 
wie feüher gefunden iſt. 


Den Ausdrucd für das Bogenelement einer: Curve dop⸗ 
pelter Kruͤmmung findet man, indem man wieder an die 
Stelle eines unendlich Fleinen Bogens die Sehne fept: 
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d— aus —,—,———— Kae Er Renee, 

P welchem Ausdeucke die Werihe der plferinläl Hay dy, dz. 
aus den Gleichungen der Eurve eingefeßt werben muͤffen/wo⸗ 
darch Derfelbe: auf ˖ das Diffeyentiat ner‘ Funckion von her ver⸗ 
aͤnderlichen Groͤße gebracht wird, welrhes ſodann integrirt wer⸗ 
den muß. Man erhaͤlt z. B. fuͤr die Schraubenlinq deren 
Gleichungen x=mcosp, yS=msiap, 2=DY. waren & 71.) 


= Varam!.dn, atſo an THE Cm: 
! . 39 wu j 


"Süadratur der ziachen, 


Pt 
107, Da ein unendlich Pfeiner Bogen einer Curve als zu: 
ſammenfallend mit ſeiner Sehne bettachtet werden muß, fo folgt, 
daß ein nad allen Richtungen unendlich Meines Element einer 
ftetig gekruͤmmten Zläche als. chen anzufehen iſt. Wird daſſelbe 
naͤmlich durch beliebige Ebenen geichhitten, fü fallen alle duvch 
dieſe Schnitte eutſtrhenden unendlich bleinen Bogen. mit : ihren 
Sehnen zuſammen. Die Schnitte des. Flaͤchenelamontes mic: bes 
Hiebigen Ebenen find mithin als gevaduntgt, und forslih * 
das ganze Flächenelement als eben zu betrachten. ' ' 
Berechnet man imter diefer Borausfegung dem Stähmraum 
des Elementes, und nimmt die Summe aller auf dieft Weiſe ber 
rechneten Elemente eines vorgelegten Stuͤckes der Zläche, re er⸗ 
hält man den gefammten Inhalt deffelben. 


Es feien die rechtwinküchen Coordinaten der Fläche als 
Functionen zweier veränderlichen Größen p und q ausgedruͤckt, 


alſo ap), VEHRPN, UP 

Gehen nun p,q in :p-+dp, grdgq über, fo erhäftt man, mit 

Weglaffung der Gtieder höherer Ordnungen . 1... | 
dx==adp-+a'dq ne 
‚dyz=bdp+bidg 
dz==cdp-+cdq oo u 
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Werden die Quadrate diefer Ausdruͤcke addirt, fo ergiebt ſich der 


Ausdruck für einen. unendlich Kleinen auf, der Släche gezeichneten 


Bogen ds, naͤmlich 

de? ein tt det = Ep dq-+Gdg® B 
wo —JJ Faa Hab rec) Ge=2'-+5?.re'? 
geſetzt iſt. 

Irgend ein Punct A der zlce ige 26.), deffen Coordi⸗ 
natenıx,. y, z find, kann old Durchfchnitt zweier in der Flaͤche 
liegenden Eurven betrachtet werden, von denen die eine entfieht, 
wenn p ſich ändert, während q ungeändert bleibt, die andere, 
wenn q ſich ändert, während p ungeändert bleibt. Es fei AB 


das Bogenelement der Curve, für welche q conftant bleibt, ſo 


wird die Laͤnge deſſelben durch WE-dp ausgedruͤckt, weil 
dq=0 iſt. Eben ſo fei AC das Element der Curve, fuͤr wel⸗ 


che dp==0, fo it V G-dq dee Ausdruck feiner Laͤnge. Man 


ziehe aus dem Puncte B, deſſen Eoordinaten xrk-adp,. y-IHkdp, 
2.+cdp find, eine Linie BD, für. welche wiederum nur q fich 


‚ändert, ‚während der Werth von p, der für .diefen Punct B 


p-+dp iſt, ungeändert bleibt, und aus C eine Linie CD, fir 
welche q-+-dq beftändig bleibt, während p ſich ändert. - 

Beide Linien treffen in dem Puncte D zufammen, für mel: 
chen fih p um dp, q um dq geändert hat. Um die Länge ‚von 
BD zu finden; darf man in dem Ausdeude für AC, d. i. 


VG. dq, nur p-+dp ftatt p fegen, wodurch man erhält 
BD- (vo+VE dp)dq, 


alfo, mit Weglaffung der Glieder zweiter und höherer Ordnun⸗ 


:gen, BD=VG-dg=AC. Auf ähnliche Weife, wenn man 


in E q-+-dq ftatt q feßt, findet man CD==V'E-dp=AB,. 
Man hat ferner noch 
AD? =Edp* -+2Fdpdg-+Gdg?. 
Run fei der Winkel CAB gleich w, fo erhält man 
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AD?’==AB?»+2AB«BD »e0s04-BD?, 
oder weil , AB=VE-dp, BD=VGrdg if, 

. AD?=Edp’+2V EG -cosw-dp-dg-+Gdg?. 
Vergleicht man diefen Ausdruck für AD? mit dem obigen, fo 
erhält man ſofort WEG-cosu==F, . 
woraus fich ergiebt — 

| sin um VEG-P . 

= VE 
Die Flaͤche des als eben zu betrachtenden Dierege ABCD ik | 
aber gleich AB-BD-sno; folgih Heid . .- u. 

5* .VEG—R 

.VGda- , 
alfo gleich V EG-—F?.dpdg. 
Dies if der allgemeine Ausdruck für ein Element einer ftetig ge⸗ 
Frümmten Zlähe. Integrirt man denfelben mit Rüdficht auf 
die Grenzen eines: vorgelegten. Slächenftädes, fo erhält man den 
Anhalt defjelben: gleich 
JV EG—F°. dp dq. ; 

108. Gewöhnlich iſt für die Fläche eine Gleichung zwiſchen 
rechtwinklichen Coordinaten x, y, z gegeben, Um in dieſem 
Falle ben Ausdruck des Flaͤchenelementes zu erhalten, muß man 
zwei der Coordinaten, z. B. x und y an die Stelle der Größen 


p und q fegeh, und die dritte = als Function derſ ahen betr 
ten. Demnad hat man, 


mithin (+ (de ey; | Da a ee er 


wi ea 


4 ſa 6 dy? 
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"Edi Wiıedy--Gdy?; 


alfo E=1+(4 £) r=(% =) 2). rl). 
f de? 
daher E6HPre1+ (2 + 


mithin als Ausdruck des Mächenelementes: 


Very aa. 


Werden ftatt der Eoordinaten x und y Bolarcoordinaten r und ꝙ 
in der Ebene xy zu Grunde gelegt, fo daß vermöge der Glei⸗ 
chung der Flaͤche z eine Sunetion von r und @ iſt, fo hat men: 


I=T0069, y=rsing, 1=Mp) 
Demnah iſt dx=cosp-dr—rsing-dep ' 
dy=sing. dr+Tc0s@:dp 


a=(F)dr +(& 15) 49; 


. _dz' dz 
mithin B=1+(7) , F ‚F=a%' G=r? + (2) 
und de —Edr?-+2Fdrdp-+-Gdp?; ; 
ferner das Zlächenelement gleich 


VID Tr 
ae Ver)’ +E) [aa 


Werden endlich Polarcoordinaten im Raume zur Beflimmung 
der Fläche gebraucht, ſo ift \ 
I=TC08% C08P, y=rcosy sing, 2=rsiny. 


Alsdann läßt fih, vermöge der Gleichung der Flaͤche, r Als eine 
gegebene Sunction don P und % anfehen. Man erhält 











. 


Br‘ 


a=(f 60 9-r3ing) cos ya | ” “ a 


r- 


+ onsy-rany) cos ꝙ FR 


dr. _ 
ay=( inp+rcosg) syap nn un ‘ 


+ (IEcos v-rsin 1y) sin say. 


=, an päg+ (Finyrreoey)an 


Durch Addition der Quadrate diefer drei Ausdruͤckt erhaͤt man 


das Bogenelement 
ds? —EdQ°4-2Fdg dy+ Gdws, 


wo —B— — I a 
Hieraus findet ſich ze 


EG-F’=r? | r?cosy: +)" cas p3 + ) b 
mithin der Ausdruck des Flächenelementes: 


rdyd % r? cos (75) cy+(5) ]- | c. | 


Die Formel b. läßt fih mit Vortheil bei Flaͤchen anwenden, die 
durch Umdrehung entſtanden ſind. Es ſel naͤmlich = die Umdre⸗ 
hungsare, weiche in Hinſicht auf die erzeugende Curve als Ab⸗ 


ſeciſſe betrachtet werden kann, deren zugehoͤrige Drdinate r ft. 


Stellt nun Kz,r)—0 die Gleichung der erzeugehden Curve vor, 
fo erhält man die Gleichung der umdrehungsflaͤche in rechtwink⸗ 
lichen Coordinaten, wenn man ſtatt r, —E ſchreibt, alſo 
f(2, VRzY)Z0. Behoͤlt man aber Poiarcoordinaten in der 
Ebene xy bei, d. h. ſetzt man, wie oben, 12 cos p, y=rsing, 
fo iſt fz,)—=0 auch als die Gleichung der Umdrehungsflaͤche 
zn betrachten, vermoͤge deren z unabhängig von 6, 'alfo kine 
14 * 
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bloße Function von T iſt. Man hat demnach m ber Formel b. 


— 0, u x 


nu Vi) 2) 


als den Ausdruck des Zlächenelemientes. Diefe Formel fann 


man bi an Derug auf P integriven, weil r und z, within 


auch = , unabhängig von @ find. Integrirt man von y—0 


bis 9=2n, ‘fo erhält man. den Ausdruck emes ringfoͤrmigen 
Elementes der Floͤche gleich 


Werra) i 4 —* 


Man bemerke noch, daß —— nichts. anderes iſt, als 


der Ausdruck des Bogenelementes ds) dr?-4dı? der er: 
zeugenden Curve; mithin kann man den Ausdruck des ringfoͤrmi⸗ 
gen Slächnelementes auch fcpreiben - Zrer+de; welches Differen: 
tial nachher in der vorgeſchriebenen Ausdehnung zu inte⸗ 
griren iſt. 


Anmerkung. Die in Vorſtehendem angegebenen Flaͤchen⸗ 
Differentiale muͤſſen zwiſchen Grenzen integrirt werden, die ſich 
aus den Bedingungen der Aufgabe ergeben. Es ſei das Inte⸗ 
gral i,y) dxady zu integriren nach y von y=Y.x bie 
ux, WO 9x und Qıx, zwei gegebene Functionen vonx 
find, und fodann nach x von x=x, bid x=x,; fo fann man 
entweder die angezeigten Integrationen unmittelbar vollziehen, 
oder auch, was oft vortheilhafter ift, folgendermaßen verfahren. 
Um die erfte Integration nach y zu vollziehen, ‚bei ivelcher x 


ale conſtant angeſehen wird, ſetze man 


— ——— 
fo wird, für y Soacx, u==0, und fuͤr y=9,5, u=1. Man 





317 
111. Druͤckt man em. Ellipfoid duch folgende Gleichun⸗ — 
gen aus: 
1a cos ꝙ cos , y==bsinpcos%, mein, 
fo kommt k=—asinpcosibdp—acospänydy 
dy= bcospcosywdp—bsin pain pdy.. . 
dꝛ „ ccosypdıb;. _- 





hieraus 
dx?» dy?-+dz? =Edp?--2Fdydy--Gdy?; 
in welchen. Kormeln:. - 
= (a? sin 9?-+b° cos „=. cos w?, 
F=(a?—b?)sinp cospsiny cos, . 
G=(a? cosy?-+b? sin9°) sin wiretcany"; 
woraus folgt 'EG—-F’= 
[(a?sinp*+b?cos P*Xa?cos gr4btsind"(arch?)Paing case] 
.X.(sin yp*. cos ıy?) 
+(a? sinp®-+b? cos 92)eꝰ cos y“ 
—[a?b? sinw?--(a?c? sinp?--b?c? cos #"%osy’]e cos w?; 
oder EG—-FP’= — 
abe. cos V jr cos w? syi mr’ cos y* +7: 


c 
mithin ald Ausdruck für ein Flächenelement des Ellipſoides: 
| cosp*cosWw?  sinp?cosy: siny 
abercosyayay/ [E27 208° ++ | eo 
Es fei a=b, oder das Ellipfoid ein durch Umdrehung um die 
Are c entftandenes (ein Sphäreid), fo erhält man 


aac-dy-dw«c0sW V wer mr 


für das Zlächenelement des Sphäroided. Seht man sin 
fo wird das Differential 





F14 


Integrationen auf das ſeichtente aiufähren, ſetze an 


y=V a’_ı® u, dy—=Varı. du, 
er Pelar-ad), 
ſe at das —— Integral über in 


1 Sr vo 

fix af, vw So =jahn; 
welches doppelt genommen, die verlangte Hälfte einer Rugelzone 
sieht aahr. - Zft Aa, fo erhälliman a? als die Dberfläde 
des vierten. Meilts der Kugel: nt 
Aus ben allgemeinen Formeln erhält man noch mehrere an- 

. dere Ausdruͤcke fuͤr das Element der Kugelfläche, 3.8. be 

Ausdruck fuͤr das Element einer runden Slaͤche sieht, da kuͤr Die 
Kugel Beulen: J ‚ mithin ara if, für das Ele⸗ 
ardräg_ " " _ardrdo 


‚ment dieſer zug⸗ zn, Ober, wenn man zuerſt 


| in Hinſicht auf @ von 0 bie ar 5 ee eine unendlich 
ſchmale Bon zwiſchen ‚zwei auf ber Are x fenfrechten Ebenen: 


2az - — Integriri man den Auedruc von r=0 bis 


r=r, fo fommt Yazla—V/ a’—r?), die Dberfläche des durch 
den Paralielkreig, in der Entfernung Va?—ı? vom Mittel 
punete, abgefchnittenen Kugelfegmentes. 

Eine andere Form für das Differential der Kugelfläche er: 
hält man, wenn man Polarcoordinaten zu Grunde legt. Da 


ra die Gleichung der Kugel iſt, fo if (& —X (= { 5) 


mithin geht der Ausdruck c. des Glächenefementet fer die Rus 
gel über. In: 

- a? cos ydıwdg, j 

welcher ein unendlich kleines ſphaͤriſches Viereck ergiebt, deſſen 

Seiten ady und acos do find, von denen die erfte einem 
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größten Kreiſe, die zweite einem‘ darauf ſenkrechten Parallel: 
Rreife vom Heldmefler a cox angehoͤrt. Integrirt man von 
o=g bis eg", uud von vu by”, fo erhot 
man a?lo"—gQ)Clsin V- sin V) als Fläche eines Wiereckes, 
welches von zwei einander parallelen ebenen Schnitten, und zwei 
darauf ſenkrechten groͤßten Kreiſen, die mit einander den Winkel 
g’—g' bilden, eingeſchloſſen wird. Setzt man z. B. 90, 
g"=2n, ſo erhoaͤlt mar die Kugeizone don der Döhe 
h=alsin v —siny) gleich Part wi⸗ derauut. 


. 140. Die Gleihung PORN SER y: pale dach Se 


get zweiten Grades vor, deſſen Ate in ve Ke z, und deffen 

Spige in dee Höhe e uͤber dem Anfänge der Eoordinaten liegt. 

Die dee Ebene xy parallelen Schnitte find, wie man fieht, El⸗ 

lipfen. „Um die Oberfläche diefes Kegels zu ſinden, febe man 

x=e{e—7z) cos Q, y=P(le—z) sing, 
welche Annahme mit der Gleichung des Kegels übereinftimmt. 
Hierdurch erhält man | 
dı=—ac0s® dz—o(e—2z)sin 0dg, \ 
dy=— Bsingodz-+Ple—-z)cos @do, da=dı; 
mithin 
4’ = dx’ +dy?-+d2? = Edz’-+2Fdzdg-+Gdp?, 
109 E=1-r0o? cos 9? Bꝰ sin o*, 
, | F==(e—z)sin® cos @ (a?—B?), 
G==(es-z)?(a? sino’-+-B? cos$?), 

mithin , 

EG-P = [d-Fo? — sin ꝙꝰ Neoꝰ sin — cos?) 
—(0?—ßB?)? sin? cos@? [|e—z]”. 

Entwiceh man diefen Ausdeu weiter, fo findet fich 

EG—F’=[a? sin @’-+B? cos @’+a?’B?(cosp'+-sin*) 

+2a’Pß? (sing? cosQ?)]Le—z]”, 
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oder BG—F?ze[a? einp?-HB?cosg?aP][er-z), 
weil coap'sinp!+-2sinY? cosp’ =(cosp’+sinp?)?=—i. 
Demnach. echält-man für das: Element der Oberfläche des ſchie⸗ 
im wege - | 
VEG-F ‘dd = 

Vo sing*-+P? cosp’+a’P*e—ziz do. 

—8 man in Bezug quf 2 von z=0 bis z=e, fo erhält 


"man jerf Veran ger. dp- 

als Ausdruck für die über der Ebene xy, bis zur Spitze, ſich 
evſtreckende Koselfläche, in welchen das “Integral von PO big 
'—=2n genommen werden kann, wenn man die ganze Kläche 
verlangt, ‘oder bon g=0 bis 947, mern man nur emen 
Quabranten berfangt. en man cos2y—=u, fo wird 


te, 1 


ayiI—u 


[ 








und das Integrol in bien, uͤber: 


efV ⏑ — — BU, aan] a] 


welches von ui bis u=—1 genommen, den vierten Re 
der gefuchten Kegelfläche giebt. Dies Integral ift eine trans: 
feendente Function, die derjenigen am nächften fommt, durch 
welche der Bogen der Ellipfe ausgedrüdt wird. Iſt 4 82, 
fo hat man einen geraden Kegel mit Preisförmiger Grundfläche, 
defien Oberfläche durch 
16? .aV 140° .p+ Const. 
ausgedrückt wird. Nimmt man diefes Integral von F=0 bie 
S27, fo fommt — 
aVi-Fa?.e?%.r 

als die Oberfläche des geraden Kegeld, von der Höhe e, deſſen 
Grundflähe ein Kreis vom Halbmeſſer cc iſt; mie ander: 
weitig befannt. 


1 
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111. Druͤckt man em: Ellipſoid duch folgende Gleichun⸗ 
gen aus: - 
x=ac08sPpcosYy, y=b: sinp cos, mund | 
fo kommt. d«—=—asinpcosirdp—acospsinddp. 
dy= becospcoaydp—bsin psinpdyt. . 
‚de= eco. 
hieraus 
dı?+dy?+dı’= Edp’+ aynr caue; 
in welchen Formeln _ 
(a? sin 9’-4-b* cos P?) cos pꝛ, 
F=Qa’— b?) sin. cos siny cosY, 
—=(a? 0089°-+b? sin 9?) sin y’--c’ av; 
woraus folgt  - EG-F’= 
[(a?sin p*+b?cos P*Xa?cos Piahtgind?yar-bY)2sin9?cosp"} 
X.(sin p* cos vuꝰ) 
+(a?siny®-+b? cos P?)c” cos 
—[a?b? sinw?--(a?c? sin$?-+-b?c? cos $#*)cos ve cosW?; 


oder VEG-FP=  . ,; | 
Teospionsı)d sinpinneaa inayaa 
abe «cos y V —— cos Y FELL; er +]: 


mithin als Ausdruck für ein Flächenelement des Ellipſoides: 
cosYy*cosy? _ sinp?cosWw? sin? 

| abc-cos ydydy — u nn un 3 . 
Es ſei a==b, oder das Ellipſoid ein durch Umdrehung um dic 
Are c entftandenes (ein Sphärsid), fo erhält man 


aac · dy · diy · cosıy % zer „er 


fuͤr das Slächenelement des Sphäroides. Gebt man siny=x, 
fo wird das Differential 











Und, wenn. 9a? pofitto, d. h. das Sphaͤrold durch Umdre⸗ 
bung der Ellipſe um ihre geoße Are entftanden tft, fo hat man, 
co? a? 

me gefegt: 


. 
I. 


sa 1—e? Fever Frarene]- 


Demnach erhält man für die Zone des SpHäroids, von J—=U 
bis =) und don $—=0 bis v2, den Ausdrud: 


Dip esin — 


Fuͤr Lahm, sin b=t,. hält man bie Häffte der Oberflaͤche 
des Sphaͤrbida gtetch 





lvo] 
2 — ). 
oder (a +7 — arcsin z 


Iſt das Eyhaͤroid durch Undrehung der Ellipſe um die kleinere 
Are entſtanden, alſo c? —aꝰ negativ, fo wird der Ausdruck der 
Fläche logarithmifeb. Will man von diefen Sormeln zur Kugel 
übergehen, für welche c?—a” =0 ift, fo muß man bemerfen, 


daß, für e=0, dresin(esin!)__ 


r —=sin! mir. 


Eubatur der Körper. 


112. inen von einer beliebigen Kläche begrenzten koͤrperli⸗ 
chen Raum denke man fih in unendlich Pleine rechtwinklihe Pa: 
rallelepipede zerlegt, deren Kanten dx, dy, dz den Eoordinaten_ 


+‘ 











Ä | er” 
parallel find; fo giebt Dir Eyame der. Iahalte er piefer Pas 
rallelepipede, do h. dag’ url ©. Be 
Sffdxdydz :,:° 0 re oo dm 

zwifchen den durch ‚die Befchaffenheit dee Grenzflaͤche beftimmten 
Örenzen genommen, den. gefuchteh koͤrperlichen Inhalt. Inte⸗ 
grirt man z. Yu.in Hinſicht quf.z, ſo erhoͤlt mon dad di. 
das Volumen eines Prismas von der Grundfläche dur Hoͤ 
2; wird hierauf z mit Hülfe der Gleichung der Flaͤche als 
Kunction von x und y. audgddrädt, k giebt das’ doppelte In⸗ 
tegral Madxdy a. 
das verlangte Delumen. 

Sind allgemein die Eoordinaten x, y, z als Functlonen von 
p ünd.gq gegeben, fo iſt, nach $. 107. VEG—P. dpdq Ver 
Ausdruck eines Elementes der Oberfläche, Es fe I: di Neigung 
diefed Elementeq, ober, af eben. fo.niel ift, Di Neigung der an 
daffelbe geſegten Verů hounghebent, gegen. die Ebene, x; ſo ift 


bekauntlich coa: Ze Pauli 
VO 


man das Flaͤchenelement mit cos i, ſo Wau man ſeine Pro⸗ 
jection auf die Ebene xy; und multiplicirt man dieſe mit z, fo 
erhält man das Volumen eines über diefer Grundfläche befindli⸗ 
chen Elementar⸗ Prismas. Nun if allgemein 


ı=($) &+(3,) dy; 


feßt man in diefe Gleichung die Werthe von ‘dx, dy; dz, aus 
8. 107., fo erhält man 


cdp--edgq= a ro (7 dy 2 )Kbap-i-b dg); 
und da dag Verhaͤltniß P gänzlich "unbeftimmt bleiben muß, 


während diefe Gleichung immer Statt findet; ſo zerfällt diefelbe 
in folgende zwei Gleichungen: 


8 = Wr =e, 
aus denen man findet: "' 
de. dbisch. de_ cache: ı 


‚  .ır. de. ab—ab”. dy ba_ba'.. 
Die Gleichung der Berüßrkimgsebene in dem Puncte 3 y,2 if, 
wie bekaunt: 


„= (2) w-9+lE)ern. 


Setzt man in dieſelbe die obigen Werthe von @ und (5). 
fo kommt: 

«b c—be’{u—x)-Hoca—ca(v—y)+(a X —=(. 
Man. bemerfe noch, daß. 

RE (a’b—ab’)? -+(c’a--ca')? bebepu . 
(a?-+-b?-+c’)(a’ 3b? ?)—(aa+bb’+-cc)?=EG—F? 
iſt. Demnach ift, für die Neigung i i der Beeüßkungdebene ges 

gen die Ebene xy, 


sie, 
VWEG—F?’ 





und folglich 


VEG—F°. .dpdg- zcosi=z(a'b—ab’)dpdg 
der Ausdruck des Elementarprismas, oder das Volumen des 
Körpers gleich 


dy dx dy, dx 
SP: (dp da —R b. 


Sind z. B. ſtatt x und y Polarcoordinaten in der Ebene ge: 
wählt, fo daß x=—rcosp, ymrsinp, fo hat man 


Geo Daun Oarar 


(z =rcosp; demnach geht die vorftehende Kormel, wenn 





“ | ’ 3, 
man fat p ind. q, Pd x ſchreibt, über in 
Sferatdg, : ". K- Ä 
weiche man auch leicht unmittelbar finden kann, Inden rdr dy 
ein rectangulaͤres Flaͤchenelement In dee Ebene xy darſtellt, wel⸗ 
ches mit 2 multiple, das Elementar⸗ Prisma don dei Höhe z 
giebt. 
Eine andere Bhcfellung des koͤrperlichen Elementes ahott 
man, wenn man das Flaͤchenelement in feinen ſenkrechten Ab⸗ 
ſtand vom Anfange der Coordinaten multiplicirt. Nimmt man 
den dritten Theil des Productes, ſo hat man den Inhalt einer 
Pyramide, deren Grundflaͤche das Flaͤchenelement, und deren 
Spitze der Anfang der Codrdinaten iſt. Aus der oben hegebenen 
Gleichung der Tangentialebene erſieht man, daß der ſenkrechte 
Abſtand dieſer Ebene vom Anfange der Coordinaten folgender iſt: 
(b’c—be’)x+(c’a—ca’)y-+ (ab— ab’)z , 
EG—F? - 

Wird derfelbe mit dem dritten Theile des Flächenelementes, d. i. 
4VEG—F?.dpdg multipliciet, fo echält man folgenden Aus⸗ 
druck des gefuchten Volumens, welcher daffelbe nicht als eine 
Summe parallefee Prismen, fondern im Anfange der Coordina⸗ 

ten zuſammenſtoßender Pyramiden darſtellt: 

ı //Icb'c—be’)x-+H(c’a—ca MyHab-ab)z]dp dq. d. 

In dieſem Ausdrucke iſt, nach 8. 107., = = uf. f 
Sind z. B. Polarcoordinaten gewählt, wie in 8.108. c., fo hat 
man pP=9, q=%Y zu fegen, und danach die Werthe von a, b, 
u, f. f. aus den dortigen Ausdrücken für dx, dy, dz iu n eunch⸗ 
men. Man ſindet daraus 


:  (be—be)x-(ca—ca)yHab—ab)z=r® co; 1 
und folglich den Ausdruck des Volumens ' 
1 /fr? cos dıydg. e. 

Denfelben Ausdrud kann man au auf folgende. Yet aus der. 
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Formel c. des $. 108. ablciien. Man detker fi Inmeiheib Kes 
zu berechnenden Volumens ein beliebiges Stuͤck einer Kugelfläche, 
deren Mittelpunct in den Anfang der Coordingten fält, und. des 
ven Halbmeſſer r if; und druͤcke nach der genannten Sormel ein 
Element w .diefer Kugelfläche durch r? cos ydpdy aus. Denkt 
man fi nun eine zweite concenteifche Kugelflähe vom Halb: 
meffer r-+- dr, fo Fann man das. @lement des Ppramide, Deren 
Kanten die ducch die vier Ecken des amendlich kleinen Viereckes 
ww gehenden Halbmeſſer find, offenbar als eia rechtwinkliches Pas 
rallelepipedum von der Grundflaͤche w und der Höhe dr betrach⸗ 
ten, ‚und demnach durch r? cos Wdypdıydr ausdrüden. Inte: 
griet man biefen Ausdruck querft nach r, fo erhaͤlt man den obi⸗ 
gen Ausdruck der Eiementar⸗Pyramide, nämlid) Ir’ cosydpdı. 


13, Sept man, für‘ ein Elphoid, J 
1a cos ꝙ cosyp, y=bsinp cosy, =csiny, 

fo erhält man aus den und für dx, dy, dz ($.111.) 

dx d 

er Eee 7 3* I mab sin cosw; 
und mithin, als Ausdruck des Elementar⸗Prismas uͤber der ebene 
xy, deſſen Höhe 2 iſt, nach 8. 112, b 

ahe sin 4? cosv-dudꝙ. 

Integrirt man.z. DB: dieſen Ausdruck in Hinſicht auf von O 
bis 7 fo.dommt Jabe · in vs.dy. Um dieſe Formel richtig 
zu verſtehen, ſei (Sig, 27.) BCD der Durchſchnitt des Ellipſoſds 
mit der Ebene xy; für alle Puncte deſſelben iſt O0, alſo v, 
und xzmacesy, y=asıny. Man ziehe aus dem Mittelpuncte 
A einen Kreis mit dem Halbmeſſer AD=a, in der Ebene BED; 
nehme in den Ellipſe BED einen Punct K, deſſen Coordinaten 
s=AG=acosp, y„=GK=bsinp find, und verlängere die 
Drdinate GK bis zu ihrem Durchfchnitte E mit dem Kreife. 
Zieht man noch AE, fo ft ZEAD=g. Aendert fid nun 9 
um EAE'==dg, fo fei K’ der dem geänderten: ꝙ entfprechende 


[4 





J 


Punct der Ellipſe, und es werde AK 8 Me Sem fei 
die Projection der Ellipſe, meiche” entfteht n- das eılip od 
durch eine Ebene ‚payallel mjt xy in der Höhe z=cpinv ger 
ſchnitten witd; daͤher A41BRa 494 Haupt⸗ 
axen dieſer Ellipſe —— Alsdann wird.der über der in jun 
fläche MM'E'K. befindliche förperlihe Raum des Ellipfoids dur 
die Formel Laks-ajn ydo.. ansgedruͤckt/ Fält man ferner % 
ungeändert, und integrirt von P—=0 bi Y, fo erhält man 
4 abc sin p2. ꝙ als Auſdrutk des. über der Grundfläche LMKD 
befindlichen Raumes. “Integriert man z. Bo hf Yet, fo iſt 
}abe- 9 der Raum über KAD, und nimmt man, pri: fo 
zabc- x als der Rayminhalt des über dem Duadpanten, CAD . 
fiegenden Sten' Theiles des ellipſoſds, mithin, it· w⸗⸗ der 
Inhalt des ganzen Euipſoids. | — 
oe ti, Win hin. 569 m 
114. Es ſei OBER REBEL die Sign ung eines 
elliptifchen Kegel; man ſucht. den: Inhait heden ge Stückes, 
welches zwiſchen her Ebene zy und einem berfelben parallel in 
dem Abfande x Sehneet, aͤber der Eene sy Ms zur 
Spitze hin, ſich erſtreckt. Zu dem Ende ſuche man dab a6 Jatera 


vfe-Verrxiip Yiydady,.; ; 


Gl. 2 ZVEHU] 


genommen von y==0 bis De und von =D 


bis xx, welches, wie man ſieht, die Haͤlfte des verlangten In⸗ 

halts giebt. Man ſetze ‚HseVe- Far, J 

Bdy=V «du; fo tommt 0, 
dei 


irn 
( —X Bu 
er VE. —v 


Nun aber — A’ ae lat 


« 


——* * öBuꝰ Aꝰ log [Bu-+-V A?+-B’u?)), 


[20 
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die Curve y e zwiſchen Den Srenzen der Integration keine 


Spitzen hat, ſondern ſtetig fertgeht. 

Zur Berechnung des potgelegten Integrals bedient. man fi 
am häufigften gleich weit abftehender Ordinaten, d. h. man ber 
rechnet Die Werthe von fx für 


2 
z=0, =; n ..=—, 1. x 


Bezeichnet man biefe Werthe zur Abkuͤrzung mit Aa A,, A, 
-A,, und ſetzt nach dem Obigen 


vmr(2)(2-2) .. (x—1); 
fo u man 


| A, Ux A, xä 
R=öy x ae ty‘, tr“ tra) — 
=: 


in welcher Formel der Werth, den w’x für x=e " echäft, zur 
Abkuͤrzung mit Lu) bezeichnet iſt. Integrirt man von O bis 
1 


14,10 erhält: Vo) 


ftiimmten Werth, der mit K, bezeichnet werde; und es ergiebt 
N j 
ſich der gefuchte Näherungs- Werth von JS. fx dx, naͤmlich: 
 Sinu=k, A RA, A, P· RAA.. v 


3. B. es ſeinen drei Ordinaten, für x—=0, 4, 1 berechnet, fo iſt 
Yx=x(x— Ir )=r’— Il i 
Man ahält VI, Vd=—4 VD; ferner 


1 
IX dx Kenne 





Ux | offenbar einen endlichen bes 


m ο 


iq 3 VE, }arcein gta VI 
Demnach findet man: 


v-4% $arcsing-+-3qV Re — 3g° V, 


und, wenn man fuͤr q wiederum ſeinen Werth — = fegt: 


Va; es|teresin +3 — 


e? 
‚a In getV VEN, 
1 
welches Integral für xe0 verſchwindet, wei x? log ax für 


x=0, Null ift. 
Verlangt man das ganze über dem elliptifchen Quadranten 


liegende Volumen des Kegels, fo ift = zu fegen, wodurch 
3 \ . 
vo ‚ mithin, für den ganzen Kegel von ber Grund». 


08 
fläche 23* und des Höhe e, Vz} erhalten wird, 
wie befannt iſt. 


15 


Mechaniche Quadratur. 


115. Da man häufig nicht vermag, ein vorgelegtes In⸗ 
tegral auf eine für die Rechnung brauchbare Weife allgemein 
darzuftellen, fo bedarf man einer Methode, um wenigſtens den 
angenäherten Zahlenwerth eines ſolchen Integrals, zwifchen ge⸗ 
gebenen Grenzen, zu finden. Man nennt diefelbe gewöhnlich die 
mechanifche Quadratur, in fo fern dadurch, vermittelt der Be⸗ 
rechnung einiger Zahlenwerthe von fx, eine Curve quadeirt wird, 
deren Drdinate fx fft. 

Es ſei fx eine beliebige Function von x, welche zwifchen den 
(endlichen) Grenzen a und b von x endlich und ftetig Bleibt; 


man verlangt den Integralwerth S? fx dx. 


Es werde x—a-rl(b—a)u gefest, fo fommt, weil für 
x=a, u=0, und für x=b, u=4, ferne de=(b—a)du iſt: 


S. fi edx =) f ka-+b-e)n) «du. 


Man Fan demnach das vorgelegte Integral allemal auf die Gren⸗ 
zen O und 1 bringen; was zur Vereinfachung ald gefchehen an: 
genommen werde, fo daß es ſich um die Berechnung des Jnte⸗ 


grals S. fx. dx handelt. 


Man berechne den Werth von fx für mehrere auf einander 
folgende Werthe von x, zwifchen O und 1, welche mit a,, au, 
e. au bezeichnet werden mögen, und fuche eine zationale ganze 
Function px von z, welche mit der Zunction fx die n KWerthe 
fa,, fas, ++ fan gemein habe, fo daß fei: 





mr 
aan PR Parkr fan 1 Par fan -. ‚ 
Um — * au finden, bilde man das Polynom desinten Grades: 
en — rad) Han) . 
Stellt nun dx ein beliebiges Polynom vbm nten Grade vor, fo 
erhält man durch Zerlegung in enae Beide," nach 8. 90., i 
Sormel 6, I. .. 


nie ar 1, * a ee 
Man feße pa,=fa,, ya, 3 — ſo iſt 
Aaı * 2 J 
en]; a Kemer ı) + YVa,(lı—a 5+ + 5 
ein Polynom por nten Grade, welches offenbar für 
Ä J dzaı, at 
die erthe fai, fag, .· fan 
erhoͤlt, wie verlangt wurde. 


Da der Unterſchied der beiden enblichen und ſtetigen Funs 
etivnen fx und px, zwiſchen O und 4; nmal der "Huft gleich 
wird, fo iſt einleuchtend, daß derſelbe übechaupl uͤberall ſehr ein 
ſein wird, wenn die Anzahl der berechneten Werthe von x be⸗ 
traͤchtlich groß und ihre Abſtaͤnde klein genug ſi ind. Wenn man 


alſo ſtatt des Integrals SE: fx dx das Integral Sp px de Bench 


net, fo, begeht. man einen Sehler, welcher durch S. (19) dx 


ausgedruͤckt wird, und mithin einem Mittelrerthe von. x px 
gleich ift, dee ſich, je Eleinee die Abftände der berechneten Drdis 
naten werben; defto mehr der Null nähern muß. — Geometrifch 
gefpeochen, Fommt.das Verfahren Darauf hinaus, an die Stelle 
der Curve yfx eine Curve y=px zu fegen, in deren Glei⸗ 
hung px eine rationale ganze Zuhrkan von. x iR, und melde 
mit der vorigen Curve eine gewiſſe Anzahl von Puncten gemein 
hat. Diefes kann aber nur dann mit Erfolg geſchehen, wenn 
15 * 
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die Curve yile’ gzwiſchen den Grenzen der Integation feine 
Spigen hat, fondeen ftetig fortgeht. 

Zur Berechnung des vorgelegten Integrals bedient man fich 

. am häufigften gleich weit abftehender Drdinaten, d. b. man be 

rechnet die Werthe von fx für 


0, n’ n' ..:— 1. h) 


Bezeichnet man biefe Werthe zur Abfürzung mit A,, Ay Ay, 
.-A,, und ſetzt nach dem Obigen 


v=rl-1)(e3) = “. (11); 


ſo u man 
| Au „Ur An x 
re +7‘, ER TE N 
28 


in welcher Formel der Bent, den Vx fuͤr x⸗ echäft, zur 
Abkuͤrzung mit vw ee ift. Integrirt man von O bis 


1, fo erhält. 7 7 er 


ſtimmten Werth, der mit K, bezeichnet werde; und e& ergiebt 

fi der geſuchte Naͤherungs⸗Werth von Si fx dx, naͤmlich: 
Se prdx—K,AstK,AıtKo-tAscherpKudn. 

3.8. es feinen drei Ordinaten, für x==0, 4, 4 berechnet, fo iſt 


Ix=x—-Har-1)=ı’— Kirn 
Man erhaͤlt WO), WA)=—4, ull)=4; ferner 


S® Fa =/8 Erd J 


„offenbar einen endlichen be⸗ 
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min Kar; Kı a3; K, 4; und folglich 
A, HA. 44. 
als den Naͤherungswerth des Integrals JS. fx dx. 


116. Die Berechnung der Eoefficinten K,, Kı, = K, 
if, wie man fieht, mit keiner Schtoierigfeit verknüpft, und läßt 
fi noch durch die Bemerkung abfürzen, daß allgemein K.— Ks 
K,=K,.-ı, überhaupt — iſt. 


ı ax 
Do nämlich KnÄn=—— 7 Tom F 
1 pm, 
fo ift K.. ya 3 — * 
a 


Nun iſt, wie man Leicht findet, wenn man in der Funetion Us, 
4—x flott x U 


W-)=4-9(-— :_,)(e2? HEN HUR; 
folglich Vale oder Yı=()vyA—x); | 
| daher, fuͤr 1* YVu)=(-IYla—u) Ferner iſt, wenn 
man ſatt x, I—u ſchreibt, 


SE o yA—u) Iy(l—u)du 
S: Fame: di —— ne! 


X— — 14_ un 
. 


-—n 
— Pe 
übergeht. Dee iſt 


welcher Werth, weil 
Iax dx 1. Vxdx 
7 (4) — — — 





ern y— 
— 4 








2% 
ode Knu=K.-i; u 3. w.! Man bemerke ferake, vaß 
’ K,+K, +K, + +K = 
1 1°. 4. 1 

— I tr" +75] ° 
Die in Klammern eingefchloffene Summe von Bruͤchen ift aber 
offenbar gleich Me folglich hat man noch 

1 
K,+Kı te nK,= ‚e=1. 


Folgende Tafel enthält die zur Anwendung der Methode noͤthi⸗ 
gen Zahlenwerthe der Eoefficienten: 


Anzahld. berechneten Drdinaten. NRdherungewereh ) ) 


AA 

2. —— 

3. —E 

| 6 

4 Ay-t3A,-+3A,-H+A, 

| eu 7 
5 TAA, -+i12A,-+32A,H7A, 

Lg * 

6 19A,HT75A , -H+50A,H+50A. A.SA. 
j m .« 
7. Ro — 

840 | 
8. SIA0H35T7A ı +1323A en 
. 17280 
9, 9894 —— ——— — — den 
2835 


10. PSTAHETAA ——— 
EI 


11. 2O087A, MOBMOR, 485254 „+ 2724004 200550 A738 +, 
698752 


Die in den Formeln 8—11. weggelafenen Glieder Tann man 


urn 
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feiht aus den angegebenen ergänzen, wenn man auf die Sym⸗ 
metrie achtet, welche in dieſen Ausdruͤcken, wie allgemein vorhin 
bewieſen worden, Statt finden muß. 

Um nur ein fehr einfaches Beifpiel zu geben, foll der Werth 
l a 


7 J | 
von S: u berechnet werden, welcher, wie befannt, glei) 
log nat 3=0,4054651 + iſt. men fege Bu fo ift dag 


1 
vorgelegte Integral gleich . * iu = — Berechnet 


man 3 für u==0, 4, #, 2, 1; fo erhält man die Werthe 


⸗ , Tv) 3 T , J, 
und mithin, nach der obigen Tafel, fuͤr 5 Ordinaten, den Naͤhe⸗ 
vungswerth: 


Gr Hr 12-2 _ — 0,4054656 +. 
der bis auf 6 Decmaielen richtig ift. 


117. Obgleich die eben behandelte Methode der mechani- 
ſchen Duadratur am häufigften angewendet wird, meil- fie für 
die Rechnung fehr bequem ift, fo ift e8 Doch angemeffen, hier 
noch einer auderen Methode zu erwähnen, nach melcher nicht, 
wie vorhin, gleich weit abfrehende Drdinaten berechnet, ſondern 
die zu berechnenden Drdinaten, nach einem getoiffen, fogleich ans 
zugebenden, Geſichtspuncte, auf die für die Annäherung vortheil⸗ 
‚ haftefte Weife ausgewählt werden Diefe fehr intereffante Me⸗ 
thode iR von Gauß erfunden, die hier folgende Herleitung der⸗ 
ſelben aber von Jacobi gegeben worden. 


Es ſei, wie in 8. 115. | 
h=l—a ma) an); 


fa _ fa, fan 
ud pr YaGa)t Y S y nl 


diejenige Kunction, weiche mit der gegebenen fx, beven Integral 
von 8 bi8 1 gefucht wird, die m Werthe fa,, fa,, + fa, ge 
mein hat. Man ſetze 

V. GuÜ, 
ſo wird der Fehler der angenaͤherten Integration durch 


‚Sss-[‚p%= "Voxeds 


ausgedrückt. 
Um einen allgemeinen Ausdruck diefes Fehlers, und dadurch 
ein Maaß der Annäherung zu erhalten, denfe man ſich fx in 
einer Reihe nach Potenzen von x entwickelt, nämlich: 


x—=C-+HC ,x-HC,xX? per p Cr pn 
Wird diefe Reihe durch Jx dividirt, fo ift, nach der Formel 
k=ox-+-V-Y)x 
V der Quotient, Yx der Reft der Divifion. Um V zu erhalten, 
entiwichele man den Bruch E nach fallenden Potengen von x, noͤmlich 


ı B B B B, F 

— te ininf., 
multiplicire diefe Reihe mit der Reihe für fx und laſſe alle Glie⸗ 
der weg, welche negative Potenzen von x enthalten; fo it V 
der Inbegriff der uͤbrigen Glieder. (Die Glieder mit negativen Po⸗ 


tenzen von x ftellen dem Achten Bruche ef in eine Reihe ents 


widelt, dar) Mon findet dadurch 
V=C,B+C.B+Enr.Be tr. 
| +[Co-1B+CGuHBı+C.43B: Ix 
FICAMMBCAMSIB:. FCCCOB,. +)? 
. in inf, 
oder, nach den Eoefficienten C geordnet: 
v= — C„B-+G,+1Bx-+-B 1 )+C.+2(Bx? -+-B 1 x-+-B 8 ..., 
eine Reihe, deren Geſetz leicht zu uͤberſehen ift, 


| m 
Daher ift dee Fehler der Integration 
2 1 1 , 
Syus=C.R ſ Can [ (BirB) ie 


+ Car | "RHBir+B)frdrh in inf, 


Nun laffen fi die Berthe Ay, Agr as, * An wine 0 und 1 
fo wählen, daß die Integrale 

Jyx dx, fxYxdx, (x’)xdx, » —E 
zwiſchen den Grenzen O und 1 genommen, ſaͤmmtlich Null wer⸗ 
den. Alsdann fallen die Eoefficienten Co, Carı, Caxr2, Con 
aus dem obigen Ausdrucde des Fehlers Hinweg, fo daß der Feh⸗ 
fee nur noch von den nachfolgenden Eoefficlenten der Reihe fx, 
nämlih Can, Can+ı, u. fr f. abhängt. Dies iſt der Geſichts⸗ 


punct, nach welchem die zu berechnenden Ordinaten gewaͤhlt 
werden follen. 


i 





118. Wird in der Formel für fudv, $ 97., ut, 
verfJıds gefeht, fo fommt 
Sr jadı art fand ur lad u u — 
—VVVVVO—— 
Aus diefer Formel folgt, Daß, wenn man dx fo beftimmen kann, daß 
die vielfachen Integrale von \'x, vom 1ten bis zum nten, nämlich 


SYxdx, Sayxdx?, «e alxdı" 


zwiſchen den Grenzen O und 4 verfchwinden, alsdann auch die 
ſaͤmmtlichen Integrale 


—— Ss, —* — 


Null find, wie verlangt wird. | 
Fun ſei z. B. S. kdeısAmx’—x, fo iſt offenbar 
| f, Yxds=0. Allgemeiner fei 


J. Yx dt = (x?—x)" 
fh Sf "ya den 


JS dx2==n«n-1(x?-x)""2(2x-1)’”+-2n(ı?-x)"-t 


2fy?__y’in 
vr Se 


u. ſ. f., endlich 
* adx En 


— 


Die Ableitungen von (x?—x)”, von der erſten bis zur (n — Hten. 
enthalten offenbar fämmtlich den Factor x?—x, und werden alfo 
Null für 520 und für x=1; alfo werden auch die Integrale 
Syxdx, wo fahzdx®, bei der legten Integration von O bis 1 
genommen, alle Rull, und mithin verfchwinden auch die Integrale: 


S: bxdk, S, zdxdı, -. S; ya-llr dr, 


wie verlangt wurde. 
Man hat, nach dem binomiſchen Satze 
(x? x)" zxa—n x2e-I4-n,x2°2—n j x2u — 
folglich erhält man durch mmalige Differentiation, wenn man 
t 
nachher noch durch den Coeffiienten I: des hochſten Glieder 
dividirt, n! de(x2-x)e | 
a de = | 
n'!n!(2n-1)! n'!n! (2n—2)! 
oa Faka 2) (Di 


n!n!(2n—3)! 
"Fadayarı +“ 


8 
Diefes Polynom fee mau —13 fo geben die Wurzeln der 
Gleichung dal, 
weiche ſaͤmmtlich pofitive, ungleihe Achte Brüche find, wie aus 
der Entftehung der Gleichung Jx=0 leicht zu fchließen ift, die 
verlangten Werthe von 


Aır ag, Az, * Am, 
au weichen die Drdinaten 
| fa, fa, fa, “ fa, 
berechnet werden muͤſſen. 
Man fee noch 


Jx dx ı Jxdı 
Ss ——— u. ſ. f., allgemein TG 


fo ift der angenäherte Werth des Integrale S: fx dx folgender: 
JS: pE=KttKslarhe Huf 


119. Werden z. B. nur ae Ordinaten berechnet, fo iſt 
‚_(x’—x)’ J 
JA=}J- —„- +u 
alſo find Ned a uei)V 
die Abfeiffen, zu welchen die Ordinaten berechnet werben mäffen. 
Man findet daraus liht Kı,=K.=!, fo daf der angenaͤ⸗ 
herte Werth des Integrals folgender iſt: 
fa 1 4 fa, . 
Z 


Nah den obigen Formeln ift folgende Tafel berechnet, welche 


zur Anwendung der Methode dient, wofern nicht mehr als 5 
Drdinaten gebraucht werden: 


Amehtt der Ordinaten. 


1 =—0 ‚21182487. ek} 


D © 


a, =0,11270167. 
2,05. . 

a. =0,88729833. 
a, =0,06943184. 
a: =0,33000948, 


2, =0,66999052. 


«== 0,93056816. 
a, ==0,04891008. 
a3 0,23076534, 
2=0,5. 
a,==0,76923466, 

==0,95308992. 


K, =K, zu. 
K,=#, 


K,=K,=0,17392742. 


K, —K, =20,1 1846341. 
K,=K, =0,23931434. 
K 3 —0,28444444. 


% 


Um nur ein Beet zu geben, welche Koh gar feine Rechnung 
- erfordert, vergleihe man die Werthe, welche das ſchon eben be 


rechnete Integal S. * erhaͤlt, wenn nur zwei Ordlnaten, ſd⸗ 
wohl nach der vorigen, als der jetzt angegebenen Methode, in in 
Rechnung gebracht werden. Nach der vorigen Methode iſt diefer 
10 u 9a 77 60416. 

two nut die erſte Decimalſtelle richtig iſt; nah der ziveiten Mes 
thode erhält man denfelben Fe 


Werth 





+ eur 7, sritsRn 


=45=0,4054035- . 3 
alſo vier richtige Decimalftellen. 














Anhang über einige beftimmte Integrale. 


120. Durch ſehr mannigfaltige Mittel, zu welchen beſon⸗ 
ders die Anwendung des Satzes in $. 102. gehört, hat man 
eine beträchtliche Anzahl von beftimmten Integraten, d. h. 
Werthe von Integralen, die zwiſchen beftimmten Grenzen ges 
nommen find, gefunden, und zwar, was fehr zu bemerken ift, 
ohne einen allgemeinen Ausdruck diefer Integrale, für veränder: 
liche Grenzen, zu befigen, oder wenigſtens zu Hülfe zu nehmen. 
Sin Beifpiel diefer Art ift ſchon in $. 108, gegeben worden; es 
folgen hier noch einige. 


& . 
Man fucht den Werth von JS. e’dx, der offenbar. eine 
pofitive endlihe Zahl fein muß, die mit A bezeichnet werde, fo 


08 
dbaß —E Jh er. dk. 1. 


Schreibt man yu ftatt x, und fieht u als veränderlih, y als 
beftändig an, fo wird ydu ftatt dx zu feßen fein, und da für 
u=0, x=0 und für u=@, x=w wird, vorausgeſetzt, daß 
y pofitio ift, fo erhält man auch 


08 
A= f e-”e’ydu, 2. 


Man multiplieire beide Werthe von A mit e-"’dy, und. integrive 
von y=0 bi y=o, fo erhält man 


Si: e7’dy- fe e’dı = fe oräy fe ee vau 


In dieſer Gleichung iſt offenbar der Ausdruck links 





Rechts aber Darf man, nach 5. 102., die Ordnung der Integra⸗ 


tionen umkehren, alfo zuerft nach y, fodann nad) u integriren. 
Dadurch erhält man aus 3. 


Ne pe 
A’— :f, auf, e-it+,ydy. 
0 0 , 


Nun if, y2 2 gefebt, 


E20uꝰ) ydy — if, —— dz , 
u . 0 





—emltu 
. lu de — — 
und Se 1449 dz = rer 
(gi —RRE 
folglich Si es 
® du Ä \ 
2 — — on 1 nd 
daher A , an =in; 
| F 
und af — e-”’dı=!l 5. 


\ 


7 
121. Es ſei y= 9 er cosaxdı, 1. 


a eine beliebige reelle Zahl, fo erhält man durch Differentiation 
nad a, 


de 
Nun findet man aber, durch theilweife Antegration: 
Se" sinax-sı=— le” sinax-+4afe-” cosax-dx. 3. 
Werden die Integrale In 3. von x=0 bis x—=n genommen, 


ſo iſt e*sinax an den Grenzen Rul; daher erhäft man, 
torgen 1. und 2. 


F 
dy — Ss er sinax:xdı. 2. 
0 


d 
+lay=0; 4. 


mithin Tr joda=0, oder lagymconst.—ier, 5. 
gür a0 wird, nach dem vorigen & y—n, folglich 


.- 


\ 
log 3/ n=const., alſo, nach Wegſchafung der dogarithmen: 
. : 08 s " 
ei! Ka cosaxıd, 6. 
welches der verlangte Integralwerth iſt. a 
Es fei Auf e= cosxdx, B= 9 et sinxds, . 7. 
os reell und pofitiv. Man erhäft leicht durch theilweiſe Integration: 


Se" cosxd= e—“*sinx-Hafe "= sinxdx. 1 8. 
Se sinxdx = —e"" cosx—afe”: cosıdx. 


erden die Integrale ziwifchen den Grenzen O und ao gerommen, 

fo wird e = sin—=0 für 0, x, und —e-"cosı—0, 

für s= oo, und =—1 für x=0; daher folgt aus 8. 
| A=aoB, BtaA=1, 


4. 1 . oo. .. 
folglich B- A=ı,a3 alfo 


oo nainzd 4 o a et 0 
— c — mans — EEE — © I 

Srmanten in, [range 

Nun integrire man wieder vorftehende Integrale nach a, von O 


bis x, fo kann man links zuerft die Integration nach = vollzie⸗ 
hen, und echäft, weil 


EEE , 
v x R 
Sa sinxdx d- = I_ =arctg a, 410. 


S. cosids IE; Hogli-ta?). 4. 


Seht man in dem erſten dieſer Integrale unendlich ‚groß, olfo 
e=—0, arctg a=in, fo Pommt das bemerkenswerthe 


Integral; 
sin X 7% 
Sue. u. 


® 
ı 
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4123. Es merde ferner der Iutegralwerth 
2, nmox dx 
Mi ai 2 —— 


gefucht, worin a wieder eine pofitive, von x mabhängige Größe 
iſt. Nimmt. man die Ableitung zweimal nach a, fo kommt 





dz © dx | 
* =/, re 2. 
= S ins re 3. 


Man multipficre 4. mit b?, und ziehe 3. von dem Producte 
ab, fo kommt: 


SEE) fer 


Es ſei ax==y, fo wird <=], alfo, weil für ı=0, y=0 
und für x= wo, y= @, 


"sinoX ._ "sin Te | 
J, — uf’ —ay=7 ($. 121.) 


d’z 7 
folglich b® —D 4. 
Man fege bor — = —biu, fo wird en, mithin aus 4. 
Duden 6. 


In diefer Gleichung fchreibe man r ſtatt a, alfo Er aß? ſtatt 
da®, fo kommt folgende: 
d’u 
dp? =Uu, 
welcher der Ausdrud u=Ae?-+Be, mit den willfärlichen 
Conftanten A und B, Genüge felftet (vgl. F. 31., am Schluſſe, 
oder auch F. 139.). Schreibt man wieder ba ftatt ß, fo kommt 


/ 


6. 
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gem Agb Be⸗ 7. 
ale das. Integral von 5: Heraus folgt 


‚du_dz * ba N 
er „=b(Ae —Be ); 8 


folglich muß der * des Integrals 2. in vorſtehender Form 
(8.) enthalten fein. Um die Conſtanten A und B zu beſtimmen, 
bemerfe man erfteng, deß das Integral 2. offenbar nicht größer 


fein Eann, ale Ss re wen] d.i. F */ wie groß auch « ſei. Wäre | 
nun in 8. A nicht Ru, " würde das Glied Aebe und mit ihm 
der ganze Werth von 3 — für ſehr große Werthe von a uͤber 


alle Grenzen. hinaus wachen. « Da diefes nicht zuläffig ift, fo 
muß A=0 fein. Ferner erhält man für «0, 


75-BB, wodurch B beſtimmt iſt. 
Es iſt demnach gefunden: 


CcoS -dx 
=”. ” | 


ultiplicht m man auf beiden Seiten mit da, und integrixt yon 
: bis a, fo kommt, weil 
. a 4 —bha 
Si cos ax.da=="—, JS: ed — iſt, 
snax-dx 
z =" —— =) 10. 
123. Eine der merkwuͤrdigſten transſcendenten Sunctionen 


ift diejenige, welche mit Ip bezeichnet zu werden pflegt, und die 
In folgenden Integrale enthalten ift: 


Ip for sr-idr 1. b 


Man findet zuerft durch theilweife Integration: 
. Serod=—etrP+-pje-ixr-Idx. 
16 
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Nun fei p eine reelle pofitive Zahl, ud e-"xr=—=0 für 
xz=0 und für =. Nimmt sinn alfo Dei beiden; Integrale 
in vorftehender Kormel von O bie &, fo fommt, vorausgefeßt, 
„ daß p pofitio iſt, | ı 


Veran etyp-Ide BR ne 


oder, nach der angenommenen Bezeichnung, 
. 2. 

Es ſei « eine beliebige poſitive Zahl; man fehreibe i in 1. ax ftatt 

x, fo bleiben die Grenzen der Integration ungeändeit, und man 


Zu. ve on EP X: Ta er Br 
erhält: Se” (ax)P-ladı—= af e-=xp-Idx=Ip, 
0 ‘ . 0 . FR “ 


© T; 
oder JS, erde —— 3. 
9 ap 


Demnach ift auch, in fo fern 1-rz portio bleibt, 
r, . ’ 
)uyp—1 — 
S: RRX easy | 4. 
Dieſe Gleichung werde auf beiden Seiten mit 22-1d4d2 multipli⸗ 
eirt, und fodann von 20 bi z=— w- Hitegeirt , fe Fommt, 
wenn linke zuerſt nach z integeirt wird, 


Ä S. Se ergr-ldreeeziiden  \ 
oJo 
00 ' a 
Ta. (,e® .sp-4-Idı=lg Tp—-g)i 5 
& r 
- ‘ —-12709—1 —ıg ‚ 
weil S. e-274 ds= 7 


ft. (q und p—q muͤſſen pofitiv fein, wie p.). Indem man 
aber auch auf der rechten Seite der Gleichung 4. mit 2I-!dz 
multipficiet, und hierauf eh fo fommt: 

zU-1dz 


Ip: pP’ o (iz) — =T gq’ T Br 
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In diefee Gleichung fege man p=q-Hr und dividire auf bei: 
den Seiten mit Ip=I(q-+r)5 fo fommt , 
dz _ Tg-Tr 
o d+IIHT Nat 
Diefer merfwärbigen Gleichung, durch welche die von zwei Ele⸗ 
menten q und r abhängige transſcendente Function auf der lin⸗ 
Pen Seite, auf. eine fehe einfache Verbindung dreier Functionen 
ıT, deren jede nur von einem Elemente abhängt, zuruͤckgefuͤhrt 
mird, giebt man Häufig auch folgende, etwas veränderte Geſtalt: 


Es fi z = — = fo wird x—=0 für z=0 und x—1 für 


® ‘ 
‘e«. 


5. 


* 

| 1 22 
20; ferner 14 dz2 z — —* Cell Werden diefe 
Werthe in 5. gefegt, und O und 1 als Grenzen der Integration, 
wie gehörig, genommen, fo fommt: 


. Fa:I!ITr.: ei? 
— r—i —1 mn Zzgeir 6 
S.a- x) ga dx= Na r) ® 6. 


124. 88 fe n eine pofitive ganze Zahl; ‚man feße bie Reihe 
14-006 9003294 0083P ++ iösnp=S. 1. 
Die Summation dieſer Reihe wird nachher gebrqucht werden, um 


noch eine Eigenſchaft der Function T herzuleiten. 
‚ Wird obige Reihe mit 2 cos ꝙ multiplicirt, ſo kommt 


2cos P-+2c059° +2 cosP c0os29 +: 
we +2c0sp cosaB==2S cos p. 2. 


Run ift 2008 Peosup=cos (u—1)P-+00s(u-H1)p; 
mithin 2cosp? —=1-4c0s29; 2cosp cos2yp == 0059-4-c0s39 ; 

2cos cbs3p =cos2pP-+c0s4p; u. f. w. 

200859 cos(n—1)p==cos(n—2)P+c0snY; 

2cos ꝙ cos np==cos(n—1)P +cos (n-+1)9. 
Setzt man dieſe Werthe in 2, ſo erhaͤlt man, wie leicht zu fin⸗ 
den iſt, auf dee liuken Seite die Reihe S doppelt, und noch ei⸗ 
nige Glieder, fo daß folgende Gleichung entfiehtir: ...: : 

16 * 
/ 
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25-5008 9 cos(nr4)P — cos np-—1==28c089, 
cosnp-eosn+1)p _, , sinn+4)p, 
ode S=1i+ I. —.C05p =1+ sinzp 


Ä _,, $nn-+5)P 2 _ 
oder so 4, ma+24 ni * 3. 


Multiplicirt man die Keihe 1. auf beiden Selten ink dp, und 
integeirt man bis .2 9, fo fommt 


FR | . 
JS do—=9-#-Hsing + Het 8. —— 


Man ſetze 





ſo wird ——— 5. 
Der Werth von S aus 3. giebt durch Integration: 


S: Sp=p-nf" Pag. 


Man findet aber duch theilmeife Integration, weil 


1 9 cos3pd m 
(5,5) einig? iſt, 


sin —X —— S 
— 3p 
__ cos —8 cos(n+4)p c0s39 
Qn4N)sinig ). Co+12 "sinigi °P 
uvm cos(n+-1)9 | 
o —RXR 


⁊cos osſ(,. cos} 
J. ——0 


So lange pr fid innerhalb der Grenzen O und 2a befindet, 


wird sin IV nicht Null, ‚bleibt alfo dee Quotient ae en 
eine endliche Größe. - 2 — | 


6. 








5 


- Ferner > — beſtaͤndig poſitiv, wenn 9 mwiſchen 


O und — liegt. 

Bezeichnet man daher mit G den. größten Werth, welchen 
cos(n-+4)p zwiſchen den Grenzen der Integration = und 9 
erlangt (9' zwiſchen O und = angeriommen), und mit K den 
kleinſten, ſo iſt fuͤr alle Werthe bon @ zwiſchen x und 


6. ———— p· ig 


sin 9 sin 9 
. 3 20539 . 
und . K sin 1° —— sin 193? 


folglich liegt der Werth des Integrals 
So (a+-H)p- 20239 —ir dp 


sin 4p? 


e cos3pdp _ 1 _ 
zwiſchen ef. sin4p° —26 sin Ad 1) 


cosipdp__ | 
md RK sin 4p® =— X rer —1)- 


Wird daher mit cos v ein Mittelmerth, den cos (a4) P zwi⸗ 
ſchen # und 9 erhält, bezeichnet, fo ift 


‚c08s(n-+-4)P, c0s4P —2cos v 
S. 2n+1 sin 7P° day⸗ 20+ sin ang 1); - 
mithin nähert fich diefes Integral, wenn g' zwiſchen O und 
liegt, mit mwachfendem n der Null. Dffenbar nähert ſich auch 
cos (n+1)p' 
dee Quotient On+Tsin!g' mit wachfenden n der Null, 
und folglich erhält man, für nn», aus 6., wenn ftatt der 
Grenze $' wieder, wie vorhin, bloß ꝙ gefchrieben wird: 


Ma⸗ = Kg). 7. J 


Dieſelbe Formel gilt auch, wenn 9 zwiſchen = und 2 
liegt, was auf ganz aͤhnliche Weiſe bewieſen wird. Durch 
Vergleichung der Formeln 5. und 7. ergiebt ſich weiter: 








4‘ 








Gen+UÜ Hp F), oder u='7?, 


d. i. 
ung RE, Mg, a init", 8. 
in welcher Formel ꝙ zwiſchen 0 und 2m liegen muß. Nähme man 
- auf dee linfen Seite p zwifchen anderen Grenzen, z. B. 2er und 
An, fo erhielte man offenbar nur den nämlichen Werth, welcher 
ſich nach Weglaſſung von Br: ergeben haben wuͤrde; fo Daß, 
wenn man @ auf der linfen Seite über 27: hinaus beliebig wach⸗ 
fen läßt, zwiſchen zwei auf: einander folgenden Vielfachen von 
.2rs beftändig die nämlichen Werthe der Reihe, wie zwiſchen 0 
. und 2x, wiederfehren. An den Grenzen 0 und 27 ift aber Die 


Summe 7° nit richtig; denn die Reihe iſt für beide Wer— 
the O, während der: obise Ausdruck ihrer Summe für —0, 
und für 9=2, -7 Z giebt, welche Werthe unrichtig find. 
Dagegen erhält man 3. 5, für Pp—=# auf beiden Seiten Nul, 
wie erforderlich if. Daß übrigens die Reihe für alle zroifchen 
O und 2# fiegenden Werthe von P auch connergirt, ließe fi 
zwar auch noch nachträglich beweiſen, indeffen würde dee Beweis 
auf eine bloße Wiederholung der Herleitung hinausfonmen, in 
welcher die Eonvergenz fehon begründet if. Nämlich der Aus: 
deud 6. ſtellt die Summe U4-P—r (vgl. 4. 5.) für jeden bes 
Tiebigen Werth von m genau dar; derfelbe nähert ſich aber, wie 
betviefen, mit wachfendem n dem Werthe m. Addirt man 


alfo eine hinreichend große Anzahl von Gliedern der Reihe 


en Vpın, fo fommt die Summe U dem 


Werthe — immer näher, d. h. die Reihe convergirt gegen 


ihren angegebenen Geſammtwerth nl w. z. b. mw. 





MT 


125. Da befanntlid . 
2cosapsin *8 — sh (n—a)p, 


For iſt afic BRRROPFTENGE PH Surli.-ÄC ac. „es n-i 


n#t+a n— —a “ 


! 


alfo wenn von O bis 2m integeiüt wird, ba; wenn n "Kite Hanke 
Zahl, cos (uk a)de==cos2är‘ | 


un 


Se ‚Zu en d—cosdan);, * 
oder: \ 
a .i —— u 1. 
—— * n?—a? _ u u en 


Giebt man, fm dieſer Steigung der Zehi n die Werthe 1, 2, 3, 
uf. f bie- n, und addirt die dadurch entſtandenen Gieichungen, 





ſo kommt: „cos ap-U: —— 


‚4—cos 2ar 
1 1 4 1 
Ay dr, a3 +++ 5 n?_a?’ 
wo U das nämliche bedeutet, wmie in der Kormel 4. des vorigen 
8 Wird nun 10 gefegt, fo wird für alle zwiſchen O und 
Ir, alfo zwiſchen den Brenzen des vorftehenden Integrals bes 


findlichen Werthe, v. Diefeb- sit zwar nicht für die 
Grenzen 0 und br ſelbſt; le es ift leicht —S daß der 
Fehler, welcher begangen wird, wenn. man T—P für U: 


fest, kleiner als jede gegebene Groͤße, d. h. gar. * Fehler iſt. 
Sind naͤmlich v und w zwei beliebig kleine poſitive Größen, 


fo iſt „Je sp-Var= 
0 - 


Seosap-Vap+ f cosap- "ZTap+ [cosap-U.dp: 
0 y nw 
offenbar nur unendlich wenig von 


| Jo ap FF 


Tom Im w ——Dd.. ie 
Ss zeig f cry Frag f cas 29: "zFap 
verſchieden; mithin, darf gefegt werden: 


zw _ am .. mt 
S. cosap-Udp=— IR cos ap —z dp. 


Demnach ift 





4 ”. ap =» 4 . 
a Sr 9- 2 =: 2. 


Run findet man aber durch theilweife Integration: 
„Jena (a dp ap + ek sin ap 
mithin 
au — — 
ap. FR. cos2arr  wsinZars, 3. 


2a? 2a 








folglih, wegen 2, 

4 _x,_sin2ar —y 1, 
2a? Ya 1—cos2as n?—a?’ 
zsin?a« 1 — 1. 
I casdan a Ts 
Wird diefe Zormel auf beiden Seiten mit da multipficet, und 
in Bezug auf a integriert, fo kommt, wenn c eine Eonftante ift: 
+log c(1—cos2arr)=log a-+-Zlog (n’—a?), 
oder, weil 1— cos Zar2sin ar? if, wenn noch auf beiden 
Seiten log a fubteahiet und ec ftatt 2e gefett wird: 

log er log), | 
wofuͤr man auch ſchreiben kann: 


log ——— (1-3). | 


oder 4 





29 
Durch welche Aelderung wieder nur die Eonftante o fine andere 
Bedeutung erhält, indem nur die Summe ziog n? meet ſub⸗ 
trahirt worden iſt. Setzt man nun a==0, fo wird — 
und won erhält vechts ziogt=0,'olfo ° 

“8 el, Zn 4 


mithin ent, oder 1 Foiglich iſt 


*F —— 


und mithın, * man togerithmen weft: 

sinan=an(1 Tr)(1—2 )(1-5 ),(1-3)- -inint, b⸗ 

Man ſchreibe in dieſer Gleichung 2a ſtatt a, und Zsinanıcosar 

für sin Zarz,. fo fommt: 

— 238 Na =) | 
. | J —E 3 ne - 2242 en)“ 

dr)? 


mithin, wenn mit dem Werthe von 2sinarı aus 5 in vorftehende 
Gleichung dividirt wird: 





coe a* 


amt) N). (1- in 6. 


126. Die obigen Gfeichungen 5. und 6. flellen ain an und 
cos au als Producte aus unendlich vielen, der @inheit immer 
näher Fommenden, Factoren dat. Schreibt man x ftatt arz, 


alſo — Ratt a, fo erhalten fie folgende Geßalt: 


in=ı(1-)(1- le - ga) ini. 7. 
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| es=(1- 5 )(1— a). _ * inäof: 8. 
Wied in 5, a=} gefeht, fo wird sinan—4, und mithin | 


— Flle 
y 1-2 3153 ° &n-A1X20-+H1) 


0 u 0 mm — 5GOO mm — ...., 


2 4 16 36 ‘2n Zn 
woraus man folgenden ſehr merkwuͤrdigen Ausdruck erhaͤlt: 
*2 2.4. 406. 6. 8.8 . Inn - 
—1.3.3-5-5-7.7.9 + (2n-1X2n+1)- 
Entwickelt man die Werthe von sin x und dos x und 7. und 
8. in Reihen nach Potgnzen von x, bleibt aber, um, nur die ein- 
fachften Refultate zlı erhalten, bei den echen Sliedern ftehen, fo 
Sommt offenbar Br } 
ni tgt tt ininf. ir 


1.1 1 
— imin] — te 
Die Relhen muͤſſen mit den bekannten Reihen 
33. 3 


x X ‘ on 
nm +, rt 


hbereinftimmen; mithin erhält man, duch Vergleichung der 
Eoefficienten: 


oder 


m inf. 





, I 4 4 rq 2 FE 
Ba ne a. 
1 1 


1 on 
— tina gt. 'b. 
Don. diefen beiden, ebenfalls fehe merfwürdigen, Summenfor⸗ 
meln, ift jede in dee andern enthalten. Muftiplicirtt man näm: 
lich die Reihe b. mit der somanfar Progeffion ‚ 


1 1 1 
Itgtgtgct ——— ak] 





A 
ſo iſt leicht einzuſehan, daß das Product nichts weiter albı bie 
Reihe a., d. i. die Summe der umgekehrten Quadrate der Near 
tuͤrlichen Zahlen fein kann, da B die Summe der umeckeheten 
Quadrate der ungeraden Zahlen war; mithin erhält man bie 
erfigenannte Sunime (a) gleich in? int. wie oben. ' 


127. Schreibt man in den Formeln 5. und gi ($. 125.) 
5 5 ftatt a, fo erglebt dd, un Divifign, folgende Gleichung: 
IHR 
2 | — ⏑ ⏑⏑ —— 0 


oder, wenn man auf beiden. Seiten die —8 amt, und 
die Glieder rechts in Factoren des erften Grades zerlegt: 


log = Ing lag Aa) -lagtt-re) lag (1-2) 
og (1-3) ei) (ih) 


log (147) inint 


Nun iſt . 
alt‘ « F} . 42 . 
dlogt 3 _ da am „da - 
a 
53 2 87 


ke ee BEA 


folglich erhält man aus der. vortehenden Gleichung, durch Dif⸗ 
ferentiation nach a: 


J + I in inf. 1. 
Um dad Integral 





worin a ein pofitivee "Achter Bruch ift, in eine Reihe zu ent- 
wickeln, helle man daſſelbe in zwei Integrale, die von 0 bis 1, 
u von 1 bis. © zu nehmen find. Wied der Quotient 


I. nach Reigenden Potenzen von x entwickelt, fo kommt 


en al 2 7 100.725 


mithin, da für ein pofitioes a, J. —RX n 
iya-1dx 1 4 4 4 





‚Im ”ı In et in in. 2 
Ferner erhält man, durch Entwicklung nach fallenden Potenzen von x, 
— — x Zt ... 
Eee 4 pr 


folglich durch Integration, da, fobald a-—1 negativ ft, 


1 
. a⸗2 
Se dı= ur Pr uff 
ii im 2a 3a 
Die Addition von 2. und 3. ‚giebt: 


Pride _ 1 4: 4_ 1 4 
0 T 7— 1+3 "rat 


1 34 
ir «- ininf. 3. 


«+ in inf, 


“aid * 
o IH sinam 
In der Formel 5. des 8.123. fege man q-+-r=1, und ſchreibe 
a ſtatt q,x ftatt z, alfo 1—a ftatt r; fo fommt, da T1) * 1 iſt, 





4 


dt _ n..0d—a). . 
. Ir a-I(1—a) 5 


Dieſe Formel, verglichen mit der vorſtehenden, giebt einen merk⸗ 
würdigen, die Function T’ betreffenden Sag, der in folgender 


Gleichung enthalten iſt: 

* 

Ta. Ta) 
Hieraus folgt z. B. für a4, indem sin 722, 
T(4)- IH)=n. 
Es iſt aber 19) = =/s er-Idx. 
Man febe my, alſo x==y? und x Fdxsm2dy, (9 fommt: 
Ty)=2 f, ey, 

alfo Se eray=iVr, 


wie ſchon in $. 120., auf: einem gan; anderen Wege, gefunden 
worden iſt. 








, 
u R . — ⸗ 
._ 


3 
Meber die Integration der Ditterentiale von Functio- 
‚ nen mehrerer veränderlider Grössen. 


128, Imn Worhergehenden iſt himretchend bewieſen worden, 
daß jede Function einer veraͤnderlichen Groͤße ein Integral oder 
eine Stammgröge hat, von welcher fie die Ableitung iſt. Hat 
man dagegen eine Kunction zweier und zwar von einander uns 
abhangiger Veraͤnderlicher fCx,y), fo iſt ihr Differential befanntlich: 


df df 
d=d4 dy, | 
oder wenn man = zuc Abkürzung mit y’ bezeichnet, - 
ats (4 Sr) dx. u man die partiellen Abfeis 


tungen von f, —8 % T mit er. 5 mit q, fo find p mdgq 


zwei Kunctionen von x und y, — welchen ein ſolcher Zu⸗ 
fammenhang Statt findet, daß 
dp _da | .  dö d’f 


585 ift, weil 77 I iyi 
Hieraus folgt, daß Mda Ndy nicht das Differential einer 
dM __dN 


Function von.x und y ſein fann, wenn nicht Y % if. 


Wenn aber diefe Bedingung erfüllt wird, fo ift auch Mdx-4+-Ndy 
allemal integrabel, ohne irgend eine Relation zwifchen x und y 
voraus zu feßen. Nämlich man integrive Mdx nad x, indem 
man y als beftändig anfieht, und fege v=/Mdx--Y, wo Y 
eine beliebige Zunction von y, ohne x, bexichret. Hieraus er⸗ 
giebt ſich durch Differentiation: 


, ar. FR a A TIERE 
v— | +( Ä dy + y. 


Nun Tann man Y fo beftimmen, dag 


dM dY 1: nl 
y ar, =N J 
Ay. iM: | 


wird. Nimmt man nämlich von vorftehendem auebruck rech⸗ 
terhand die Ableitung nach x, fo findet min 9 twelche 


Differenz, nach der Vorausfegung, Null if. Alſo iſt 
N Sax eine bloße Function von y, ohne x, und mithin iſt 


v=f (8 7, ix dy 


eine Function von y/ wie verlangt wurde. Daher bat ınan 


u v/Mix+ -f (F— 7 ie)ir, 


und wenn man differentilrt, fo findet man dv— =Mäx-+Ndy; 
alfo ftellt die Sunction v das verlangte, Integral von 
Madx--Ndy dar. - 
‚ Ay‘ 
Berfpiel.. es fel Das 8 Differential ydt—xdy.. vorgelegt, 
dM A 
ſo iß M=y, N=—x, mithin dy. —=1, x =—1; alfo d 
Bedingung der eYntegabifität nicht erfüllt, oder yds_ıdy iR 
nicht. da8 Differential irgend einer Zunction von x und y. 


Ä dx—ıd 
Iſt Kaas — vorgelegt; ſo iſt Mai; 


N=—1; folglid * — 3 alſo die Bedingung 


der gat Zrabllinat erfuͤlt. il.: 
Man erhaͤlt demnach, da SS ydı _ —L, in fo fen y 
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als beftändig angeſehen wird, u 
—— Iıry 

| v : +Y 

Um Y zu beftimmen, hat man 





alfo ift Y eine beftändige Größe, und -—I -+ Const. da? 


verlangte Iategeat yizady, 


‚129. Sol | Mdx-+Nay-t+-Pdz 


ein volRändiges. Differential einer Function dreier unabhängige 


Beränderlichen x, y, z fein, fo wird erfordert, daß, wenn 3. B. 
z als beftändig, alfe dz=0 gefegt wird, auch 


Mdx--N dy. 


ein volifändiges Differential einer Function von x x und y, alle Ä 


W 
ſei. Eben ſo muß auch | 
0.7 aM_dP dN_dP 
fein. :;. Sind diefe drei Bedingungen erfhllt, fo iſt Dee vorgelegte 
Ausdrud. integrabel. Denn man, fege das. Integral von 








Mdx-+-Ndy, in weichem Ausdrucke z als eine beftämbige Groͤße 


angeſehen wird, gleich u, und es fein. 
v=u4+Z 
wo Z eine Dinetioa von ohne x und y, bezeichnet. Alsdann 


ft du = Mix Nay- dz, und ir Ze; 


! 


und man kann Z fo beftimmen, daß 


. 175 i5 
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wird. Nimmt man nämlich von —X die partiellen Ablei⸗ 


tungen nach x und nach y, ſo ſind dieſelben 
dP__d’u un dP_ d’u 
dx dıdz dy dydzı 





d d 0 
Nun iſt aber —=M, und N ; alſo gehen die vorfte: 


Henden Ableitungen von P- über in: 


dP dM dP dN 
dx dz und dy dz’ 
welche Differenzen Null find. :Daher it PR eine bloße Fun⸗ 
etion von z, wie verlangt wurde; und man erhält | 


‚=u+/(P-5) dz 


als diejenige Zunction, deren Differentiat Mdsx+4-Ndy-+-Pdz ift. 


Anmerfung. Eine Aufgabe ähnlicher Art, wie die in den 


vorftehenden $., findet man in $. 149., nach einer anderen Mes 
thode, gelöft. 


Differentialgleichungen. 


1306. Die einfachfte Art. von Differentiafgleichungen zwiſchen 
zwei veränderlichen Größen wird durch die Formel 
Mdx-+-Ndy==0 
angezeigt, in welcher M und N zivei gegebene Zunctionen von x 
und y find. Diefe Gleichung ift von der erſten Ordnung, und 
vom erften Grade (8. 31.)., Wenn der Ausdruck Mdxı-4-Ndy 


dee Bedingung der Integrabilitaͤt Genüge leiſtet, alſo wenn 
dM dN 


585 iſt (8. 128.), fe fi v=/(Mdx+-Ndy); alsdann 
| | 17 
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iſt die vorftehende Differential» &feihung. offenbar einerlei mit 
dv=0, und giebt ald Integral v=Const. 

Wenn aber der Ausdruck Mdx--Ndy nidt, ohne eine Re 
lation zwifchen x und y anzunchmen, integeabel ift, fo kanu man 
fi doch Teicht überzeugen, daß die vorgelegte Gleichung ein Jr: 
tegral bat, oder daß fich immer eine Gleichung zwiſchen x um? 
y finden läßt, welche der vorgelegten Differentialgleihung GSenuͤge 
leiſtet. Diefe Differentialgleihung beftimmt nämlid die Ablei 


tung = als Kunction von x und y; hieraus aber laſſen ſich 


auch die höheren Ableitungen von y nach x fofort finden; und 
man kann mithin, wenn man dem x einen beliebigen Werth bei: 
(egt, und zugleich einen willkuͤrlichen Werth von v annimmt, Der 
diefem Werthe von x entfprechen foll, den Werth von y, wel: 
cher irgend einem x entfprechen foll, wenigſtens Durch eine Reihe, 
mit Hülfe des Taylorfhen Satzes, darftellen. Diefe Darftellung 
würde zwar in den meiften Fällen unbefriedigend fein, aber fie 
lehrt wenigftend, daß die Frage nach der Integration der vorge 
legten Gleichung zuläffig if. Daffelbe fann man auch duch 
geometrifhe Betrachtungen finden, indem die Yufgabe, die GSlei⸗ 
hung Mdx--Ndy=0 zu integriren, darauf hinausfommt, 
eine Eurve zu zeichnen, von welcher nur die Richtung der Tan; 
gente in jedem den Koordinaten x, y entfprechenden Puncte ges 
geben iſt. Man nehme alfo einen Punct, deſſen Eoordinaten x 
‚und y find, an, durch welchen die Eucve gehen fol; laſſe hier: 
auf die Abſciſſe x und k wachfen, wodurch y in y’ übergeht, fo 
wird fi der Werth von y’ wenn k flein genug if, aus ber 
3 3 
Reihe yayı Hr * 
berechnen, und auf dieſe Weiſe ein zweiter Punct der Eurve ers 
halten laſſen. Geht man fodann wieder von diefem zweiten 
Puncte aus, fo wird man einen dritten, und auf die nämliche 
Art beliebig viele Puncte der Eurve finden. Die ganze Eurve 
ift alfo völlig beftimmt, und die Aufgabe allemal loͤsbar. Man 
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nannte früher das, was von der Auflöfung diefer Aufgabe be: 


kannt war, die methodus tangentinm inversa, welche Denen: 
nung aber gegenwärtig veraltet iſt. 


131. Wenn nun die vorgelegte Aufgabe immer lösbar ift, 
fo giebt es eine der obigen Differentialgfeichung Genüge lei⸗ 
ftende Gleichung zwiſchen x und y, welche noch eine unbeftimmte 
Conſtante c enthält. Zu mehrerer Deutlichfeit denfe man fich 
dieſe Gleichung nach c aufgelöft, alfo auf die Form 


v=fß,y)=c 
gebradit. 
Diefe Gleichung giebt, —* Layso, und 
mithin muß, da Mdx-+-Ndy—0, ® "2 :N=; —+N fein. Man 


den Duotienten a :M mit w, fo an 


T=Mw, z —Nw 
y . 
ſein, fo daß die durch Differentiation von f(x,y)=c entftehende 
Gleichung folgende if: 
wMdx-+ wNdy==0. - 
Wenn alfo der Ausdrud Mdx--Ndy=0 die Bedingung der 
Integrabilitaͤt nicht erfüllt, fo giebt es immer eine Function w 
von x und y, mit welcher multipliciet, der Ausdruck ein vollftän: 
diges Differential wird. Die Kenntniß dieſes Factors (den man 
den integrirenden Kactor nennt) wuͤrde fofort zur Integta⸗ 
tion der Differentialgleihung Mdx--Ndy=0 führen. u 
Es muß aber der integrirende Factor w folgender Bedin⸗ 
gung Genüge leiſten: 
dw _dwN) | 
| dy dx 
oder, wenn man die partiellen Ableitungen entwidelt: 
17 * 
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— m —_ nd . 

Die Aufgabe, die Sunction w ir —8 Gleichung zwi: 
ſchen ihr und ihren partiellen Ableitungen nah x und y zu fin: 
den, ift im Allgemeinen eben fo fchmwierig, als die Integration 
der vorgelegten Differentialgleichung: Man kann fih indefia 
obiger Gleichung doch in einigen Fällen mit Nuten bedienen. 
Wenn z. B. der Quotient 

dM_dNy 1 

dy dx 
fein y enthält, alfo eine bloße Function von x ift, welche mit 
X bezeichnet werden mag, fo fann man der vorftehenden Gfei: 
hung für w genügen, indem man w ai eine bloße Function 


von x, on y, betrachtet. Man fege 2° yo fo kommt 


mithin = —=Xdx, alfo log w==/Xdx, und we/Xds, Mul: 
tipficiet man demnach die Gleichung Mdx--Ndy=0, wofern 


, dM dN\1 , 
dieſelbe fo beſchafen it, dab (7 — xx eine blohe 
Zunction von x ift, mit e/*4, fo ift die Gleichung 
e/%d Mdx +-Ndy)=0 


integrabel. Man fege zur Abkürzung e/XuM==u, e/AuN=r, 
fo ift das Integral der vorgelegten Gleichung nach 8. 128. in 
folgender Gleichung enthalten: 


‚fe3+ ( — CB ax dy=Const, 


- „ du dM 
—— — 
ober weil dy =—e/Ad —_, in folgender: 


‚Se X Mdx-- f ( xdx 2 Las dx) dy _ Const. 
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Es ſei M=gr-Yy-Hls, N=Fx-Yy, fo iſt >= px Wy, 


dN ‚ 
FF —=F'x.wy, alfo , 


dM __dN —— 


— ⸗ m 1_ 


mithin wird die Gleichung 


(pryy +id)dx-+-Fryydy—0 
durch Multiplication mit e/Xdx integeict. Setzt man yy—z, 


dividirt durch Fx und fepreibt px, fx ſtatt FR, 5; fo kommt: 
(yx-z-+ fs)dx-+dz=0, a. 


Wird dieſe Gleichung mit eXas multiplicirt, wo K=p; fo 
erhält man: 


e/Xdı Xzdx-He/fd dz = — e/Xd fxdx. 
Man fieht leicht, daß die Glieder auf der linken Seite ein voli⸗ 
ſtaͤndiges Differential bilden, ſo daß ſich 
—— fxdx 
ergiebt. Demnach ift | 
.. e/*dz.2=Const. — fe/X%fxds, 
oder . 2=(C— fe/*difzdx)e /Xda ob. 
das Integral der vorgelegten Gleichung a. 

Wird dem Integrale /Xdx eine willkuͤrliche Conſtante bei⸗ 
gefuͤgt, ſo muß dieſe ſich mit C zu einer einzigen Conſtante ver: 
einigen, da der Werth von 2 nur eine ſolche enthalten kann. 
Eine leichte Rechnung zeigt, daß dieſes wirklich geſchieht. 

Kann zum integrirenden Factor eine bloße Function von y, 
ohne x, genommen werden, ſo findet ein dem vorſtehenden ent⸗ 
ſprechendes Verfahren Statt, wie ſich von ſelbſt verſteht. 

132. Um die Differentialgleichung 

Mdx-- Ndy=0 
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zu integriven, fucht man die Peränderlichen, wenn es möglich iſt, 
von einander zu trennen, oder die Gleichung auf die Form 
zu bringen, in welcher X cine bloße Function von x und Y eine 
bloße Sunction von y ift, und deren Glieder ſich mithin, jedes 
beſonders, integeiven zu laffen. ft 3. B. die Gleichung 
fx-Ydı+Yy-Xdy=0 
vorgelegt, in welcher fx und X fein y,.fo wie ꝙy und Y kein 
‚x enthalten, fo braucht man nur mit XY zu dividiren, wodurch 
fx dx Py dy 
xy ty 
erhält, in welcher die Veränderlichen getrennt find. 
Die Trennung der Veränderlichen gelingt immer, wenn M 
N zwei homogene Zunctionen von gleichem Grade find. Man 
nennt eine Zunction f(x,y) homogen, wenn fie die @igenfchaft 
hat, fobald x, y, in tx, ty Kbergehen, in t=f(x,y) überzugehen, 
fo daß die Gleichung 
f(tx,ty)=t"I(x,y) a. 

die Definition homogener Zunctionen von x und y ausfprict. 
3. DB. die Zunction xy--V x+y* geht, wenn tx,ty ftatt x,y 
gefegt werden, in 1?xy-+-V x*'-+y*) über, ift alfo homogen. 
Der Erponent m von t ift der Grad der homogenen Functionen. 
Die homogene Function vom mten Grade f(x,y) hat die Eigens 
fchaft, daß - 

di(x,y),, + 

dı 

iſt. Rimmt man —8 von der obigen Gleichung a., die Ab⸗ 
leitung nach t, fo kommt 

df(tx,ty)_ , df(ix,ty) 

diix) —* dty) 

und feßt-man t==1, fo erhält man 


man 


y=nflixy) b. 








y=mt*1[(x,y) 


dfw,y), Hay), 
dx 


+ yonfı,y), w. 3. b. w. 


Setzt man in der i a. x4, fo kommt 
ict, Y=t"fll, y); | 
oder wenn in diefer x ftatt t, und t flatt y geſetzt wird, 
fx, W=ıf(d, ij. c. 
Nun fein M=f(x,y), N=g(x,y) zwei homogene Zunctionen 
vom mten Grade, fo geht (wegen c.) die Differentialgleichung 


Mdx-+-Ndy=0, wenn 1x flatt y gefet wird, nach Weglaſfung 
des gemeinſamen Factors x=, über in 


f(1,t) . dx-4+-p(1,1)- dCt,x)==0, 
d. i., wenn man zur Abfürzung ft und gt ſtatt f(1,, pi), 
zugleich auh tdx-Hxdt ſtatt d(tx) fchreibt: 
(ft tot)dx 9t + xdt=0, on 


dx _pt-dt _ J 
oder 77 =), 5 
in welcher die Veränderlichen getrennt find. 


Man fann auch leicht beweifen, daß, wenn M und N zwei 
homogene Zunctionen von gleichem Grade (m) find, der Ausdruck 


Mdx-+ Ndy 
Mx-+-Ny 


“ [4 14 4 ® ⸗ — _ 
ein vollſtaͤndiges Differential, mithin MCHNy ein integrirender 
Foctor der Gleichung Mdx-+-Ndy=0 if. 
u | M u 
Nimmt man nämlich die Ableitung von Mc+Ny nad y, 
N 8X 
und von MsENy nah x, fo fommt, mit Weglafiung des 
Nenner (Mx-+-Ny)”, 
„AM ‚„, dM dN 


, 


954 Ä 
und Mi N N(M+S+ 
oder 5-17 y-MN und (MIO _N)NM. 4. 
Nun ift aber 

dM_, dM AN dN 


atryan mM, + y=uN (nad b.); 
folglich 
dM aN 
(ii —— 
=(m® aM a 
alfo find die beiden Ausdruͤcke d. Anand gleich, w. 3. b. w. 


133. Wenn eine Steichung zwiſchen x, y und der Ablei⸗ 
tung =, in Hinficht auf dieſe letztere von höherem als dem 


erften Grade ift, fo mäßte man fie, um fie auf den erften Grad 
zueücdzufähren, in eine gemwiffe Anzahl von Sactoren von der 


Form 2 16) auflöfen. Setzt man einen diefer Factoren 


I _K=0, und kann man .das Integral diefer Gleichung 
finden, fo befriedigt daffelde auch die vorgelegte Differentialglei- 
bung. Es ſei z. B. —X +b=0, a und b Eonftanten, 


fo erhält man zwei Werthe für Sy ‚ nämlich entiweder za 


oder SB, mithin y—Ax=C, oder y-Be=C. Mon 
fieht, daß, geometrifch gedeutet, die vorgelegte Differentiafglei- 
hang zwei gerade Linien zugleich darftellt, welche gegen die Abs 
feiffenage x, unter gegebenen Winkeln, deren Tangenten A und 
B find, fich neigen, übrigens aber eine willfürliche Lage gegen 
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einander haben, weil die Conſtanten C und C’ beide beliebig find. 
"Beide Integrale werden durch das Product: 

g—Ar- CXy—Bx-C)=0 


zugleich dargeftellt; d. h. man genägt der Differentialgleihung, 


wenn man einen der Factoren dieſes Productes Null fegt. 


Man Fann auch das Integral, ohne die Differentialgleis 
Kung aufzulöfen, auf folgende Art darftellen. Offenbar nämlich 
muß, wenn man hat: 


dy 
— + +b=0, 


,,d .. dy_ 
der Quotient T unveränderlich fein. Man feße En =g, und 


y=gx-+-c, fo ff zugleich qg’+ag+b=0, und das Integral 
der vorgelegten Gleichung erhält man durch Efimingtion von q 


aus den beiden Gleichungen — und T+ar+b=0; 


nämfih: — -O+aly—ds-+brr—0. 
Daſſelbe ftellt zwei gerade Pinien dar, welche die Are, yi in dem 
Punete fehneide, wo x=0, y=c if. 

Dieſe Gleichung enthält eine willkuͤrliche Eonftante, und iſt 
das vollftändige Integral der vorgelegten Differentialgleichung. 
In der That ift jede der beiden früher gefundenen Auflöfungen, 
naͤmlich y—Ax-C=0, und y„-Bı—C=0, einzeln genom> 
men, in ihe enthalten. 


1341. Da fi über die Integration der- Differentialglei⸗ 
chungen keine allgemein anwendbaren Regeln geben laſſen, ſo 
ſollen nur noch einige hierher gehoͤrige Beiſpiele behandeit wer⸗ 
den. Es ſei die Gleichung 

yꝰdyꝰ Axy dx dy 2(2 - y) d 20 
vorgelegt. Dieſelbe giebt 
—D——— 
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mithin ydy-+2xdx=dıV 2%x?-+y?. 

Diefe Gleichung tft offenbar homogen; man feße alfo y=tx, 
fo fommt txltdx-Hxdt)-H2xdx —xdıy 2-+t?, 


oder (?+2)dx+Hıd=dıV 2-+-1?; 
dx tdt " 
ithin — — ——0. 
mith x 240° —_V2-H? 
Man ſetze t?.+2=u?, tdt=udu, fo kommt 
“, uda _g oder “u; 


mithin. logx-Hlog(u—1)=const,, folglih auch x(a—1)=c. 
Setzt man für u feinen Werth, nämlich 


u=-V’= —2, 


fo erhält man 
| VyP+R’—=cH#s, mithin y’+x?—=c?-+2cz, 


welche Gleichung das Integral der vorgelegten ift, und mit der 
in 8. 31. übereinfommt, wenn man c=a feßt. 


135. Es werde die Gleichung einer Eurve verfangt, deren 
Tangenten von einem gegebenen Puncte alle gleich weit abftehen. 
Man nehme diefen Punct zum Anfange der Coordinaten; und feße 

| d(v— y)—dylua—x)=0 

als die Gleichung der Tangente der Eure, im Puncte x, y. 
Dividiet man diefe Sfeichung mit Y dx” +dy?==ds, und fegt 
u=0, v==0, fo hat man den Ausdruck für den fenkrechten Ab⸗ 
ftand a der Tangente vom Anfange der Eoordinaten; mithin foll 


yon, ode? xdy—ydı=a) dı’--dy? fein. 
Um Dil e Gleichung zu integriren, ſetze man dy==qdx; fo kommt: 
x— - ay 149°. 
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Aus dy=qdx folgt, durch theilweiſe Integration, y=gı-/Adq, 
odee qgu—y=/idq, folglih muß Adg=aV/i-rg? fen. 
Diefe Gleichung giebt, differentirt: 





mithin muß man entweder haben: dq=0, oder s=—_. 


Var 
. Die Annahme dg=O giebt q—=const., und folglich ſtellt 


g—y=aVi-+g? 
das Integral der vorgelegten Gleichung dar, worin q die wills 
Fürliche Conftante iſt. Diefe Gleichung bedeutet eine gerade Li⸗ 
nie, deren fenfrechter Abftand vom Anfange der Eoordinaten a 
if. Man genügt aber auch der Differentialgleihung, wenn man 
m fegt, und diefe Sfeihung mit y=gqx—aY 1-rg? 
verbindet, indem man q aus beiden eliminiert. Aus v 1--g?=agq 


erhäft man —— — -, Vir’= — Setzt 


man dieſe Werthe in die an Gleichung, fo * 


= zen — ı_ 73 N oder —y= =Va!—r?, 





alſo x +-y?’=a?, die Gleihung eines Kreifes vom Halbs 
mefler a. 

Daß diefe Gleihung der Differentialgleihung wirklich ge: 
nügt, fieht man leicht, denn fie giebt xdx--ydy=0U, moraus 


2 2 3 
—R—— und Kir) 


\ 








folgen, wie erforderlih. Deſſen ungeachtet ıft fie nicht In dem 
gefundenen Integrale enthalten, welches nur gerade Linien dar: 
ſtellt. Der Kreis aber vom Halbmeſſer a, welchen fie angiebt, 
hat die Eigenfchaft, von allen diefen Geraden berührt zu wer: 
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den; woraus. fchon hervorgeht, daf die Auflöfung durch die Glei⸗ 
hung x?-+-y?’—a’==0 mit dem’ ntegrale in einem engen 
Zufammenhange ſteht. Man nennt foldhe Gleichungen, welche 
einer Differentialgleihung genügen, ohne in dem vollftändigen, 
d. h. mit einer mwillfürlichen Conſtante verfehenen Integrale der⸗ 
felben enthalten zu fein, befondere Aufldfungen der Diffe- 
rentialgleichung. 
\ 

136. 88 fei flx,y‚c)=0 das vollftändige Integrak einer 
Differentlalgleihung, mit der willfürlichen Conſtante c; fo ift Die 
Differentialgleihung felbft nichts anderes, als das Kefultat der 
Elimination von c zwifchen den beiden Gleichungen 
fx, y‚J)=0 und Mac Mayo 
Man beteachte nun die Eonftante c als veränderlich, fo giebt die 
Gleichung f(x,y,‚)==0, differentirt, folgende: 

de. af - 
In vielen Faͤllen iſt es moͤglich, * Conſtante c ale Function 
von x und y fo zu beftimmen, Daß 
df 
de ” =) 
werde. Es fe c=yLlx,y) der aus diefer Bedingung entwif: 
felte veränderliche Werth von c; ſetzt man denſelben in das voll⸗ 
ſtaͤndige Integral, ſo kommt 
(x,y,P)=0, we P=PRy). 
Diefe Gleichung befriedigt offenbar die vorgelegte Differentialglei- 
hung; denn fie giebt 
“ds df df 


a df 
und. da 4” 0 ift, fo giebt fie 9 url dy=0. 
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Eliminirt man 9 aus, diefer Gleichung und aus ICx,y‚P)=0, 
fo erhält man offenbar diefelbe Differentialgleichung, wie vorhin 
bei der limination von c. Wofern nun die Gleichung 
fx,y,P)=0 nicht als ein bloßer befonderer Sal in dem voll: 
ftändigen Integrale enthalten ift (mas ebenfallß fein Fann), fo 
ift fie eine befondere Auflöfung der Differentialgleihung. In 
dem vorigen Beifpiele war qx — y==aV i-rq? das vollftändige 
Integral; q die Eonftante. Nimmt man die Ableitung nach q, 
indem man x und y ungeändert läßt, fo fommt 





= — I 

Via? , | 
aus welcher Gleichung, durch Wegſchaffung von q, ſchon oben 
die beſondere Aufloͤſung x? +-y?==a? gefunden wurde. 

Um die geometrifhe Bedeutung diefer befonderen Aufloͤ⸗ 
fungen kennen zu fernen, fei f(x, y‚J)=0D die Gleichung einer 
Eurve, weiche, indem die unbeftimmte Conſtante c (die man aud), 
in Hinfiht auf die Eurve, einen Parameter nennt) andere 
Werthe erhält, ſich ebenfalld ändern wird. Denkt man fich nun 
den Parameter c in ftetiger Aenderung begriffen, und mithin die 
zugehörige Eurve ebenfalls, fo werden, im Allgemeinen, je zwei 
auf einander folgende Curven einen gemeinſchaftlichen Durch- 
fehnitt haben, deſſen Eoordinaten man erhält, wenn man die 
Gleichungen beider Curven mit einander verbindet. Diefe find 


fx, y, )=0 und f(x,y‚c-+de)==®, 
oder auch, ftatt der zweiten, 
\ f(z,y‚c-rde) — f(x,y, )==0, 


welche, für ein verfchtwindendes dc, auf 0 zuruͤckkommt. 
Wied mun c aus der Gleichung (,y, J)=0 vermittelt 
= weggeſchafft, fo erhält man die Curve, in melcher alle 


jene Durchfchnitte liegen; und dieſe ift alfo die. befondere Auf: 
loͤſung derjenigen Differentialgleihung, von welcher fx,y‚)=0 
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das vollftändige Integral war. Fuͤr irgend einen Punct P der 
Curve, welche die befondere Auflöfung darftellt, und deren Glei⸗ 
dung f(x,y,P)=0 ift, haben x, y, ꝙ beftimmte Werthe. Giebt 
man der Eonftante c den Werth von ꝙ, fo feltten die, beiden 
Gleichungen fix,y,d=0 und fix,y‚p)=0 jmwei mit einans 
der in diefem Puncte P zufammentreffende Eurven dar. Diefe haben 
zugleich in P eine gemeinfchaftliche Tangente, weil dee Werth von 


“7 ‚ mag er aus den Gleichungen 


d, df d 

x, y⸗ — at 

dr de, di 
dy dx dp dp 
genommen fein, offenbar derfelbe ıf. Daher wird die ganze 
Schaar der Eurven von veränderlihem Parameter, welche das 
vollftändige Integral darftellt, von der durch die befondere Auf: 
loͤſung dargeftellten Eurve eingehuͤllt. So tft 3. B. In der 
Aufgabe des vorigen $. ein Kreis die Hülle aller in gleichem Ab: 
ftande a vom Anfange der Koordinaten befindlichen geraden 
Linien. 


Das vollftändige Integral der Gleichung | 


xdy __ fd 
= +(z) 
Cin welcher @ eine Kunction anzeigt) iſt 
u y-—ax=ga, 

two a die willfürlihe Eonftante. Differentiiet man nach a, fo 
fommt x=gY'a, woraus fi, nach Elimination von a, eine be⸗ 
fondere Auflöfung ergiebt, welche die Gleichung einer Curve dar⸗ 
ſtellt, die von allen in dem vollftändigen Integrale enthaltenen 
geraden Linien berührt wird. Dies findet 3.3. Anwendung auf 
die Evolute einer Curve, welche von allen Normalen diefer 
Curve berührt wird. 


oder aus f(x, y, )=0, 


Br 
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137. Es fei noch die Differentialgleichung 
y’(dx?’+-dy?)==(xdx-+-ydy)adx 
vorgelegt; oder geordnet: 2 N 
y’dy’—aydıdy-+-(y’—ax)dı’=0. A. 
Wird diefelbe differentlirt, und d?x=O gefegt, fo fommt 
2y?dyd?y-+2ydy’—adıdy?—aydıd?y-+(2ydy-adx)dx? ==0. 


Entwidelt man hieraus den Werth von ei 7, fo kommt: 


_ (adx—2ydy)(dy?-+dx?) 
wg = ——  (2y*dy—aydx)dx? | 
Setzt man den gemeinfchaftlichen Factor das Zählers und Nen⸗ 

nerd Null, nämlich: 





B. 





| 2ydy—adı=0, “ | 
fo wird die vorftehende ee befriedigt, ohne daß daraus 
ein beftimmter Werth für 2 hervorgeht. Man ſetze y? axu, 
fo geht die Gleichung A,, —* ſich auch, wie folgt, ſchreiben ft, 
(ydy—adı)ydy-+(y?—ax)dı?=0, 


über in (du—adx)ydy-+2udı? =0 
oder (du—adx)(du-radx)-Hiudx? =0, 
oder, du?--(du—a?)dx?—=0, 


Diefe Gleichung oder die Gleichung A. wird mithin oflenbar be: 
friedigt, wenn man fegt: du—a?’==0, oder 

y’—ax=ia?. C. | 
Wird feener aus B. der gemeinfchaftlihe Factor 2ydy —adx 
weggelaflen, jo fommt 

yd’y-Hdy?-+dı?=0, 
eine Differmtialgleihung zweiter Drdnung. Man bemerft leicht, 
daß “  yd’y-Pdy?==d(ydy) 
it; mithin giebt die vorftehende Gleichung: 

X 
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d(ydy)-+-dx”==0, oder A) +0; 


daher durch einmalige Integration: 
ydy-H(x—k)d=0, 
. und durch eine zweite Integration | 
„”’ra-D’=g’; 

wo k und g willkuͤrliche Eonftanten find. 

Man fege die Werthe von y? und ydy, aus den zuletzt ge 
fundenen Gleichungen, in A., fo fommt: 

(x—k)?-Fa(ı—k)++g?—(s—k)?’—ax=0. 
Entwickelt man diefe Gleichung, fo fällt x weg, und man erhält 
gꝰ — ak=i). 
Folglich ift y?-+(x—k)?=ak D. 
das vollſtaͤndige Integral der Differsntiafgleihung A., mit der 
willfürlichen Eonftante k. Die Gleihung C., welche ebenfalls 
der Differentialgleihung genügte, iſt aber nicht in diefem Inte⸗ 
: geale enthalten. Denn wäre fie es, fo müßte es einen beftändi- 
gen Werth geben, der, für k gefegt, die Gleichung D. in C. 
verwandelte. Um diefen zu befinden, wenn ee vorhanden ift, elis 
minire man y aus C. und D., fo kommt 
x+32’-(i—k)’=ak; 
Wird diefe Gleichung nach k aufgelöft, fo kommt 
k? — (2x+2)k + (2432)? =0, 

oder (k—x—1a)?==0. 
Man fieht, daß der Werth von k nicht unabhängig von x aus⸗ 
fällt, und daß mithin die Gleichung D. nicht dadurd in C 
übergehen kann, daß man irgend einen beftändigen Werth für 
k einfegt. Daher ift C. eine befondere Auflöfung der Differens 
tiofgleihung A. Man bemerfe noch, daß diefelbe, twie auch ſchon 
die befondere Auflöfung in F. 136., unabhängig von dem voll: 
ſtaͤndigen Integrale, durch Differentiation der Gleichung A, ger 
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funden worden ift, nämlich als der Factor, welcher, gleich Null 
seien hi Öfeichung B. befriedigte, ohne einen beftimmten Merth 


von = zu liefern. Man Pann diefelbe nach der Methode des 


vorigen $. auch aus dem vollftändigen Integrale D. erhalten, 
wenn dieſes als befannt vorausgefegt wird. Zu dem Ende braucht 
man nur die Ableitung von D. nach k gleih Null zu feßen; 
man findet —2xk)=a, alfo k=x-+ta, welcher 
Werth in D geſetzt: | 

y?+la?=a(x-+la) oder y "aha 
giebt, übereinftimmend mit C. 


Die Gleichung D. bedeutet eine Schaar von Streifen,” deren 
Mittelpuncte auf der Are x liegen, und deren Halbmeffer ſich 
nach dem Geſetze ändern, daß, wenn k der Abftand des Mittel: 
puncte8 vom Anfange der Coordinaten ff, Wak den zugehoͤri⸗ 
gen Halbmeffer ausdrüdt, Alle diefe Kreife werden von der 
dur die Gleichung C. ausgedräcten Parabel eingehültt. 

Dies, find einige Beifpiele von befonderen Aufldfungen. 
" Eine vollftändige Theorie derfelben würde hier zu mweitläufig fein. 


Einige Beifpiele von Differentlalgleichungen höhe: 
rer Ordnungen zwifchen zwei Veränderlicen. 


4133. Daß es immer eine Relation zwiſchen x und y giebt, 

welche einer gegebenen Gleichung zwiſchen x, y und mehreren Ab: 
2y 

=, J, u. ſ. f. Genuͤge leiſtet, 
kann man ſich, mit Huͤlfe des Taylorſchen Eatzes, auf ähnliche 
Weiſe flar machen, wie in $. 120. in Bezug auf die Differen- 
tialgleichungen erften Drdnung angedeutet worden if. Naͤmlich 
wenn die Differentialgleihung 3. B. von der jmeiten Ordnung 


leitungen von y nach x, d. i. 


Tr 
ft, fo wird — durch x, v2 ausgedruͤckt, woraus man die 
418 


“ 
S 
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Z mem, j Den som“, 
Die Einfegung diefer Werthe giebt, nach Weglaflung des gemein | 
famen Factors em, folgende Gleichung zur Befimmung von m: | 
m?’-ra ‚m+a,=0. 
Bezeichnet man die Wurzeln derfelben mit m, und m,, fo 
fommt yı=e"“ und yeo®t, 
Jeder diefer Werthe befriedigt die vorgelegte Gleichung und ift 
ein Integral derfelben; da er aber Feine mwillfürliche Conſtante 
enthält, fo ift er nur ein unvollftändiges Integral. Man fieht 
aber leicht, daß auch die Kuncion y=C,yı +Cy., in 
weicher C,, Ca ‚beliebige Conſtanten find, diefer Gleichung ge 
nügen. muß, wenn y, und .ys ihr genügen; und da bies bei den 
obigen Werthen von yı, ya der Hall ift, fo erhält man. 
. EC, em" +C, ei“ 
als voltändiges Integral der vorgelegten Gleichung, mit den 
willkuͤrlichen Conſtanten C, und C.. 
Wenn die Wurzeln m, und m, der Gleichung 
ın?--a,m-Fa,=0 
Imoginde find, fo fege man u 
nm, =p-+qi, m =p—qi; 
ſo wird emo: erimzeP:(cos gx-Hisingz) 
er — ee m eP*(cos mis sin m. 
Folglich erhaͤlt man 
y=(C.-HO,)erkcos gr-H(C,—C,)i- ek singz, 
oder wenn man C,+C,=A, (C,-Ci=B feht, 
y=erAcosqx-+-Beingt), 
aie die in dieſem Falle paſſende Form des Zilegral. A und 
B ſind willkuͤrliche Conſtanten. 
Wenn die Wurzeln m, und m, einander gleich find, fo lie: 
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fert die Formel em nur ein unvollftändiges Integraf. - Alsdann 
erhäft man ein zweites ‚ Menn ‚mau man die Ableitung von 


yızen nach mnimmt, de i. Bett Sept wan haͤme 
ih fuͤr y vie — — mape-1-"s 


.treyıgph 7) ..hre: Ni 


day,” sit 4 OT 


nn nn dB —— ——— ⸗ 





En ie 2 
fg. © 
eben fo.!“ı 4% 
fotgic, wer „yes ya fo 


or an ai an 


dx‘, 
MIR. De Be EEE: , . 0. I 





d? * dyı 

d —— öαν)— ae) 
ng a na — — 

| ‚dm _ dm 

Femz(mipam+a,) pen An-ta,). . gti 

Segt man nun m’-Fa,m+a,=0, und find die beiden, hier: 
aus dnefpiingenden Werthe vor m. einander "gleich, v wird auch 
zugleich Zm-ta ‚=0;. folglich iſt 

a | 
ataiz “7 = 





N 


für yızeorx und für . yıem, wenn m die, Wurjel der 
Gleichung mꝰFarm-a, =(m-+Ja,)?=0, "oder - 
iſt. Das vollfiändige Integral der vorgelegten Gleichuns iſt 


alsdann — 

oder y=(C, C, ers. | u. 

Auf Ahntiche Weiſe echält man z. B. das Integral der Gleichung 
"d’y_ d’y 


dy 
xt ı jetz +3,y=0 


1 4 
N ‘ 
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dut die Kormel Da 

in yC, u C, Ce, 

FREUEN 0, m3, {De Wurzeln der Gleichung 
N m’+am?-Hamta,d °. 7 
find. Wenn diefe Gleihung z. B. drei glejche Wurzeln (m) bat, 
fo nimmt das Integral folgertde Form. on: 

y=tC ‚t+&,x+t ‚Tem. 

In diefem Falle erhält man did aus dem unvollftändigen 


Integrale y,—e® itoel andete; indem man die Ableitungen 
von diefen nach m nimmt, nämlich 


d Ayo. 
Ja mie, —— xXꝰ erx. 


Der Beweis wird, mit. Hoͤlfe der bekannten Säge, welche die 
gleichen Wurzeln algebraiſcher leitungen betreffen, auf ähnliche 
Meife geführt, wie verhin. w 


’_ 





140. Wenn in der, Tineären Sifentulglerhung nter 
Hrdnung oo 
u dry de-t1y I ge-25 dy 
——8— a ea We 70 22) 
die Eoefficienten a,, az, ** An fammtlich Functionen von x, 
ohne y, find, fo reiht es ebenfalls hin, n unvollftändige Inte 
grafe derfelben zu Fennen, um fofort das vollftändige Integral 
zu: erhalten. Denn es fein "-Yı7 Ya, *- Ya Functionen vonx, 
welche der vorftehenden Gleichung genügen, fo genhgt denfelben 
au, wie leicht zu fehen, Die daraus zufammengefeßte Function 
y=Cyı+C.y3-+-+ Coya 

in welcher Ci, Ca, + Ca Conſtanten find. Sind daher die 
‚Sunctionen Yı, Ya, ** Ya alle von einander verfchteden, fo 


ftelt x das volltändige Integral der vorgelegten Differential: 
gleichung dar. 
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Setzt man yer, und ng, fo wird dieſe Differential⸗ 
gleichung auf eine andere zwiſchen q und x zuruͤckgefuͤhrt, die 
nur nad) der n—ten Ordnung, aber nicht mehe lineär if. Die 
vorgelegte Gleichung ſei z. B. 

.d?y. dy 
. tigt 
a, und. a, Functionen von. x, ohne y. Wird y==e" gefest, 
fo kommt dy=et-du, d’y=e(d’ur-du?); folglich geht 
die Gleichung in Aa über: 


+ +(2) — 
nachdem der gemeinſame Bactor eu meggelaffen worden ift. 


Bird ferner og geſetzt, ſo kommt 


227 9, | 


—* —E 


welche Gleichung nur noch von der erſten Ordnung, aber nicht 
mehr lineaͤr ift, weil q darin. in der zweiten Potenz vorkommt. 


141. Wenn in der linearen Differentialgleichung: 
n—1 

Ira, —* ·a41557* 4 Any —V 
Die Coefficienten a, aa, *- an, ſo wie v, Sonftanten find, fo 
fege man .y—v=a,z, woraus dy=dz, d’y=d?z, u. f. f. 
folgt. Die Gleichung wird dadurch auf eine andere gebracht, 
in welcher das legte Glied, auf der rechten Seite, Null ift, wie 
in 8. 139. angenommen wurde. Sind aber a,, as, -- au, v 
Sunctionen von x, ohne y, fo läßt fich die Aufgabe wenigſtens 
vereinfachen, wie hier an dem Beifpiele einer Differentialgfeis 
hung zweiter Ordnung gezeigt werden fol. Es fei 


d? d 
tun taymr A 
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die vorgelegte Gleichung, ar, as, v Functionen von x, ohne y. 
Man fuche zuerft zwei unvollftändige Integrale der Gleichung 


d? dy 
Are. ray=0, RB. 


\ welche mit yı und y, bezeichnet werden mögen; ſo if 
—C,yı+C,y2 das vollftändige Integral von B Be 
trachtet mar nunmehr C, und G, nit als Eonftanten, ſon⸗ 
dorn.ald Functionen von x, fo Laffen fich diefe fo beflimmen, daß 
der Werth von y der Gleichung A. Cenüge leiſtet. Wird naͤm⸗ 

lih die Gleichung y=C,yı+Csys differentüst, fo kommt: 
dy=C,dyı+Cedy.+yıdGı+yadC,. 
Nun ſetze man yıdl,+y.dC,=0; fo wird 

‚dy=C, dyı +C.dy;, 
und hieraus 
d’y=C,d’y, +Cad?ya+dC,dyı-+dCadys. 

Man erhält demnach Zu a⸗ \ 
C (era +asyı) “ 


@y _.dy d’y, A 
tag tra y= +C, Gr +2, arten) .. 


% dC, dya' " dC, dy3, ” 
dx dx " dx dx 


Weil aber, nach der Annahme, 


da a a⸗ d 
rt ra, Fr tat, 


fo folgt 
d’y — dy, , dC, dy⸗ 


dx 
dc, 
dx 


Man beftimme demnach Eur und — aus den Gfeichungen : 


dC, dC, dyı dc, ‚dy,,dC, _ . 
trete tra 
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fo erhält man diefe Srhhen als Saetunn wor ante, 


und demnach ER Son, . — 
oder = por E,=/px- dx. 


Das indie, 8 der vorgelegten, — iſt als⸗ 
dann folgendes: | —— 
——— ‚de. Ar | PA 4 

e x eh rt Sn 


Weber die Integratton einer Diterentien bieihan 
von erſter Ordnung!und vom erfien Geade zibien? 


ſchen drei Veeanderlichen. iſ 

. 747 4° "4 

m. fr ſei die Gleichung En — 
Mdæx -Nay Pο.... 


vorgelegt, in welcher M, N, P als Sunctionen don x, y, z ge 
geben find. Wenn es moͤglich iſt, diefe Blelchung durch ehie 
Gleichung zwiſchen x, y, z,:'mit einer. willkuͤrlichen Conſtante, 
zu integriren, fo ſei vazgondt. - Diefes Irtegralʒ aber ae 
fih offenbar eg 


ne dv, dr de En . 
M:N Be: Fr 


verhalten, alfo muß ein Se w verbanden fein, weicher giebt 
ZenM, TWN, Ten, 


mithin auch, 7 
d(wM)__ d(wN) d(wM) __ ACmP) . AN d(wP) 
 dy xt au’ do. dy ’ 
fo daß der Ausdrud w(Mdx-+-NdyrpPdz) ein vollftändiges 
Differential iſt. F. 129. Entwickelt man die vorſtehenden Glei⸗ 
chungen, ſo kommt: 


‚ 








de rim 
a NE FiyTti =0. | 
= dP- dM\ _ 
—* am (AN 3 
=—=0, 


pi man die je Gleichungen B., der Keihe nach, mit 


P, N, M, fo fommt durch Addition 
dM dN ‚‘dP dM dN dP 
r Y.,&)*r +N \dx- dz +M(G 5) C 


Dies, iſt eine. Proingmgeakeihung, welche die drei Functionen 
M, N, P erfüllen muͤſen, wenn die, Gleichungen B. mit cinan⸗ 
dee verträglich, oder ein integrirender Factor w möglich fein 
fol. Vorausgeſetzt, daß die Bedingung C. erfüllt if, fo Hat die 
Gleichung A. allemal ein. Integral von der Form v==const., 
in welche v eine gewiſſe Function von, x, y, zit. Man inte 
griee nämlich, zuerft z sonftant fegend, die Gleichung 
9— Mdx«:-Ndy==0; D. 
es ſei u4-gn=0:'das Integral, worin 92 die Stelle der Eon: 
ftante vertritt. Differentlict man die Gleichung u-Yz==0, 
fo fommt, weil = =/M, in fein muß (A der integri- 
rende Fartor von D.) 

KM&+Nay4- (Fr +-92)da=0. 


Dieie Gleichung werde mit 
 AMdx-H-ANdy-+APdz=0 
verglichen; ſo muß offenbar 


| 2 d 9 
oder | gyı=ıP— Tan. 
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In der That Tann man jeigen, daß ip —* auf eine, BIoße 
Function von z und 9z zuruͤckkommt, wenn ‚die: Gleichung 


u->92=20 vorausgeſetzt wird. Betrachtet man naͤmlich in 


dieſer Gleichung * als beſtaͤndig, ſo wird y eine Genern voit 
x, und Y= —* Ferner giebt der Ausdruck ap _58; fo 


differentiiet, als r z beftändig mäte, die Ableitung 
d(AP) ap), dy den du dy 


V———— — —⏑ —⏑ — 


dk BZ x dxrdz. dydz dx 
ne du dy " 
oder, menn man fie 9a de dy’ —* Ihte Werthe IM, AN, * fett, 
und mit. N multiplicirt,.. , on Don 
war) _ un_ dam, dCAN): , 


oder: 
nr [sE-2) u —R& 


Nun iſt aber, nach der Vorausfetzung Fu en, | oder 


2 _.na un M 


’ Ber 


folglich 
nnd), nei —X (tin) 


wegen C, alfo ASo. Fofgtich iſt 2 wenn man dar⸗ 


aus y mit Huͤlfe der Gleichung ur-pz==0 eliminirt hat, eine 
bloße Function von z und @z, ohne x, weil ihre Ableitung A 
nah x Null ift, und man erhäft demnach zur Beſtimmung don 
p die Gleichung 


du , 
ler had 


meiche als eine Differentlalgleichung Wwiſchen 2 ‚pnd. 9z, nad 
gefchehener Elimination von y, zu betrachten ift, ‘aus der fich 
alfo pr widtrum:beftimmen-Täßt.: a1 "oe" 

m + Waf diefe Weiſe ift die vorgelegte Aufgabe auf Die Integra⸗ 
tion sıden . Diferintigfeigungen ‚geelfchen zwei Berinderüchen 
arüchgefüht. ., Pe .3 4... 53. 


Beifpiek.,. & fi bie Steicung, 
Bay Hauch are 
vorgelegt; alfo re ze 
tt. M=ı, N=—, —Er | 


velche Werthe die Bedingung C. befriedigen, wie man leicht ſin⸗ 
den wird. Van integrire 2dxxdy=0, 2 conſtant ſetzend; 


i 
.1 


fo wird Ast, und logx-y; alſo 
Fu ds = x rlogr- dz; 


Folatich muß das Integral iM der Feorm 
un. Blogx— yrgı=0 
erhalten, und zugleich — 
gı=ırlogs—lbgı=ı 
fein, alfo - Qz==42?. 
Daher hat die vorftehende Gleichung das Integral 
le, ° ulpgs— y+32’= const. 


449. Wenn die Bedingung C. nicht erfüllt wird, fo giebt 
es auch Fein Integral von Mdx--Ndy-+-Pdz=0 ik der 
Sorm fx,y,z)==0. : Offenbar aber kann man bdiefer Glei⸗ 
hung immer durch zwei Gleichungen. zwiſchen x, y und z Ge 
nuͤge leiten, nämlich wenn men für y eine ganz beitebige Fun⸗ 
etion fett, fo wird z wieder ald Function von x beftimmt. Um 
alle diefe möglichen Auflöfungen umfaffend darzuftellen, verfahre 
man wie folgt: Man ıntegrive wieder Mdx--Ndy=0, z 








als eönfiant betrachtend. Das Integral ſei u4-pz=0, wo 97 
eine beliebige Function vor z if, die hier die’ Stelle der Eon⸗ 
ſtante vertritt. Nun diferentire man die —— u+92=0, 


nad x, y, 2; ſo kommt, weil Fa ya, wie oben,) 


 AMdx-FANdy-+ (+92) d2=0. J BE 


| 

Man feße m +yr; fo erhält man“ folgende Iwe 
Steigungen: “ Due 
| up, mung 


welche zufammen die vorgelegte befriedigem. Geometriſch Beben 
ten diefelben offenbar eine unendliche Anzahl , won Curven im 
Raume, denen eine gemeinfame, in der Differentialgleichung :außr 
gedrückte, Eigenſchaft zukommt. 


Beiſpiel. Die Gleichung y’dx-Hxtdy+-de=O ger 
nügt '.dee "VEdingung. C. niet. - Integrirt man Aber zudfl 


y’ds+x’dy=0, fo ſieht man leicht, doß ea ein in⸗ 


xy 


tegrirender Kactor iſt, wodurch + —=(, alfo um: 4 4 


erhaften wird. Hieraus feigt 2 und, weil?” E 


H "ir, y’ ER se, ıL 
— E— a golstie iſt das verngte Integral infole 
genden Sleihungen enthalten; 


t 1: 1 N 
— und 75 re a rn}; 


wo De eine beliebige Function bon Z iſt 


PD. .] 


’ 


RB 


'degeben, in weicher P, Q, R, Functionen von x, y, z find. 
Schaͤfft man verittittelft derfelben eine der. Größen p, GH B. 


q aus | de=pdr-+gdy 
hinweg, fo. fommt ’ 
De Qdi—Rdy=p(Qds—Pay). 


Der einfachſte Fall iſt, wenn in dem Ansdrucke Qdx—Pdy nur 
x und y, aber nicht z, und in Odz—Rdy nur z und y, aber 
nit x, vorkommen. Alsdann Tann man zwei integrirende 
Factoren w und w' finden, welche die Ausdrücke 


w(Qdz—Rdy) : und w(Qdx—Pdy) 
zu vollſzaͤndigen Diferentialen machen. Es fei der erſte gleich 
dM, der zweite gleich AN, fo erhält man 
ww'(Odz-—-RdyJ)—pww{Qds—Pdy) 
oder wdM=pwdN. 


Diefe Gleichung kann toieder nur beſtehen wenn M eine Function 
von N ni alſo it 

Mæ (N) 
das grelangie Antegrak;, ‘worin 9 eine befiebige Zunction andeu: 
tet. Der Beweis it der nämliche, welcher. ſogleich nachher für 
den allgemeineren Bat gerührt werben wird. 


\ \ Es ſei 3. 9. pr—gy=0 ‚gegeben; fo folgt en, 
und aus demepdr-H-ady, : 


da=p(de+ NN) 


Im 
ober / da=E (six yay)=3F dearry?), 

Man fege x’--y’=u, fo verlangt die vorſtehende Gleichung, 
daß 2 eine Function von u ſei; und das geſuchte Integral iſt 
2==p(x’-Fy?). 

Daffelbe giebt in der That 





| 


N 2 | 
peipar+y"), geiyyar+y?), 
mithin py=g, w. 3. 5. w. 
Diefe Gleichung umfaßt alle Klächen, welche durch Umdrehung 


‘einee Curve um die Age der z entftehen. 


147. Wenn der erwähnte einfache Fall nicht Statt findet, 

fondern jeder der Ausdrücke 
Qdz—Rdy und Qdx—Pay 

ale drei Veränderlihe enthält, fo laͤßt fich die vorgelegte par- 
tielle Differentialgleihung integeiren, wenn man im Stande ift, 
zwei Gleichungen zwifchen x, y, z zu finden, welche den Glei⸗ 
Ahungen  OQdz—Rdy=0 und Odx— Pdy==0 
zugleich Genuͤge leiſten. Es ſeien a-und b die in diefen lei: 
chu.zen vorfommenden willfürlichen Eonftanten, und die Gleis 


chungen felbft dargeftellt durch 


M=-a, N=b, 
wo M und N $unctionen von x, y, z find. Betrachtet man 
nun a al6 eine Function von b, fest alfo a=gpb, fo wird 


M==y(N) eine Gleichung zwiſchen x, y, z fein, die dee vorges, 


legten Genuͤge thut, indem fie zugleich eine willfärliche Function 
p enthält. Nimmt man nämlich die partiellen Ableitungen von z 


aus j — , 
fo ergiebt fich N 


rare rer) 
rent): 


mithin, durch Wegſchaffung von PN, 
(E+: dzP —WF — )= (+z (+ 


oder geordnet: 
dN dM__dM,dN 9) (VR. _ dN, dM 
dy da dy a) K d 
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Ir — * dy 


Nah der Vorausfegung aber müßen die beiden Gleichungen 


dM dM dM 
de d* +, +7, 4= *0 


dN IN aN 

F —- ds +7,07 dy + 7, 2= 0 
einerlei fein mit Qdz—Rdy=0, Qds—Pdy=0. Rimmt 
man die Verhältniffe dx:dy:dz aus den obigen Gleichungen, 
ſo fommt: , 


dM dN_ dM dN,dM ‚N _dM, dN,dM ‚QN__dM_dN 
dad dy&’ «ka d a’dy «k dx dy 


=dı; dy: ° dz; %_ \ 

anderefes aber iſt acch P:QO:R=dı:dyr: ds; 
woraus die Uebereinſtimmung der Gleichung A. mit der vorge⸗ 
legten Pp+Qqg=R 
hervorgeht. 

Als einfaches Beifpiel kann die fhon in 144. betrachtete 
Gleichung = -==p==f(s,y,z) dienen, deren Fntegration auf die 
der beiden Stekhungen dz—pdı=0 und dy=0 zurücfommt. 


L 


Dariations - Rechnung. 


148. Fur Auflöfung gewiſſer Arte von Aufgaben, von 
welchen nachher einige Beifpiele folgen follen, ift e8 nöthia, aus: 
zudräcden, daß eine Function y von x in eine andere Zunction 
Y übergeht, oder daß die Abhängigfelt zwiſchen y und x als 
veränderlich gedacht wird. Man leiſtet dies eben fo einfach als 
allgemein dadurch, daß man für die Aenterung der Zunction, 
d. i. Y—y, welche man auch die Variation von y nennt, ein 
dem Differentials Zeichen dy ähnliches Zeichen oͤy einführt; fo 
daß, wenn y die urfprüngliche, Y die geänderte Function ift, die 
Bariation Y—ydy cine ganz beliebige Zunction von x bes 
Deutet. 


Um aber, wie fpäter deutlich werden wird, mehr Gleichfoͤr⸗ 
migfeit in die Rechnung zu bringen, werde der Begriff der Bas 
riation noch etwas anders gefaft. Nämlich man fege die Aen⸗ 
derung Y—ykılz,k), In diefem Ausdrucke bezeichnet k 
eine beliebige Sonftante, YCx,k) eine willfürlihe. Sunction von x x 
und k; übrigens ift derfelbe fo gebildet, daß Y—y, für k0, 
Null, und für ein ſehr kleines k, ebenfalls fehr Hein wird. 
Nun entwickele man die Function YCx,k) nad) Potenzen von k, 
und bezeichne die Toefficienten der Entwickelung mit Sy, 40°y, 


u. f. fr fo daß 
6? 
Ylx,k)=6y ++ .., 
und kyk)—kiy + 0y + 


fei, und demnach. der geänderte Werth von y, d. I. Y Y dur 
19 * 


y+kiy-+ ye 


ausgedrückt werde. Der Coefficient von k, d. i. Iy, welcher 
eine ganz beliebige Function von x, ohne k, darſtelt, die aus )(Cx,k) 
entfteht, wenn k==0 gefegt wird, heiße die Variation von y. 

Es ſei v eine beliebige Function von x, y, z; zugleid 
werden y und z als Functionen von x gedacht. Gebt man 
y+köy-o, z-yköz-p ftatt y, z in v; fo fi V der hier 
aus entficehende geänderte Ausdrud von v. Entwidelt man nun 
V nach Potenzen von k, fo heiße wieder der Coefficient der er⸗ 
ſten Potenz. von k die Variation von v, -und werde mit dv be: 
zeichnet, fo daß Vz=v.pkövte fe, Man fieht fofort, daf 
dv nichts Anderes iſt, als der Merth, welchen der Quotient 
SIT für k=0 enfält. üm denfaben zu entwickeln, braucht 
man J ch nur der gewoͤhnlichen Regeln der Differentialrechnung 
zu bedienen, fo findet man ſofort 

dv dv 
= rt | 
Wenn y in y-4-köy (mit Weglaffung der höheren Potenzen von 
k) übergeht, fo verwandelt fich die Ableitung 


4.) Pay) _ Ay 

| —— dee den 

Der geänderte Werth von ya muß aber auch durch ya-t-kdy. 
bezeichnet werden; u iſt 











dröy 
dı® , 


d"ö 

ya de α— 
d. h. um die Variation der Ableitung zu finden, braucht man nur 
die nte Ableitung der Variation von y zu nehmen. 


dee) 


Die vollſtaͤndige nte Ableitung "von v werde mit 


bezeichnet, fo daß z. B. die erſte Ableitung 
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Ko, T dv dy _ dv dz 


dx dz dı ' \ 
fei, in welcher Kormel Pr dy' * pactielle Ableitungen von 


v,.nad x, y,2 find. Um die Variation von Te), di 


s(ZL (v) de X) 








‚wu finden, muß man in y-+köy, z-+.kbz: ftatt 
y,x ſchreiben, und hierauf den Gorfiienten von k.enttoicein. Es 
ift aber offenbar einerlei, ob man zuerft ——— 2 ©) entwickelt, und 


hiecauf y-4-köy, z-I-kiz ſtatt y,z Keen, öder ob man durch 
Einfeßung von y-Hköy, z4-köz zuerſt v in V übergehen IäßE, 
und fodann die Ableitung von V nimmt. Demnach ift 

d“(V) d’(v) d" —) 











de(v) er x he det _ k , 
9 dx® )= — Te dx“ für k=0; 
und weil, mit Belafıng der höheren Potenzen von k, 
Vz=v-+köv 


ift, fo erhäft man | 
dr(v)\ __ d’(dv) 
a( de? ) oe 
Man findet alfo die Variation einer beliebigen Ableitung von v, 
wenn man die Ableitung der Variation von v nimmt. Auf die 
nämfiche Weife findet man auch die Variation eines beliebigen 
Integrals von v duch das Integral der Variation dv; 3. B. 
ift für das erfte Integral: 
J ò vdx?ſor· di. 
Denn man hat nach der Deſinition 
of _ =f (=?) dx für 0, 


aljo :  Sfrds==föv dx. 
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‚Hierin find die Regeln fuͤr das Verfahren der Variationsrech⸗ 

nung enthalten.  Diefelben geften fowohl, wenn die in vw vor 
kommenden Zunctionen y, z u. f. f. unabhängig von einander 
find, als auch, wenn fie es nicht find; 3. B. alfo wenn außer y 
in v nur nach Ableitungen von y nad x vorkommen, wie im 
Folgenden der Fall ſein wird. 


149. Es ſei v=lls, y, y', y”) eine Function von x, y 
and hen beiden erfen Ableitungen von y nah x, nämlich 


42 
| vl und. re . Je nachdem die Sunction v befchaffen 


at, kann eb. entweder .eine Function u von.x, y, y', naͤmlich 
u=29(2, y, Y), geben, von welcher v die vollftändige Ableitung 
ift, oder es kann eine ſolche Function u nicht geben. In dem 
erften Falle ift v allgemein, ohne Ruͤckſicht auf die Abhängigkeit 
zwifchen x und y,. integrabel; im anderen Salle ift v nicht all 
gemein integrabel, fondern das Integral /vdx muß in jedem 
Salle befonder® gefucht werden, je nachdem y dieſe oder jene 
Function von x if. Die Function u Fann ihrerfeitd wieder all: 
gemein integrabel fein, d. h. es Pant eine Function u, =P,(x,y) 


geben, aus welher u=— nn hervorgeht, oder nicht. Die Fun⸗ 


ction u, wäre daß zweite Sntegeat von v, fo wie u das erfte. 
Die Bedingungen, unter welchen. v ein erfied, und ferner ein 
zweites Integral hat, laſſen ſich mit Hülfe der Variations⸗Rech⸗ 
nung finden. Man wird in der Folge leicht bemerken, daß die 
Methode im Wefentlichen die nämliche bleiben muß, wenn die in 
v vorfommenden Ableitungen von y die zweite Ordnung über: 
ſteigen, was bier der Kürze wegen nicht angenommen wird. 
Wenn die Function v integrabel ift, fo muß 
u=plx, y, M)=/rdx 

fein. Läßt man, in v und in u, y in y-Hköy übergehen, und 
vergleicht die Eoefficienten der erften Potenzen von k mit einan: 
der, fo fommt du==föv-dx; d. h. wenn v integrabel ift, fo 
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muß auch die Variation dv Integrabel.fein; und joe ft du sr 
Integral. Man ſchreibe zur Abkuͤrzung v’ für $ Tu v" für 27 u 
_dr ‚ddy Pr 
fo ift — Ir tr 
er ' „dd 
mithin du==/dv-di= T tr ddy-+v =] 
Der vorftehende Ausdrud für du Säßt fi) duch theilmelfe Ins 
tegration in zwei Theile zerlegen, vom welchen der eine dom In⸗ 
tegealzeichen frei, der andere noch damit behaftet iſt. Es wird 
ſich aber zeigen, daß der unter dem Integralzeichen befindliche 
Theil, feiner Befchaffenheit wegen, niemals Inregrabel fein fann, 
und mithin Wertifch Null fein muß, wenn die Variativn öv in⸗ 
tegrabel fein fol. 
Man ſmdet nämlich durch theilweiſe Witereton 
Svddy=vdy—fdv').dy; 
wo dv‘) das volipändige Differential von v bedeutet. Ferner iſt 
d av 2 Kr"). N, 


für —** If gay: Ba —— 1), 
folglich 


"pre 9 — 16” ) A, FOR — 


Sest man die vorſtehenden inte in den obigen von du ein, 
fo fommt 

— „döy 2* d’(v") 
du=väyr TE y+f [z- Joyar. 


+ 





, dv um dw”) 
‚gs fei dy u ta ix: _————L, 


fo iſt L eine Function von x, y und einigen Ableitungen 
von y nach z, ohne dy. Iſt nun. Li nicht identifch Null, fo 
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muß; nach der obigen Formel, wenn De Martin de db Jar 
tegral du =; du „or + in dy 


haben ſoll, daß —8 . 
/Ldydı=Pdy-+-Qdy' 


Od dly” 
fän, wo 7 P=7,— +, 


und, weit IN may, rn iſt. Zolglich muß auch, 


wenn man differentiürt, 
Löyds=dPdy-+Pddy-+-dQdy’+Qddy’ 
fein, für jedes ‚beliebige dy. Dies iſt aber offenbar unmoͤglich, 
wofern die Größen P, Q, und mithin L nicht ſaͤmmtlich Nu 
find. Das Integral da=fdrdx if alfo nur dann vorhan⸗ 
- den, wenn Die Gleichung | 
\ L=0 
erfüllt ift, welche demnach die Bedingung der Integrabilitaͤt don 
Öv ausdruͤckt. Wird diefe Gleichung erfüllt, ſo iſ 


—E——— 


150. Es laͤßt ſich ferner beweiſen, daß u aus dem gefun⸗ 
denen Ausdrucke für du allemal gefunden werden kann. Man 
ſere zur Abkuͤrzung 

MeV), 


= 


=Vv, 
fo wird. du= =MyHNT. m aber zugleich u= Kann 
fein * woraus du= Hey folgt, fo muß — 
/ 
dM dN , 


. dyay 





S * 


fein. Diefe Bedingung (woruͤber 8. 128. zu vergleihen,) iſt er⸗ 
forderlih und zugleich binceihend, damit der gefumdene Ausdruck 
für du, in Bezug auf y und y’, integrabel, oder damit die Zunction 
u, welche verlangt wird, vorhanden ſei. Es foll aber fofort ges 
zeigt werden, daß dieſelbe fehon in der Bedingungss Gleichung 
L==0 enthalten, alfo Feine neue Bedingung if. 
Nämlich die Gleichung 
_ 2 no d(v")_ 
kann offenbar nur am ai enfocdert wird, identiſch beftehen, 


wenn v”, d.h > unabhängig von y” if. Denn enthielte v” 


noch die Ableitung y”, fo würde in en die vierte Ableitung 


von y als Factor eines Gliedes —— und da dje uͤbri⸗ 
gen Glieder offenbar nur die drei erſten Ableitungen von y ent⸗ 
halten koͤnnen, ſo koͤnnte dieſes Glied ſich gegen keines der uͤbri⸗ 
gen aufheben; daſſelbe muß alſo Null ſein. Hieraus folgt aber 
weiter, daß y” in v nur als Factor eines Gliedes in der erſten 
Dotenz vorkommen Farin; demnach muß v nothiwendig von fols 
gender Korm fein: 











v=p+gy, 
wo p md q Functionen von x, y, Y, sine y”, find. Hier⸗ 
durch wird 


dv — dp, 
dy— dyt By v ey” ‚v =gq 


durch welche ec die Gleichung L=0 in folgende übergeht: 


rar +7 — ar) —* 


Man hat "wa, rn”; n. 
daher | 


=(0. 





ara OR er). er), 


re +7 





| Wird dieſer Werth von in die borhehendt Gleichung L= v 


“dx 


a y”) 


gefeßt, fo fällt _— , wie man fieht, heraus, und 


ed bleibt noch 
PC BRat 03 er, 


=F + Er dx. dx — 
Man ſetze zur abkarzung 








ſo wird LP; 4a 


Nun iſt aber, weil offenbar r fein y“ enthaͤlt, 


Kr), dr dr ,.dr „ 
K&x try ’try’ 


J 
mithin 
_ dp _dr_ dr , fdy _dr\ „ 
= 07 7 


Diefe Gleichung foll identifch beſtehen. Da nun der nicht in 
Klammern eingefehloffene Theil von E offendar fein y" mthält, 
fo befteht fie nur dann, wenn folgende Gleichungen zugleich 
Statt finden: 


in weiche alfo die Gleichung L=O zerfällt. 
Oben war du=Mdy-+-Ndy', 








und M=v— ar ‚N=v. 
Nun muß aber er fen; alfo 
m 3b+ ——— N=y 


dc 


oder, wenn man entwickelt und einſetzt, 


dp _dq__dq , 
M= -yTnd! — 

alſo N=q und M=r. 

 dg_ de 3 am aN 
Da mın dy ar war, r ift Ir dy m gy mr bm. 
Es fei z. B. α, ſo folgt 

dv _ —yyHBay'y'—xyy" 

dy ...y 
welche Werthe dee Bedingung L==0 genügen, wie man leicht 
findet. Daher ft v integrabel. Man erhält M=— za 


y' alſo auch Fr und 


aydy , zdy_ utyöy—yoy)_ TV); 
= „_ +77 =2(F); 


folglich ——— 


» 


151. Um zu finden, ob v, wenn ed ein, erftes Jntegral | 
bat, alfo die Bedingung L==U erfüllt ik, auch ein zweites In⸗ 
tegral hat, nehme man daß erfte “Integral von dv, 


a=vöy + SR, dy 


Sof nun u integrabel fein, fo muß us du integrabel fein, und 
man erhält wieder, durch theilmweife Integration 


| 30 . 
Jdu-dx—/fdrde' —v”dy+- v2) öy.dx. 


Demnad muß, wenn v ein zweites Integral haben fall, außer 

der Bedingung L==0 noch die zweite Bedingung 
Lev_.2) =0 
. _ x 

erfüllt werden. Man fee wieder var+", fo erhäft 
man 

d dq „_ 
= Er 1y7 =0. 1 
Diefe Gleichung kann nur dann beflehen, wenn iy dq _o iſt, weil 
in den übrigen Gtiedern y" nicht vorfommt. * muß 


L 


a y= und = 
fein, wenn v ein zweites Integral haben * Sind > die Be: 
dingungen erfüllt, fo echält man 
Siv-di—fdn-dkev/dy—gdy; 

folglich findet man das zweite Integral //vdx*, nenn man den 
Ausdruck göy, worin q eine Zunction von x umd y, ohne y’ 
ift, in Bezug auf y, d. h. nach d, integeirt. In dem obigen 
Beifpiele wird die erfte der. beiden vorftehenden Bedingungs⸗Glei⸗ 
ungen nicht befriedigt, alfo findet ein zweites Integral nicht Statt. 


152. Wird die Bedingung L=0 nicht erfüllt, fo findet 
man oft merkwuͤrdige Refultate, wenn man zwiſchen x und y 
gerade die Gleichung L==0 feßt, welche alsdann nicht mehr 
identiſch befteht, fondern wodurch y von x abhängig gemacht wird. 

Es fi v=ha,y,y); man verlangt, wenn es angeht, y 
als Function von x fo zu beſtimmen, daß für x==a, y=A, 
und für x=b, y==B werde, und zugleich das Integral 


b | 
um -f f(x,y,y')dx 





x 


Ki 
den größten oder kleinſten Werth erhalte, deſſen es, unter Voe⸗ 
ausfegung der erſten Bedingung, fähig ie. Man nehme an, 
daß die Kunction y in eine andere Kunction 

2 
yrköy+ Ö?yo 


ba} döy  k? —— 


uͤbergehe, ſo geht v, auf iprgene Weiſe, uͤber in 
Ver+kör+l dire 
und mithin das integral S vdx in 
[YVdx efväxphför- de fOv dich 


In diefer Reihe kann man offenbar k fo Plein annehmen, daß . 
das erfte Glied, kföv-dx, wenn es nicht Null ift, die Summe 
aller übrigen uͤbertrifft. Alsdann aber würde diefes Glied ent: 
gegengefegte Zeichen erhalten, wenn k das eine Mal pofitio, das 
andere Mal negatie genommen wärde, und mithin wäre der 
‚ Werth von /vdx fein größter oder kleinſte. Die Bedingung 
des Größten oder Kleinften ift alfo, ganz auf ähnliche Weife, 
wie bei den Functionen einer Beränderlichen, die, daß der Coef⸗ 
Reient der erſten Potenz von k, Null fei; alfo 


S: Ind. 
Run war v=l(x,y,y); ie 
er! dy \dy-rviöy), 
alfo, wenn wieder theilweife integrirt wird, 
fir. wert L;5: U Tayax. 


In den vom Integrahheichen freien abe fr vorftehenden Aus: 
druckes muß man die Werthe feen, welche x, y und dy, an 





r 
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dem Grengen a umd b erhalten, und ſadann ihsen interichiedb 
nehmen, um den Werth des Integrals zwiſchen den Grenzen a 


und b zu finden. Nun ift aber vorgefchriehen, daß für x—a, 
"ym=A fen fol; es muß demnach an der Grenze a die ge⸗ 


fammte Yenderung von y d. i. ya eo, Null fein; 


alfo muͤſſen, für x==a, fämmtliche Soefficienten von k in dem 
Ausdrücke der Aenderung von y, Null fein; insbeſondere alfo 
dy=0. Eben fo muß auch an der anderen Grenze, b, die 
Variation von y Null fein, weil auch hier dee Werth B von y 
vorgefchrieben if. Mithin ife der vom Integralzeichen freie Theil 
von ſelbſt Null, und um die Bedingung des Größter oder Klein⸗ 
ften zu erfüllen, muß nue noch 


brdv div) _ 
| 1 Eu a Ua 


“fein, in welcher Gleichung dy eine ganz beliebige Kunction von 
x bedeutet, die nne an den Grenzen a und b der Bedingung, 
Null zu fein, unterwerfen if. Daher Fann offenbar das vorſte⸗ 
hende Integral nicht anders Null ſein, als wenn 


dv _ dv”) 
L=,- > 








iſt; welche Gleichung die Bedingung des Größten oder Kleinſten 
darſtellt. Um zu entfcheiden, ob wirklich ein Größtes oder 
Kleinſtes vorhanden ift, und weiches von beiden, muß man die 
Glieder zweiter Ordnung des Ausdrucks 


k? ' ? ' 
V=fxy+köy+ ze y-+-köy+ 8* ö?y'«.) 


entwickeln. ierdse find 
En 3 





= 14590 ar ll Hm „öy' 
Her ]e. 
Um das Integral Sö?v+dx darzuftellen, betrachte man zuerſt die 








f N 


BAR 
beiden lebten Glieder -ded verſteheuden Ausdruckes für. dam, 
" u (I _. 
namlich (5,=7 sefeht, wie oben) 
—— 

und bemerke, daß offenbar wieder —E—— iſt. Nimmt 


man nun von dieſen Gliedern das Integral, fo erhält man, 
nach theilweiſer Integration, 


dv +fle AvW 5 
Freund A Fler > f° ydx. 


Da nun an den Grenzen d’y=0, und ferner überhaupt 


. dy dx 


ift, fo iſt dieſer Theil des Integrals Sö*vax Null; und dem⸗ 
nach hat man 


Jr s= -f [5 er Say }as. 
Diefes Integral von a bis b genonnnen, muß fein Zeichen nicht 
wechſeln, welche Zunction von x für Sy auch gefegt werde; was 
der Kal ein wicd, wenn ber eingeflammerte Ausdruck 


* Laer ed + ay", 

(nachdem y, in v, als 3 von x ve Bedingung des Groͤß⸗ 
ten oder Kleinften gemäß ausgedruͤckt iſt,) für-alle Werthe von 
x zwiſchen a und b, und für jeden beliebigen von dy, fein Zei⸗ 
chen nicht wechielt. 

Im Solgenden werden nur ſolche Aufgaben vorgelegt wer: 
den, wo offenbar ift, daß ein Größtes oder Kleinftes Statt fin 
den muß, mithin die Unterfuchung der Glieder zweiter Ord⸗ 
nung entbehrt werben Fann. | 


183. Es ſei z. B. vw=Viry? ; man: verlangt den: Flein- 
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ſten Werth des Integrale / vax zwiſchen gegebenen feſten Grenzen. 
Da hier offenbar Sr nicht weiter ift, als Die Lange einer 
Curve zwifchen zwei gegebenen Puncten, indem für x==a, y=A 
und für x=b, y==B werden foll; fo heißt diefe Aufgabe geo- 
metrifch nichts Anderes, als daß die fürzefte Linie in einer Ebene, 
zwiſchen zwei gegebenen Puncten verlangt wird. Man erhält 

dv dv y, d’v der dv 1 

ee 
folglich ift, nach der ‚obigen allgemeinen Gleichung 

. dv I) _g 
dy «k/ 

die geſuchte Gleichung der Fürzeften Linie 


| (2) _ 
im 


alfo const. woraus weil vw=Vi+y? it, folgt: 


y=c, 
e eine Eonftante. Die gefuchte Linie iſt demnach die Gerade, 
wie befannt. 
Die Glieder dee zweiten Ordnung geben blos 


Herren"; 
folglich behält das Integral 
Se dxz — dx 
fuͤr jedes beliebige oͤy beſtaͤndig das naͤmliche Zeichen; und zwar 
iſt dieſes Zeichen poſitiv, wenn der Unterſchied der Grenzen b—a 


poſitiv iſt, wie man annehmen kann; alſo findet ein kleinſter 
Werth wirklich Statt, was aber ohnehin klar iſt. 


Aus der Gleichung y'=c oder dy=cdx erält man durch 
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weitere Integration, wenn hi eine neue Eonſtante iſt, y=ex-+h, 
Die Eonftanten c und h find fo zu beftimmen, daß -die Linie 
durch die beiden gegebenen Puncte gehe; woraus man folgende 
Gleichung für diefelbe erhält: 
y-B_ x—b 
A-—B a—b 
154. Es werde ferner die Fürzefte Linie zwiſchen zwei Pun⸗ 
eten im Raume verlangt. Da die Länge 'derfelben durch das 


d 3 3 
integral S % 1ı+(Z +(@ .dx 
a, 2 
ausgedruͤckt wird, fo ift hier v=/ 1+( +(2) ‚und 


es find zwei Größen, nämlich y nnd z, als Functionen von x zu 
beftimmen. Die Methode ift indeffen immer die nämlihe. Man 
ſchreibe y-rköy-t«, z4közre flott y und z, und ent- 
wickele die Variation dv; fo muß das Integral‘ Sdv-dx Null 
fein. Man kann die Rechnung folgendermaaßen machen: 


Es iſt, wenn Vdx?-+dy?-+dz?—=ds geſetzt wird, 


m Ödz, 


rs Sldyddy ,dadde\ 
dfvdx=föv = 5 +7 )«. 
Durch theilweiſe Integration ergiebt fich 
d d d rd J 

Nat — V oal: 
und weil dy, dz an den Grenzen Null find, und sfvdx=0 
fein foll, muß 

pi = on 


fein. In diefer Steicung f * dy, oꝛ ganz beliebig und unab: _ 
hängig von einander; dieſelbe kann alſo nur dann beſtehen, wenn 
20 





dv=— dy Tddy — 
folglich 





. dr | -. —W 
)0 az =0, . 
“ Erg: Te u 
ift; c und c’ find Eonftanten. Dieſe Gleichungen geben eine 
gerade Linie, wie leicht zu ſehen ift. | 
. 88 Fann aber auch die Fürzefte Linie zwiſchen ziel Puncten 
auf einer gegebenen Zläche verlangt werden. Da die Bogen: 
tönge immer duch SV dx’+dy?-da? ausgedräcdt wird, fo 
findet man duch ‚Barlation . wieder die naͤmliche Gleichung A., 


ra —X 


In dieſer Steigung find dy und, dz nicht mehr unabhängig von 
einander, wie vorhin, Seht man’ namlich in der Gleichung der 
Flaͤche (v0, yarkdy+, z+kdz+« ſtott Y und 7, 
und entwickelt nach Potenzen von k, ‚Te erhält man 


mithin | 


rk N —ã en 


und die Coefficienten der verſchiedenen Potenzen! von X müffen, 
einzeln, Null fein. a findet man ſofert 
df df 


=, + ou alfo, muß netz ar 
df di, , 
fein, oder, wenn der Quotient. aa di. 2): wie 
gewoͤhnlich, mit q bezeichnet wird, 
da - gdy= O. 


Demnach giebt die Gleichung A, menn fuͤr ſein we 


qöy geſetzt wird, 
a(2 )+ al ==0, 


eine Differentiolgleichung zweiter Ordnung für die verlangte Rürs 
zeſte Linie, weiche nachher noch naͤher betrachtet werden ſoll. 
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- 355. Qine · bemerkenswerthe Aenderung der ‚Aufgabe ‚ia 
$. 152, entfieht, wenn Die Grenzen, des Integrals vax, welches 
einen: geößten oder Fleinften Werth erhaiten. ſoll, nicht feft find, 
fondern mur gewiſſen Bedingungen Genuͤge leiſten muͤſſen. Um 
die Bedeutung hiervon anſchaulich zu machen, dient am beſten 
das Beiſpiel der kuͤrzeſten Linie. Men Kann.nämlich die koͤrzeſte 
Linie auf einer Fläche. nicht zwifchen zwei Puncten, ſondern zwi⸗ 
ſchen zwei, ihrer Beſchaffenheit und Lage nach, gegebenen Cur⸗ 
ven verlangen. Um die Methode darzuſtellen, reicht es hin, 
wenn nur eine Grenze als veraͤnderllch, die andere aber als feſt 
angenommen wird, alfo * B. die kuͤrzeſte Linie von einem gege⸗ 
benen Puncte aus nach einer gegebenen Curve verlangt wird. 
Es werde alſo der groͤßte oder kleinſte Werth des Jategrels 


Senna 


verlangt. An der einen Grenze mögen die Werthe von x und 
y gegeben fein Cdiefelbe. it in dem varfehenden Integral unbe 
zeichnet gelaffen worden); an der anderen Grenze ift aber der 
Werth von x, nicht gegeben, fondern es wird nur verlangt, daß 
an diefer Grenze y eine gegebene Zunction von x, alfo y —Vx, 
fei, wenn mit y, der Werth von y, an der Grenze, bezeichnet 
wird. Man fieht, daß die Gleichung yı==%x,, verbunden mit 
der Gleichung der Fläche, Die begrenzende Curve beftimmt. 

Man ftelle fich zuerft den Werth von x, als gefunden, oder 
die Grenze x, ngl8. feft vor; fo muß der Werth des Integrals 

fm, y, IE 

ein größter oder Fleinfter unter allen denen fein, weiche für die 
nöenlichen feften Grenzen möglich find... Es muß adfo genau die 
nämliche Gleichung: für das Groͤßte oder Kleinſte gelten, wie vor⸗ 
hin, als die Grengen feſt waren, naͤmlich: 


dv div) 0 
dy dk” 


Um dies auch an einem Beifpiele anfchaulich zu machen, fo iſt offen: 
20 * 


08 
bar, daß die Lürzefte Linie zwiſchen zwei Curden, auf einer Fläche, 
‚auch bie Färzefte zwifchen ihren. beiden in dieſen Curven befindli- 
Ken Endpuncten fein muß; dag alfo die Veraͤnderlichkeit ber 
Grenzen feinen Einfluß auf die Differentialgleihung der Curve, 
fondern nur auf die Beſtimmung der Conftanten der Integra⸗ 
“tion haben Fann. Wenn nun die Grenzwerthe von y beide will⸗ 
fürlih gegeben fein, oder beliebigen . Bedingungen unterworfen 
werden follen, fo kann dies nur gefchehen, wenn die Gleichung 
L=7 IN), 

aus welcher y zu beftimmen iſt, eine Differentialgleichung zwei⸗ 
ter Ordnung iſt, deren Integration zwei willkuͤrliche Conſtanten 


herbeifuͤhrt. Alſo muß vV= — nicht unabhängig von y’ fein; 
denn fonft würde nur eine Differentialgfeichung erfter Ordnung 
. entftehen. 

Man kann fi indeffen überzeugen, daß, wenn = 0, 


Dagegen > nicht Null iſt, der Werth des Integrale —X 
(8. 152.), deſſen Autorud in diefem Kalle folgender ift: 


SG IV gu: +2 dydy') dr, 


nicht für jedes 8* öy das naͤmliche Zeichen behalten, alſo 
gar Fein größter oder kleinſter Werth des Integrals / vdx Statt 
finden kann. Indeſſen wird dies bier nur gelegentlich bemerft, 
und foll nicht weiter ausgeführt werden. 


Boransgefegt alfo, daß die Gleihung LO zweiter Ord⸗ 
nung ift, fo liefert ihre Integration y=o(x,c,c), we c und 
c' Eonftanten find. Da die Werthe von x und y an der einen 
Grenze gegeben find, fo wird dadurch eine der Eonftanten elimi- 
niet; daher erhält man nur noch y=Yplx,c), und die Sonftante 
— iſt aus der Bedingung zu beſtimmen, daß für x—=x,, 


| 





y=uu.=yı werde, alfo daß 


==0p(x,, 6) 

fein muß. J 
Nun ſoll der Werth von x, fo beſtimmt werden, daß das 

Integral S flx, y,y)dx 


worin y==gpl(z,c), größer oder Feiner werde, ald für jeden ans 
deren Werth von x,. Man ändere alfo x, um dx,, und zus 
gleich die davon abhängige Eonftante c um de, fo werden y und 
y’ in +2 de und „+ T dc übergehen, und das geäns ” 
derte Integral demnach fein: 


. a d 
S 1 Hay 3280, äLα) dr. 


Man entwickle dieſes Integral nach Potenzen von dx, und de; 
fo muß, wenn ein Größtes oder Kfeinftes Statt finden foll, wie 
die Summe der der Glieder erfter Ordnung Null fen. Das 
vorgelegte Integral läßt fich in zwei andere zerlegen, deren erſtes 
bis x,, das zweite von x, bid x, -+-Öx, si Das Integral 


S. ar = dc, y+ T de) dx 


ift gleich dem Producte aus dem Intervalle öx, In einen Mit: 
telwerth der Kunction f; und da man diefed Intervall beliebig 
Plein annehmen darf, fo fann man diefen Mittelwerth ohne Weis 
teres dem Werthe gleich fegen, welchen f(x,y,y’) für x=x, 
 erhältzralfo gleich Hxı -Fxı,yuy'ı). Das andere Integral 


ati S Kxy-+ Poc, y+2L.36) dx 


Sermef” (F- I dc er de), 
und der zweite Theil von diefee Summe ergiebt ſich durch theik- 


>) 


‚310 


dy 


weiſe Integration, dc ft, 
a5 
/df ‚I. Di 
7 dy’dotay * 
di ‚je “ Ger, 
en 


wovon aber das legte Glied Aut ift, el 





Die Glieder der erften Ordnung der gefammten Aenderung, 


welche zufammen Null fein müffen, " ” demnach 


dox(xi, YuY + Le lY2 dr, 


wo überall für x und y die Wenhe x, und yı zu ſetzen find. 
Nun iſt yı=ol(x,, c), 
demnach, wenn x,,c,yı in Xı-Pdx,,c-Hdc, y. y, übergehen, 


alſo oe dx =diy —yıdıı 


dx, 


und mithin die Bedingungsgleichung für die veranderliche Grenze 
folgende: 


öx FC, yuY + any ı IX, )=0. 


Da nun ferne y,=uUx, 8 mithin oy1 Uxöor, iſt, 
fo erhält man durch Elimination von dy, eine von d unabhän 
gige Gleichung zwiſchen x, und y,, aus welcher, nach Elimina⸗ 
tion von y., der Werth von x, gefunden werden kann. 








au 


. 156. Wird z. B. die fürzefte. Linie auf einer Fläche, von 
einem Puncte nach einer gegebenen Curve verlangt; fo fei 
FG, y, D=0 die Gleichung der Fläche, und y=yx die 
zroeite Gleichung für die auf der Flaͤche liegende Curve., uns 
der Gleichung der Fläche hat man 


dz= pds-H-qdy, oder z=p-+ qy, 
wo r=($). ı=(%) als Functionen von x und y zu be⸗ 
trachten ſind, und =, y-% gefegt if. Demnach ift 


v=f@s,y,y)= Vi4+y°’+7? 
En df Y+g7! | 
mithin m energie 
h dy’ 
und folglich 


[&,y,3' -45 rer | 

Daher erhält man —* Bedingung fuͤr die Grenze: 
(A-Hpz)ds, +(y-rgz)dyı ==0 

oder dx, +yöyı +7/(pöx-H-gdy,)==0. 

In dieſer Gleichung müffen ftatt y’, z’ die Werthe Z , 

geſetzt werden, welche dieſe Groͤßen an der Grenze erhalten; 


ſetzt man noch für pdx,-Hady, feinen Werth dz, ein, und di⸗ 
pidirt mit dx,, fo kommt: 


4.41 ,3yı , I2, B2ı 
rar tra dx, =. a 


In vorftehender Gleichung bezieht fih das Zeichen d auf die 
fürzefte Linie, 3 auf die Grenzcurve, fo daß die Tangente der 
fürzeften Linie, in ihrem Endpuncte, durch die Gleichungen 


— — BEE — EEE 


dagegen die Tangente der Grenzcurve, in demſelben Puncte, 


⸗ 
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uk __voyı _W—2 
ar  dy Zı 
ausgedrüct werden. Beide Tangenten ftehen fenfreht auf eins 
ander, wenn 

dx,dx,Hdyıdy, +dz,d2,=0 db. 
iſt. Da diefe Gleichung mit der obigen a. einerlei ift, fo befteht 
die Grenzbedingung, geometrifch ausgedrüct, darin, daß die Fürs 
zefte Linie fenkrecht auf der Grenzeurve ftehen muß. 


durch 


457. Die Lürzefte Linie auf einer Fläche hat merfmürdige 
Eigenfchaften, deren vollftändiger Beweis jedoch eine geometri- 
fehe Unterfuchung voraußfegt, die hier zunächft folgen fol. Man 
denfe fih nämlich auf einer gegebenen Frummen Fläche eine be: 
fiebige Curve gezeichnet, und (nach 8.81.) eine abwidelbare Be: 
ruͤhrungsfläche an diefelbe gelegt. Man verlangt zu wiffen, mas 

aus diefer Curve wird, wenn die Berührungsfläche in eine Ebene 
ausgebreitet, und mit ihr die Eurve abgemickelt wird. 

Die gegebene Fläche fei zuerft eine Kugel, und die darauf 
gezeichnete Curve ein Kreis. Die berührende Flaͤche ift alsdann 
ein gerader Kegel, oder, wenn der Kreis ein größter ift, ein Cy⸗ 
linder. Man fann aber den legteren Fall als im erften allge: 
meinen Zall enthalten anfehen, und demnach nur diefen betrach- 
ten. Es fei R der Halbmeffer des Kreifes, ꝙ die Seite des Ber 
rührungsfegels, von der Spige des Kegels bis zu dem berährten 
Kreife; i die Neigung von R gegen die Berührungsebene der 
Kugel, alfo audy gegen die Seite 0 des Kegels; fo lehrt die geo: 
metrifche Anfchauung fehr lelcht, daß Ecosi—R if. 

Wicelt man nun den Kreis von der Kugel, vermittelft des 
Kegels, ab, fo geht derfelbe in einen Kreisbogen über, deffen 

Halbmeſſer die Ceite 0 des Kegel if. Es findet alfo 
zwiſchen dem Kreife und feiner Abwickelung der Zufammenhang 
Statt, welchen die Gleichung ecosi==R ausfpricht, in welcher 
ſich E als der Kruͤmmungshalbmeſſer der abgemwickelten Curve 
betrachten läßt. 
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Rum fe ferner eine beliebige Eurve auf einer belichigen 


Flaͤche gegeben, und die abwickelbare Berührungsflädhe angelegt. - 


Es fei R der Kruͤmmungshalbmeſſer der Eurve in irgend einem 
Puncte B,. und E der Kruͤmmungshalbmeſſer der abgewickelten 
Curve, in dem entfprechenden Puncte; ferner i die Neigung des 
Kruͤmmungshalbmeſſers R gegen die Berührungsebene der Flaͤche, 
in demfelben Puncte BB Man errichte noch in B die Normale 
der Stäche, und in dem Mittelpuncte des Krämmungsfreifes ein 


Loth auf der Ebene K deffelben, fo ift offenbar, daß diefes Loth 


die Normale der Fläche in einem gewiſſen Puncte A treffen 
muß, weil eine durch den Krümmungshalbmeffer Rund die Normale 
der Flaͤche gelegte Ebene fenfrecht auf der Ebene K des Krämmungss 
kreiſes ſteht. Dieſen Punct A nehme man zum Mittelpuncte, und das 


— 


Stuͤck der Normale von A bis zum Berührungspuncte B zum 


Holbmeffer einer Kugel; fo ift der Kruͤmmungskreis vom Halb: 


meffer R ein Parallelfreis diefer Kugel, welche mit der Fläche 


die Berührungsebene im Puncte B gemein hat. Das Bogenele 
ment der Curve in B kann nun angefehen werden als dem 
Kruͤmmungskreiſe felbft angehörig, und das ihm entfprechende 
Element der abwickelbaren Berührungsfläche als ein Element des 
Segel, welcher die Kugel vom Halbmeſſer AB in dem Sreife 
R berührt. Folglich gilt für dieſes Clement wiederum die Gleis 
dung ecosi=R, in welcher e zunaͤchſt die Seite des berühren 
den Kegels bedeutet, die aber, nach vollgogener Abwicelung, in 
den Kruͤmmungshalbmeſſer der abgemwicellen Curve übergeht. 
Hierducch erhält man folgenden merfmwürdigen Sag: 


Eine Eurve werde von einer Fläche, vermittelt einer ange: 
legten abwicelbaren Berührungsfläche, abgewickelt; es fei R der 
Krümmungshalbmefier der Eurve in irgend einem Puncte B, o 
der Kruͤmmungshalbmeſſer der abgewickelten Curve in dem ent: 
fprechenden Puncte, und i die Neigung des Krämmungshalb- 
mefferd R gegen die an B gelegte Berührungsebene der Fläche; 


. 1 cosi 
fo ft ecosi=R oder .. 
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Nun if. die Gleichung der amfchließenden Ebene oder der 
Ebene des Kruͤmmungskreiſes folgende: 

| Alu—x)-F Br—y)+-Cw—2)=20, > 
two A, B, C daſſelbe find, wie in 8.70.; und die der Beruͤhrungs⸗ 
Ebene: —p(u—n)-qW—J)+w—z=0. 
Man fege nV ArHBI+CH, v=Virp’rg?, ſo er⸗ 
hält man für. die Neigung i der berührenden gegen Die an⸗ 
fchließende Ebene . 
|  uvecosi=C—Ap— Ba. 
Man fee d’s=0, alfo dxd?x-+-dyd?y-+dzd’z=dsd’s=0, 
und ſchaffe mit Hülfe diefer Gleichung d’x aus C und B’ weg, 
fo findet man leicht: 
— Bdx—dydzd’y+-dz’d?z-+dx?d?z, 
: Cdx=dy”d?y-+dzdyd?’z-4+-dx”d?y, 
"und hieraus, wenn man die Glieder, welche d?y, und wieder Die, | 
weiche d?z enthalten, zufammenfaßt, und gehörig reducirt: 
(C—Ap—Bg)dx=ds?(d’y-+qd?z). 

Demnach erhält man 
uv cosi-dx==ds?(d? ykgdir), 


Ferner iſt der Kruͤmmungsͤhalbmeſſer =; (8. 70.), 
alfo wird 
cosi d’ytqad’z__ + 2) _ 1 


rn — — — — u — — ER 
— —— 


RT odx.ds vdx 0’ 


der Ausdruck für den Kruͤmmungshalbmeſſer E der abgewidel: 
ten Curve. 


458. Soll alfo eine Gleichung für die abgewickelte ebene 
Eurve gefunden werden, fo nehme man in der Ebene devfelben 
beliebige rechtwinkliche Coordinaten u und v an; und druͤcke das 
Bogenelement ds und den Kruͤmmungshalbmeſſer g der abge: 
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wichelten Eurve durch die Coordinaten u’ und \ v vermittelt der 
folgenden befannten Formeln aus: 


- du?-+dr? F 
d—Vdu’Fav? und — indiv dd 1: 
Offendar muß das Bogenelement der abgewickelten Curve dem 
entſprechenden Bogenelement der gegebenen Curve, auf der Flaͤ⸗ 
che, gleich fein. Demnach erhält man folgende Gleichung: 


du?-+dv?—=dx’-+dy?-rdz?. 1. 
Kerner ift, nach dem Obigen, 0=— ar alfo | 


(du?-4-dv?)3 \ 2. 
dud’v— dvd? on 


Die Größe 5* iſt als Function von x, y, 2 ausgedruͤckt worden. 


Da nun vermoͤge der Gleichungen der Curve, y und 2 Functio⸗ 
nen von x find, fo erhaͤlt man durch Wegſchaffung von y und 
z, zur Beftimmung der abgewicelten Curve, zwei Gleichungen 
von der Form: 

VRR . 
dud’v— dvd’u__ 

(du dv on 
wo px und Vx zwei befannte Sunctionen von x find. Multi 
plicirt man diefelden In einander, fo kommt 

dud?v—drd?u 
na rdyr "=VXRpx- dx 


Die Größe links ift aber gleich d arc (2); alfo erhält 


und 


man durch Integration arc 42 = = Vx · px - dx 4 Conet. 
und mithin 


dv: i 
nis Lce+Hfyx-ox-dx]=igX. 


. N 
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dv\? 1 
du  205X 7 alfo 


du=V du?-+dv?.cosX, dv—=Y du’+dv? sin‘, 


mithin, wenn man für Wdu?-+dv? feinen Werth, Yxdx ſetzt, 
du=gx.c0sX- dx, dv—=gx- ssinX.« de; 
alfo duch Integration 
u—a=/gx:c0osX.-dı, v-b=/gx-sinx-dız 

a und b mwillfürliche Eonftanten. 

Vermittelft diefee Gleichungen wird man u, v als Zunctio- 
nen von x ausgedrüdt erhalten, und. durch Elimination von x 
aus beiden Ausdruͤcken die Gleichung zwifchen u und v finden, 
welche die der abgewicelten Eurve iſt. Diefelbe enthält drei 
willfürliche Sonftanten, deren Beſtimmung von der Wahl der 
Eoordinatenagen u, v in der Ebene der abgemwicelten Eurve ab⸗ 
hängt. Die Auflöfung der in diefem $. vorgelegten Aufgabe, 
nämlich die Gleichung der abgewickelten Curve zu finden, ift hier 
nur Pur; angedeutet worden, weil diefelbe, obſchon als geometris 
ſche Aufgabe bemerfenswerth, doch im Folgenden nit weiter in 
Gebrauch fommen wird. ' 


159. Man hat nad S. ii 


Hieraus folgt 1+ 


Tür die Lürzefte Linie auf einer nn Fläche war 


()+Rl)= 
alfo cos 0. Dies bedeutet, daß der Seimmungsfatbmefer 
der Fürzeften Linie in jedem Puncte ſenkrecht auf der Beruͤh⸗ 
rungsebene der Flaͤche fteht, mithin in die Normale der 
Klähe fällt; was die erfie allgemeine Eigenſchaft der 
Fürzeften Linie auf einer Kläche ausmacht. Kerner ift auch 


4 
- 
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=0, dv. h. wird Die Fürzefte Linie, vermittelft einer ans 
gelegten abwickelbaren Berährungsflädhe, von der gegebenen 
Släche in eine Ebene abgewidelt, fo geht fie in eine gerade Li⸗ 
nie über (weil da3 Kruͤmmungsmaaß r der abgewickelten ebenen 
Curve Null iſt). Aus diefer zweiten allgemeinen Eigenfchaft der fürs 
zeften Linie auf einer Flaͤche kann man fofort fliegen, daß die 
kuͤrzeſte Linie auf einer Kugel ein Bogen eines größten Kreiſes, 
und uf einem Kreiscplinder ein Bogen einer Schraubenlinie ift. 
Will man die letere durch Rechnung finden, fo führe man Po: 
larcoordinatn x=rcosp, y=rsin@ ein; alsdann iſt r==a 
die Gleichung des Eplinders, und man erhält für das Bogeneles 
ment einer beliebigen Eurve auf dem Eylinder: 


dx’ -+-dy?-+d2?==r?dp?-+dr?-+dz? =a?’dp?-Hdz?. 
Man muß alfo die Variatiori des Integrale /V ardp?-dz? 
Null fegen. Die Rechnung giebt, wenn nach z varlict wird, 

d/V re =//d= 


udn Gebr az 02; | 


mithin A(32)=0, oder de=cds als Gleichung der kuͤrzeſten 


Linie. Nun it ober de=Varap’rdz’; folglih - 
——— 


—kdg, 
772  9= 9 


alſo z=kp-Fk, die Stang für eine Schraubenlinie, in 
welcher k und k’ mwillfürliche Sonftanten find. 
Um die Fürzefte Linie auf einem geraden Kegel zu finden, fei 
1=rig a 
die Gleichung defielben; nd x zer 0089, y=rsing. 
Man erhält 


dz= 





318 . 
ds==r?dp?-+dr? -+d2’=r?dp?-+dr?(1-Hig a), 
yder rg 


cos wi 


Sekt man nun | % rdp’+ 0, und entwidelt- 


die Variationen) fo Fommt, wenn:.dr=O gefegt, alfo nur nach 
"p variürt wird, 


dfie— ragae- Un, il (Ede) 
Folglich muß, für di v färze Linie, 
| al? —=0, r = fein. 
Diefe Gleichung giebt 
ap (r gr dr" 


cos 0? ‘ 
en _ cr 1 


oder, wenn man lo feßt, 


ge 
alfo cos «dp = darc cos (cv); 
oder arc c08 (v)=Ppeosa-r-k, 
mithin w=-—cos (gcosa-k); 
oder rcos (P cos a-pk)=c, 


als Gleichung der Fürzeften Linie auf dem geraden Regel: I nel: 
der k und c willfürlihe Conftanten find. Diefelben werden 
beftimmt, wenn die beiden Enbpume | der Fürzeften Linie gege: 
ben find... 

160. Es wird die Gleichung derjenigen Curve verlangt, 
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weiche, auf einer gezebenenkrummen Flaͤche, mit gegebenem Um: 
ringe, den größten Flaͤchenraum einfchließt. Dieſe Aufgabe ift 
von den bisherigen dadurch unterfchieden, daß fie ein beding⸗ 
tes Maximum verlangt, nämlich den größten Slächenraum un: 
ter der Bedingung eines gegebenen Umringes. Um dem fefer 
das BVerftändniß zu erleichiern, fol zuerft die Ebene als die ges 
gebene Fläche angenommen werden. Es fei a der Anfang der 
Eoordinaten (Fig. 28.), ab die Age der x, m und m zwei geges 
bene Puncte, deren Koordinaten am'=c, nm==g, an'=c, 
na=g find; fo follen die Puncte m und n durch einen Bogen 
von gegebener Länge mn fo mit einander verbunden werden, 
daß der Raum F=mm’n’n fo groß als möglich fei. 

Die Gleichung der gefuchten Eurve ſei y=fx; der gefuchte 
Raum /ydx fei F, und der Bogen L=/Y ax’-+-iy’= der 
gegebenen Grdfe A (die Integtale find von x=c bis se’ zu 
nehmen). Man bilde den Ausdruck 


F-+HhL, 


iu welchem h eine beliebige beſtaͤndige Groͤße anzeigt, ſetze die 
Variation deſſelben 
—XXE IE-HhöL—D, 

und entwickele fie nach den bisherigen Regeln; fo misd man die 
jenige Gleichung zwiſchen x und y erhalten, welche, für ein bes 
liebiges h, den Geſammtwerth von FhL zu einem größten 
madt; fo daß, menn man eine andere Gleichung (B.) zwiſchen 
x und y annimmt, die nur den vorgeſchriebenen Grenzbedingun⸗ 
gen Genuͤge thut, der daraus entſtehende Werth (FAchL') des 
obigen Ausdruckes nothwendig Fleiner ift, al der aus (A.) bes 
rechnete. In der Gleichung A. ift aber noch h, als eine unbes 
ſtimmte Sonftante, nach Erfüllung aller Grenzbedingungen, ent⸗ 
haften; wird demnach aus A. der Werth) von L entwidelt, fo 
wird auch diefer noch h enthalten. Man deftimme h aus der 
Gieichung L=R; fo wird h eine Fumction von A, und mithin 
als eine gegebenen Größe anzufehen fein. Der gefundene Werth 


„i 
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von h fei h‘; fo kefert die Gleichung A. den größten Werth, 

den der Anederck F-+hL erhalten kann, und giebt zugleich 

L=4. Gaͤbe es es nun noch eine Gleichung B., weldhe F'F 

auhd zugleich LA lieferte, fo müßte auch offenbar 
F-+-hLU>F-+hL 

fein; alfo wäre F-++-h’/L nicht das unbedingte Maximum, was 

gegen die Annahme iſt. 

Man findet alſo diejenige Gleichung zwifchen.x und y, welche 
den größten Werth von F und den gegebenen Werth von L lie: 
fert, d. h. man findet das bedingte Marimum von F, wenn 
man zuerft das unbedingte Maximum von 

| F-H-hL 
nach den Regeln der Variationsrechnung fucht, und hierauf h 
fo beftimmt, daß L feinen gegebenen Werth erhalte. Hieraus 
entfpringt folgende, für die Anwendung der Bariationsrechnung 
ſehr wichtige Regel: 

Es feien v und w zwei unctionen von x, y, y' y", uff. 
Wenn nun der größte oder Eleinfte Werth des Integrald F=/rdz 
verlangt wird, unter der Bedingung, daß zugleich L=/wdx ei 
nen gegebenen Werth habe; fo multipficre man L mit einer 
willfürlichen Eonftante h, und mache die Summe 

F--hL 
zu einem unbedingten Marimum oder Minimum, indem man, 
nach den früheren Regeln, die Variation JF--hdL=0 fekt. 
- Hieraus wird fich eine Gleichung zwiſchen x und y ergeben, 
welche, nach gehöriger Beftimmung der Eonftanten, namentlich 
auch der Größe k, das verlangte bedingte Maximum oder Mi: 
nimum von’ F, für einen gegebenen Werth von L, liefern muß. 
Diefe Regel fol fogleih an dem vorgelegten Beiſpiele erläutert 
werden. Um die verlangte Eucve zu finden, welche, bei gegebe: 
ner Länge L, die größte Flaͤche F begränzt, bilde man die Summe 


F+bL=/yds-Hh/V dx? 4 dy? 


S . 
- ⸗ 


321 
und fege ihre Variation Null. Wird nah y variict, fo fommt 
Oyyäx=fäykk, 


und? Ya=ayy array TI; yfa(® Me 


—* 
folglip Yyaxt-häfe—3Tdy+f (eo )⸗ 


Dieſe Variation muß Null ſein, und da, wegen der Unveraͤnder⸗ 
lichkeit der Grenzen, das Glied außerhalb des Integralzeichens 
von ſelbſt Null iſt, fo erhaͤlt man folgende Gleichung für die 
gefuchte Eurve: 


dx—hd (2) —0, 
und durch Integration: 
7; 
x—a-—h Fr 


folglich "lieh 
K—a)dx 
. V(h’—(x—a)?) | 
woraus fofort y-b=Vh aa), Bu _ 
oder Ga) lyb—hr ” “ ' 
folgt. In diefer Gleichung find a und b- die willkarllehen Con⸗ 
ſtanten. Sie giebt einen Kreis, deſſen Holbmeſſer h nach Maaß⸗ 
gabe der gegebenen Bogenlaͤnge zu beſtimmen iſt. 

161. Wird allgemein die Curve verlangt, welche auf einer 
gegebenen krummen Flaͤche mit. einem gegebenen Umringe den 
‚größten Raum einjchließt, :fo erhält man das doppelte Integral 
SV i-Fp’-Fy?’-dedy:. al& Ausdruck der Oberfläche, und 
[V dx!-+-dy?+-dz? .:al& Ausdruck des Bogens. Man bilde 
nun die Summe "Urdydi-Hh/ds Zu 
und feße ihre Variation Null. (In dieſen Formeln q 


8(1) 863) — geſetzt.) Demnach 
21 


oder =dy; 
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iſt zu ſetzen: | 
| Öff: vdydx-+- höyds==0.. 

Um die Rebnuns 67 viel als moͤglich zu vereinfachen, denke man 
ſich =, gq= Fe als Zunctionen von x und y gegeben, alfo | 
auch v als eine gunction von x und y, und die “Integration | 
von v in Bezug auf y vollzogen. Man fee dy=w, fo ift 
w ine benfals gegebene Function von x und y, fo beftimmt, 
daß 7 dy —v. Alsdann geht Yvdydx in /wdx so, und man 
erhält demnach die Gleichung 

ö/wdx-Hhö/ds=0. 
Barlirt man nad y, fo kommt 





. = yor=vöy, 
alfo dfwdx ei piyis; 
un VE ——— 
_dy Zo+2 Tr _ S ad? + & £ 


und, weil da=mgdy if, . 
| ynäschböflene: 


dy L: | dy dzI, _ | 
ds öy +04 Bi vds—hd 2 — hqd 7 oy. | 


Die vom Integtalzeichen Freien: Glieder find ‚von ſelbſt Nufl, 
wenn oͤy an ben Grenzen’ der Integration Null iR, d. h. wenn 
Die Curve durch zwei gegebenen Pımcte gehen fall. Man echäft 
ferner als Gleichung dee geſuchten Curve 


a Da I | 
oder — 4a u Br 
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Die vorftehende Gleichung iſt, wie man’ fieht, einerlei mit 
ein! (8. 157), oder fie giebt E==h, und lehrt mithin 
folgende merfwärdige Eigenſchaft der gefuchten Curve Fennen: 
Wird die Curve des kuͤtzeſten Umringes vermittelft einer ange 
legten abwickelbaren Berührungsfläche in eine Ebene abgewickelt, 
fo ift dee Krümmungshalbmeffer der abgetoickelten ebenen Curve 
von beftändiger Größe, und diefe demnach ein Kreis oder 
ein Kreisbogen. . | 

Dies ift die qaracteriſtiſhe Eigenſchaft dee. Eurben Kürze, 
ften Umringes auf beliebigen Flaͤchen; d. 5. derjenigen Eurven, 
weiche, unter allen von gleihem Umringe und duch biefelben 
zwei gegebenen Puncte gehenden, den größten Raum auf der’ 
Flaͤche einſchließen. 

Man erſieht aus dieſer Figenfehaft fort dahıanf, der Ss 
gel die Curve des Fürzeften umringes ein Kreis iſt. 


162. Will man die Gleichung diefer Curve noch fuͤr den 
Kreis⸗Eylinder und den geraden Kegel entwickeln, ſo lege man- 
wieder die Sleihungen r=ma und z==rig a -diefer,Alächen: 
($. 159.) zu Grunde. Der Ausdruck fuͤr ein beleiet VBogen⸗ 
element auf dem Eplinder war rn 

| , ——— 
und: giebt, beeglichen mit dem allgemeinen Ausdtucke ii 8. AUT; 
indem wan Afith die Combinnten‘ x, y 2 als Yunktionen ven 
p9,: 422 denfe, 200 Ei 
Bar; Fi, got; WENDE e_ ni 
alſo EG+F?=a?, und mithin .adpdz „der Ausdrugh des 
Glächenelementes, „Hm nun; die Curve ded Fürgeften Aleingrhn 
zu finden, muß man ſetzen: Ä 


sb\ 
PATENTE). none BER ; 
oder wenn noch nach z ‚Integeiie, wird, 


X er ‘, —* 
— VA —* 0, 
21 * 


Or 
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Die Variation nach z giebt | a 


— — 


alſo anal als die geſuchte “dung Jutegrirt 


man dieſelbe, ſo kommt 
ap) nee, 


a die willluͤrliche Conſtante. Hieraus erhaͤlt man weiter, weil 
de Vardpı rin, | Ä 
vl | a -νæÄ:l aæ 
und folglih 

are, 
oder, menu zut Abkuͤtzung p ſtatt befeit wird, 

| arpdp 
v—— —d j) 

Vb’—a’p:: . 
mithin ‚z=ec—Vh?—a?p?, oder dc ’-Fa?p’—h? als 
Gleichung der geſachten Curve, in wacher c eine neue belebige 
Sönftante If. 

Um fich von diefer Curve eine deutliche Anfhauung zu ver 
fhaffen, darf man nur bedenken, daß, wenn der Cylinder in eine 
Ebene ausgebreitet wied, dieſe Curve die Geſtalt eines Keeifes anneh⸗ 
men. muß. Daffelbe gilt auch non der: folgenden: Eyrve auf dem 
geraden Kegel, fo wie überhaupt von den Curven kuͤrzeſten Um⸗ 
ringes auf allen abwickelbaren Klächen. 


463. EAuf dem geraden Kegel, deſſen Gleichung Zr ige, 
BR man den Ausdruck eines Slöchenelemiehtes na der gormd 


V: (2) au 6 — 


des 8. 106. Man bat admin 3 =ig o, 5 folglich das 





Slächenelement gleich \ 
Ba ‚rdrdp, 


c0Ss%& 
Dannach muß geſetzt werden: 


rdrdp 
Mare Er — 
Prdr 
oder 96 rbko % rdp’+- Er 


Variitt man nah 9, w kommt: 
r dröp. 
c0s% 2) cos“ 


Die Variation des Bogens ift fchon frühere (8. 159.) berechnet. 
Fuͤgt man diefelbe Hinzu, und feßt die unter dem Integralzeichen 
befindlichen Glieder a fo findet ſich folgende Stihung 


r’dp\_ 
* al )=0. 
Man fee zur Abkürzung hcosa=—k,: fa giebt bie vorftehende 
Gleichung durch eine erfte Integration 
r+k’—c!  r’dp__, 
ds — 








“ 


2k 
In welcher Formel c eine willfürliche Sonftante bedeutet. Nun ift 


dr? 
ds= % Bl ee 
Wird diefer Werth eingefegt, und weiter entwickelt, fo kommt 
4k’rdp? —(r?-+k2— (7094 dr 5) 


fo cos @? 
alſo 
. +k’—c’)dr 
V (4k?r?—(r?--k?’—c?)?)rdp= sw - 
Man bemerfe, daß 
4k°? r?—(r? +k?—c?)? ==40°’r? (1? +c’—k?)?, 
und ſchreibe demnach 





(r?-+-k?—c?)dr | 
De A Zero eo 








Nun fei rk? ==2cr-u ° oder 
r _ c?—k? 
u 
24 cd? .. 
fo fommt du=( 5, — ) = 7 dr; 
r?2-+-k?—c? 
* dr, 
und wel cosa-dp= , 


ſo erhält man. —— =, 
—u 


folglich Durch Integration (m eine willkuͤrliche Conſtante) 
ꝙ cos a +-m—urcsin U, 
u=sin (Pcos -}-m), 

r’--e2—k? 22er sin (P cosa-t-m), 
oder r?— 2er sin(p cosa-4m)+-c’=k”, 
die Gleichung der Curve Fürzeften Umringes auf dem geraden 
Regel. Wird ftatt m, m-r4# gefetst, fo erhält diefe Sleichung 
die m: 
1? _2cr cos (p cosa--m)-+c?’=k?. 








| Einige nachträgliche Sucae. 
J 


Zu $. 45. E—⸗ verſteht ſi ſich, daß man die Gledung der 
— auch in der anderen &orm, nämfich u n —R 


de achten muß, um Seerigen Afpmptoten u finden, A welche 
unendlich groß, alſo ze. Bid, ” bie min 3 der De 
diate y parallel find. 9” 
Zu $. 56. Geſetzt man Aie ede x=c > B. Holen 
ſchenreihe: 
—EEEE 
Adam würde man für c-+dc folgende Zeichenreihe erhalten, 
1 aus der Darftellung in $. 56. folgt: 
ade tt ++ 5 ER M. 
em man da, wo vorhin O fand, immer nur das finfs zunächk 
ende Zeichen zu fegen hat. Diefe Reihe enthält 5 Zeichens 
fel. Dagegen erhält man an der oberen "One c—de fols 
ade Zeichenreihe: 
dc. 44444 tt 113.8. 
d gebildet wird, wenn man da, wo vorher Nullen ſtanden, ab⸗ 
uchſelnde Zeichen ſetzt, und zwar fo, daß das ſtatt der erſten 
All, von der Linken an, zu ſetzende Zeichen dem links zunaͤchſt 
ſſenden Zeichen entgegengefeßt iſt; alfo fo, daß 3. B. aus 
00 — die Zeichenzeihe ——— entfteht, oder aus 4000 — 
— — +—-+——, und aus —0-+ die Reihe — 4. 
Reihe für c—de hat, wie man fieht, 11 Zeichenwechlel; 
dsehen alfo bei ce 11—5=6 Zeichenwechfel verloren, und da 
ei fo=n0, fom=O, alfo zwei gleiche Wurzel c vorhanden 





find, fo gehen 4 Zeichenwechſel duch das Verſchwinden 
feitungen verloren; mithin find vier Wurzeln‘ als fehlen 
zeigt. Wenn man die vorftehenden Zeichenreihen genau 
geht, fo wird man hinreichende Beiſpiele zue Erläuterung 
8.56. ©. 102., 3. 3—27. aufgeftellten Säge finden. 

Zu 8.81. ©.148. 3.3. v. u. Nimmt man in der 
deren Tangenten die abwickelbare Zläche erzeugen, Drei aı 
ander folgende Puncte a, b, c, an, und legt durch dieſelbe 
Ebene, fo nähert ſich diefe Ebene defto- mehr der anfchlief 
- Ebene in b, je näher a und c- von beiden Seiten an b r 
Die anfchließende Ebene kann mithin ald die Ebene der i 
auf einander folgenden unendlich kleinen Sehnen ab und 
oder auch zweier unendlich nahe auf einander folgender Taı 
‚ten angefehen werden. Nach 8. 80. aber ift diefe Ebene zı 
auf ei inander folgender Tangenten zugleich die Berährungse 
der abwickelbaren Flaͤhe. 


„BB 59. S. 100. 3.1. 0.0. Um das Jategeal dee 


Treo 


zu finden, darf man nur cosx=z fegen, und den Drug * 
zerlegen. Man finder 

| 

= Hrn Tr 


142 
min Sa =; + = =; 387, 


ae Se log ie 
weiches dee in Zeile 2. zuerft angegebene Ausdruck if. 


- 
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Borrede zum zweiten Theile. 


Dieſer Theil enthaͤlt eine von den erſten Elementen 
bis zu einer gewiſſen Grenze ſyſtematiſch fortgefuͤhrte 
Darſtellung der theoretiſchen Mechanif, von welcher 
jedoch die Mechanik der Flüffigkeiten für jetzt noch 
ausgeſchloſſen worden ift. 

In Betreff der Grundſaͤtze, welche mich bei die⸗ 
fer Arbeit geleitet haben, will ich nur bemerken, daß 
ed allerdings wefentlich darauf anfam, die Anwen: 
dung der Differential» und Integral-Rechnung auf 
die Mechanik in einen gemwiffen Umfange zu zeigen; 
Baß es mir jedoch Feinesweges bloß um Rechnun- 
gen, fondern, und ganz hauptfächlih, um Entwicke⸗ 
fung deutlicher Begriffe, um Darlegung des Ginnes 
und des Zufammenhanged der mechanifchen Gefeße 
zu thun gewefen ift. 


- 


vI Vorrede. 
Es ſchien mir paſſend, einige ſtatiſche Unterſu⸗ 


chungen, welche ich vor laͤngerer Zeit angeſtellt, und 
in Crelles Journal (Band 14. und 15.) bereits be | 


kannt gemacht hatte, hier in einer neuen Bearbeitung 


aufzunehmen. Leſer, welche mit der Statik ſchon an 


berweitig befannt find, werden mir vielleicht darin ihre 
Zuftimmung mcht verfagen, Daß durch die Einführung 


des Mittelpunctes der Kräfte in einer Ebene (man fehe . 


$. 11.) die foftematifche Entwidelung fchon in den. er: 
ften Elementen nicht unbeträchtlich gefördert wird. 
Der hauptfächlichfte Theil jener Unterfuchungen gebt 
von Seite 78 biß 110; außerdem führt noch ihre 
Verbindung mit dem Gefege der virtuellen Gefchwin- 
Digleiten zu einigen Sagen, von Denen meines Wiſſens 
bisher nur einzelne Falle befannt waren. 

Herr Profeffor Möbius hat feinerfeitd ähnliche 
Unterfuchungen angeftellt, und ebenfalls zuerfi in Crel- 
led Zournal (Band 16.) im Auszuge, fodann aus- 
führlicher im feinem vor einigen Monaten erfchienenen 
Lehrbuche der Statik mitgetheilt. Ein folches Zufam- 
mentreffen fcheint mir jedenfalls zu Gunften der Sache 
zu fprechen. 

Auf die Statik fefter Körper folgt bier, wie in 
Werten Diefer Art gewöhnlich, bie Theorie des Seil 
polygons und der biegfamen Syſteme überhaupt, mit 
welcher ich fodann die ber elaftifch-biegfamen- in bie 
engfie Berbindung gebracht babe. Der Gedanke 








Morwede. vr 


hierzu ift. eben:fo einfach, als Der‘ Aufklaͤruug ber. 
Sachs förderlich. Als vweichjigfted Grgebniße meinen 
Unterfuchungen ‘über: Die elaſtiſche Feder, von der ich 
jeboch. hier nur Biegungen in einer Ebene betrachtet 
babe, erlaube ich mir ‚den Seite 150 aufgeftelisen 
Satz hervorzuheben, "welcher angiebt, wie! viele Biegen: 
gen einer elaftifchen Feder, unter den bort vorausge⸗ 
ſetzten Umftänden, überhaupt möglich. find, d. h. den 
Bedingungen bed Gleichgewichtrs genfigen. :Diefe 
Stage iſt, wenn ich nicht irre, bisher noch nicht beante 
wortet worden; bie Lehrbücher, unter denen ich 5. B. 
dasjenige von Poiſſon nenne, (man ſehe die zweite 
Ausgabe deſſelben, Band 1. Seite 612) beſchraͤnben 
ſich nur darauf, zu unterfuchen;: da welchen Faͤllen es 
unter ben ‚möglichen Biegungen eine fehr Hleine giebt, 
wobei ‚bie, Abrigen ‚ganz unbeachtet bleiben. Der er- 
wähnte Sag lehrt hingegen, wie viele Biegungen in 
jedem Falle möglich find, e8 mag darunter eine fehr 
Fleine fein oder nicht. | 


Die allgemeine Unterfuchung über bie Bebinguns 

gen ded Bleichgewichtes folgt, von Seite 165—19t,, 
größtentheil® der theorie generale de l&quilibre et du 
mouvernent des systemes, einer Abhandlung.von Poin- 
fot, die man in der fechsten Ausgabẽ feiner Statik findet. 
Daß auch die fchöne Theorie der Kräftepaare, welche 
bier nicht ‘fehlen durfte, von Diefem um die Mechanik. 
fo fehr verdienten Mathematiker herruͤhrt, it allge 


vm VBorrede. 
mein bekannt. Noch habe ich das Lehrbuch von -I oif- 
fon, das Resume de legons sur Papplication de la me- 
canique von Navier, und den Calcul de l'effet des 
machines’ von Coriolis an einigen Gtellm benugt. 
"Das Leſen in der theorie mathematique® des effets du 
jeu de billard, ebenfalld von Coriolis, deren erſtes 
Sapitel von der Bewegung einer Kugel auf einer bo- 
. rizontalen Ebene, mit Rädficht auf Reibung, handelt, 
veranlaßte mich, über die Bewegung einer Kugel auf 
einer fchiefen. Ebene, mit Rüdficht auf Schwere und 
Reibung, eine Unterfuchung anzuftellen, die ich ber 
Hauptfache nach bier aufnehmen zu dürfen geglaubt 
habe. 
Berlin im December 1837, _ 


Der Berfaffer. 
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- Einleitung. 





1. Die Beobachtung läßt und zwar immer nur rela: 
tive Ruhe und Bewegung wahrnehmen; es ift aber Mar, daß 
jedem Körper, oder jedem materiellen Puncte, entweder abſolute 
Ruhe oder irgend eine Abfolute Bervegung zufommt. Von dies 
fen muß Folgendes angenommen werden: 

Ein materieller Punct kann nicht aus abfoluter Ruhe i in 
Bewegung übergehen, wenn nicht eine von ihm verfchledene Ur- 
fache vorhanden iſt, welche ihn zur Beweguns beſtimmt. Dieſe 
Urſache heißt Kraft. a 
Wuuirkt eine Kraft auf den ruhenden Punct, fo geht derſelbe 
in gerader Linie fort, und zwar mit gleichfoͤrmiger Gex 
fhmwindigfeit, d. h. in gleichen Zeiten gleiche Räume durch⸗ 
laufend. 

Die Richtung, nach welcher der Punct geht, wird nur durch 
die Kraft ſelbſt beſtimmt, und heißt daher die Richtung der 
Kraft. 

Dieſe Saͤtze ſtellen, zuſammengenommen, das Gr der 
Trägheit, in Bezug auf abfolute Bewegung, dar. Sie Iaffen 
fh -auch in einen Satz zufammenfaflen, von welchem fie. nur 
die Entwickelung find, nämlich daß die Materie ſich gegen‘ abfos 
Inte Ruhe und Bewegung gänzlich gleichgültig verhält. 
Diefes Geſetz der Trägheit, in Bezug auf die abfolute Bewer 
gung, iſt das erſte Ariom der Mechaͤnik. Das zweite Ariom 

| 1 
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betrifft die relative Bewegung, und dehnt daffelbe Geſetz der 
Trägheit auch auf fie aus. | 

Nämlich der bewegliche Punct (P), welcher fo eben im er: 
ften (abfoluten) Raume A gedacht wurde, Fann auch gedacht mer: 
den als enthalten in einem zweiten (r£lativen) Raume B, wel: 
her mit P zugleich in A beweglich if. Wird nım P durch di 
Kraft in Bewegung gefegt, fo ftele man fib vor, daß alk 
Duncte von B ſich mit der naͤmlichen Gefchwindigkeit in der 
nämlichen Richtung, wie P, fortbeiwegen; alsdann befindet fid 
P, während feiner abfoluten Bewegung, beftändig an dem nam: 
lichen Drte des Raumes B, d. h. P ift in B in relativer Ruhe | 
Als zweites Ariom wird nun feftgefeßt: | 

: Wirkt eine Kraft auf den im Raume B relativ ruhenden 
Yunct, ſo erfolgt eine relative Bewegung in B, und zwar genau 
. De-nämliche, welche Statt finden würde, wenn der Raum B, 
und mit ihm der Punct P, gar feine abfolute Bewegung 
hätte. | | 
- @in in dem Raume B befindlicher, die abfolute Bewegung 
deſſelben nicht. wahrnehmender, Beobachter wird mithin den Punct 
P in einee fcheinbar ruhenden geraden Bahn gleichfoͤr⸗ 
mig fortgehen fehen. Während aber P in diefer Bahn fortgeht, 
gehen in: der That glle Puncte diefer Bahn, mit der 
ihnen, wie jedem Puncte von B, zufommenden gleichfärmigen 
Geſchwindigkeit, unaufhörlih im Raume A gerade fort. 
Bieraus ergiebt ſich fogleih, welche Bewegung der. Punct 
P, dur das Zufammenmwirfen zweier Kehfte, im abſoluten 
Raume erhält. . 

Denn man denfe fih den Punct, vermöge diefer durch zwei 
Kräfte veranlaften. Bewegung, aus einem Orte O in einen an: 
deren Det O’ des abfoluten Raumes gelangend, fo folgt aus 
dem eben Gefagten, daß die Gerade OO" die Diagonale eines 
Harallelogrammes ift, deſſen eine Seite der Weg ift, welchen der 
Punct in feiner velativen Bahn in B, one O aus, in der Zwi⸗ 
fehenzeit gleichförmig durchlaufen hat, während die zweite Seite 
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die von jedem Puncte der Bahh inzwifchen durchlaufene Strecke 
darſtellt. 
Wirken demnach auf einen Punct zwei Kraͤfte, in beliebigen 
Richtungen, gleichviel ob gleichzeitig oder die eine nach der andern; 
ſo ziehe man aus dem Orte O, welchen der Punct in dem Au⸗ 
genblicke einnimmt, da die zweite Kraft auf ihn einwirkt, zwei 
gerade Linien in. den Richtungen der Kräfte, und zwar jede 
von O aus nach derjeriigen Seite, nach welcher die entfprechende 
Kraft den Punct hintreiötz nehme auf beiden Geraden zwei 
Streifen a und b, welche der Punct im gleichen Zeiten durch 
laufen würde, wenn das eine Mal die eine, das andere Mat die 
andere Kraft altein ihn in Bewegung fehte; vollende aus den 
Seiten a und b das Paralleiogramm, und ziehe aus O die Dia- 
gonale OO’; — fo bewegt fich der Punct in dieſer Diagonale 
mit gleichfoͤrmiger Geſchwindigkeit fort, und gelangt in den Ends 
punet O’ derfelben in dem nämlichben Augenblieke, in welchen er 
die eine der Strecken a oder b durchlaufen haben würde, wenn 
er durch die in der Richtung derfelben wirkende Kraft allein, 
von O aus, in Bewegung geſetzt worden wäre. 

Diefer Sa ift eine unmittelbare Kolgerung dus ben beiden 
aufgeftellten Arlomen, oder aus dem für die abfolute wie fuͤr die 
relative Bewegung auf gleiche Weife als gültig angenommenen 
Gefeße der Trägheit. \ 

Da ſich zwei gleichförmige Geſchwindigkeiten verhalten, tie 
die in gleichen Zeiten, vermöge ihrer, ducchlaufenen Wege, fo 
verhalten fich die Längen der Seiten a und b, und der Diago: 
nale OO’ (d) des Parallelogrammes zu einander, wie die Ges 
ſchwindigkeiten, welche jede der beiden Kräfte, allein wirkend, 
und die, welche beide, zufammenmwirfend, dem Puncte ertheilen; 
und mithin ftellen diefe Linien die ihnen entfprechenden Geſchwin⸗ 
digfeiten nicht allein der Richtung, fündern auch der Größe 
na dar. 


2. Aus der Eonftruction des Parallelogrammes ergeben fich 
fofort folgende Zufäge, als befondere Fälle: 
14* 


‘! 
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a) Werden einem Nuncte von zwei Kräften die Geſchwin⸗ 
digfeiten a und b in der nämlichen Richtung und in dem nam: 
lichen Sinne ertheilt, fo bewegt er fih in diefem Sinne mit der 
zufammengefegten Gefchtwindigfeit a+-b. 

b) ft aber die Gefchwindigfeit b der andern a gerade 
entgegengefegt, fo erhaͤlt der Punct die Gefchwindigfet a— bh, 
und geht mit diefer in dem Sinne von a oder in dem Sinne 
von b fort, je nachdem a größer oder Pleiner ift als b. 

c) Sind endlich beide Geſchwindigkeiten einander gleich und 
entgegengefegt, fo ift die zufammengsfegte Geſchwindigkeit Null. 

. Wirft alfo die Kraft P zweimal in demfelben Sinne auf den 
Punct, fo ertheilt fie ihm jedesmal die nämliche Gefchwindigkeit 
a, und der Punct erhält die zufammengefeßte Gefchwindigfeit 
2a. Wirft überhaupt die Kraft P nmal auf den Punct, jedes: 
mal in demfelben Sinne, fo erhält der Punct auch die Geſchwin⸗ 
digkeit ma. Denn diefe Behauptung ift richtig für n=2; hier⸗ 
aus folgt fie aber wieder für n—3, u. f. fe Und es if, in 
Bezug auf die zulegt hervorgehende zuſammengeſetzte Geſchwin⸗ 
digkeit, einerlei, ob die einzelnen P gleichzeitig oder nach einan⸗ 
der wirken. 

Zwei Kräfte find von gleicher Intenfität, oder fie find 
einander gleich, wenn fie dem nämlihen PBuncte gleiche 
Geſchwindigkeiten ertheilen. Wirken auf einen Punct gleichs 
zeitig m gleiche Kräfte (P) in gleichem Sinne, fo wirft auf ihn 
eine Kraft, welche die nfache von P iſt. Es ertheilt aber, nach 
dem Borhergehenden, diefe Kraft nP dem Puncte die Geſchwin⸗ 
digkeit na, wenn die Kraft P allein ihm die Gefchwindigfeit a 
ertheilt. Hieraus folgt, daß die Intenſitaͤten der Kräfte den 
Geſchwindigkeiten proportional find, welche fie demfelben Puncte 
mittheilen. ‚ | 

Es feien P und Q die Intenfitäten ztveier "Kräfte, a und b 
die ihnen proportionirten Gefchmwindigfeiten, welche jede einzeln, 
und d die zufammengefeßte Gefchtwindigfeit, welche beide, zuſam⸗ 
men wirfend, dem Puncte ertheilen. Alsdann Fann man fich 


* 
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eine dritte Kraft von der Yntenfität R vorftellen, welche in der 
Richtung von d allein angebracht, dem Punete gerade die naͤm⸗ 
liche Geſchwindigkeit d ertheilen würde. Diefe Kraft R heißt 


die Refultante von P und Q, fo wie P und Q die Compo⸗ 


nenten von R heißen. Da die Kräfte PB, Q, R in den Rich: 
tungen derjenigen Lirien wirken, welche, al8 Seiten und Diagos 
nale eines Parallelogrammes, die Geſchwindigkeiten a, b, d dar: 
ftellen, und da ihre Intenfitäten den Längen diefee Linien pro: 
portioniet find; fo ftellen dieſelben Linien auch die Richtungen 
der Kräfte und die Verhaͤltniſſe ihrer Intenfitäten dar. Man 
erhält alfo den Sag: 

Zwei Kräfte P und Q, an demfelden PBuncte (Angriffs: 
puncte) angebracht, laſſen ſich allemal durch eine dritte Kraft 
(Refultante) erfeßen, welche genau das Nämliche wirft, wie diefe 
Kräfte (Eomponenten). Zieht man aus dem Drte des Angriffs⸗ 
punctes zwei Linien, welche die EComponenten nad) Richtung und 
Größe (Intenſitaͤt) darftellen, und vollendet aus ihnen das Pas 
rallelogramm, fo wird wird die Rejultante, nach Richtung und - 
Größe, durch die von dem Angriffspuncte ausgehende Diagonake 
dargeftellt. 

Diefer Satz führt den Namen des Parallelogrammes. 
der Kräfte 


3. Bisher iſt nur von einem einzigen frei beweglichen 
Puncte die Rede getvefen, auf welchen Kräfte wirkten. Sind Kräfte 
an verfhiedenen Angriffspuncten gegeben, fo Tann man 
ihre Intenſitaͤten keineswegs durch die Geſchwindigkeiten meſ⸗ 
ſen, welche die Punete erhalten; vielmehr muß man die Kraͤfte, 
deren Intenſitaͤten mit einander verglichen werden, ſaͤmmtlich an 
einem und demfelben Puncte anbringen, um fie alsdann 
durch die erzeugten Gefchtwindigfeiten zu meflen. Werden Die 


Intenfitäten der Kräfte (oder vielmehr ihre Verhäftniffe zu einer, 


beliebig angenommenen Einheit von Kraft) auf diefe Weife als 
beftimmt betrachtet, fo Fönnen nunmehr die nämlichen Kräfte auf 
verfchiedene Angriffspunete wirkend gedacht werden. Dabei blei⸗ 


⁊ 
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ben die Gefhmindigkeiten der Angriffspuncte noch unbekannt, 
wenn auch die Intenſitaͤten der Kräfte als bekannt angefehen 
werden. Es ift aber für jet nicht nöthig, etwas Näheres über 
die Geſchwindigkeiten der verjchiedenen Puncte zu fagen. 

Mehrere Puncte, die auf irgend eine Weife mit einander 
verbunden find, fo daß fie fich nicht unabhängig von einander 
bewegen koͤnnen, bilden ein Syſtem von Puncten. 

Wirken auf ein Spftem von Puncten beliebige Kräfte, fo 
ſind, nad) der eben gegebenen Erflärung, die Bewegungen der 
Puncte im Allgemeinen von denen perfchieden, welche die Puncte, 
als frei gedacht, erhalten würden. Es müffen folglich noch ans 
dere Kräfte, außer den ‚angebrachten, vorhanden fein, welche zu 
den Bewegungen der Puncte beitragen. Diefe Kräfte rühren 
von der gegenfeltigen Verbindung der Puncte Her, und werden 
Widerftände, auch innere Kräfte genannt, im Gegenfage 
der an dem Syſtem beliebig angebrachten Kräfte, welche äußere 
Kräfte heißen. 

Zwiſchen mehreren, an einem Spfteme angebrachten Kräften 
befteht Gleichgewicht, wenn die Bewegungen, welche durch 
einige derfelben veranlaft, durch die anderen gerade aufgehoben 
werden. Es befteht 3. B. Gleichgewicht zwiſchen zwei gleichen: 
"und entgegengefegten, an demfelben Puncte angebrachten, Kraͤf⸗ 
ten (8S. 2. c.). 

Man ſagt auch, wenn mehrere Kräfte an einem Syſteme 
(oder an einem Puncte, der als das einfachfte Syftem be 
trachtet werden Pann) einander Gleichgewicht halten, das Spftem 
fei, unter diefen Kräften, in Gleichgewicht. Hieraus folgt aber 
nicht, daß das Syftem fi darum in Ruhe befinden muß; dass 
felbe Fann vielmehr ſchon irgend eine Bewegung befigen. Wenn 
aber mehrere Kräfte das Spftem, in einem Augenblide, fo trefs 
fen, daß zwifchen ihnen Gleichgewicht befteht, fo haben fie 
feinen Einfluß auf die Bewegung deffelben, wenn eine foldhe vor⸗ 
handen ift. 
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4. Das Vorſtehende enthält die allgemeinften. Grundlagen 
der Mechanik. Diefe Wiſſenſchaft zerfällt in zwei Theile. 

Der erfte Theil Heißt die Statif. In demfelben werden 
die Bedingungen unterſucht, unter denen Kräfte, an einem geges 
benen Spfteme, einander Gleichgewicht halten; oder es werden 
auch Kräfte gefucht, welche anderen, an dem Spfteme angebrach: 
ten Kräften, zwifchen denen nicht Gleichgewicht befteht, Gleichge⸗ 
wicht halten. Wenn zwiſchen den Kräften (P, P’, P", +) einer⸗ 
ſeits, und den Kräften (Q, Q’, Q",.-) andererfeit, an einem 
Spfteme Gleichgewicht befteht, und wenn wiederum, anftaft der 
Kräfte (P,\P’, P” +), andere Kräfte (p, p', p’ +), an —* 
ben Spfteme angebracht, den naͤmlichen Kräften (Q, ©', Q" -«) 
Gleichgewicht halten; fo find die Kräfte CP, P’, P"«-) und 
(Pr pP, P >) gleichgeltend, oder es laſſen ſich allemaf die 
einen durch die: anderen erfegen. Nämlich die Bewegungen, 
welche die Kräfte (P, P’ «o), ohne die Kräfte (O, Q’--) an dem 
Spfteme angebracht, veranlaſſen, muͤſſen einerlei ſein mit denen, 
welche dutch die Kräfte (p, p’+-) veranlaßt würden, wenn diefe 
allein wirkten; weil ſowohl jene als dieſe Bewegungen ſich ge⸗ 
gen die durch die Kräfte (Q, Q’, Q" +) hervorgebrachten Bes 
‚wegungen, nach der Borausfegung, gerade aufheben. Die Un: 
terfuchung der Bedingungen des Gleichgewichts ift Daher zugleich 
die Unterfuchung der Bedingungen, unter welchen mehrere Kräfte 
(P, P’, P" +), anderen Kräften (p, p', p' ») gleichgelten, 
oder die Statif hat ebenfowohl die eine als die andere zum Ges 
genftand. 


Die Wichtigkeit der Statik beſchraͤnkt ſich daher keineswe⸗ 
ges allein darauf, daß fie die Bedingungen des Gleichgewichtes 
kennen lehrt; fondern fie ift auch, wenn nicht Gleichgewicht bes 
fteht, für die Unterfuchung der durch die Kräfte veranlaßten 
Bewegungen eine nothwendige Vorbereitungs⸗Wiſſenſchaft. In⸗ 
dem fie nämlich die Regeln angiebt, nach welchen beliebige 
Kräfte an einem Spfteme in andere gleichgeltende zu verwan⸗ 
dein find, macht fie es möglich, unter diefen Verwandlungen 
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diejenige auszuwählen, weiche zur Beflimmung der geſuchten Be⸗ 
wegungen dienlich iſt. 

Der zweite Theil der Mechanik wird die Mechanik im 
engeren Sinne, oder auch die Dynamit genannt. Derfelbe 
befchäftigt ſich mit den durch die Föfe veranlaßten Bewe⸗ 
gungen. 


— 
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Statifc. 


Kräfte an einem Puncte. 


5 Micken an einem Puncte A zroei Kräfte P, Q, nach 
Richtung und Größe dargeftellt durch die Linien AB, AC (ig. 1.); 
fo wird ihre Refultante R durch die Diagonale AD des Parals 
lelogrammes ABDC, nach Richtung und Größe dargeftellt (8.2.). 
Bringt man an A eine der R gleiche und entgegenfeßte Kraft 
(AE) an, fo hält diefe den Kräften P und Q Gleichgewicht, 
weil fie der ihnen gleichgeltenden Refultante Gleichgewicht hält. 

Da AE=AD, fo verhält ſich, wie leicht zu fehen (Fig. 1.), 

AE:AC:AB==sin (CAB) :sin (EAB):sin (EAC); 
d. h. drei Kräfte, die um einen Punct im &leichgewichte find, 
verhalten fih zu einander der Reihe nah, wie die Sinus der 
von den jedesmaligen beiden andern eingefchloffenen Winkel. 

Hieraus folgt auch: 
AC-AB-sn(CAB)=AB:-AE: sin(’BAE)=AE-AC .sin(EAC) 
oder, wenn man fich in Fig. 1. die Geraden EC, CB, BE ge 
sogen denft, 

AABC=ABAE=AFEAC, 

d. h. ftellen die Linien AB, AC, AE drei um einen Punct im 
Gleichgemwichte befindliche Kräfte dar, und werden ihre Endpuncte 
B, C, E dur Gerade verbunden, fo find die hierdurch entftes 
henden drei Dreiede, welche A zur gemeinfamen Spite haben, 
einander an Klächeninhalt gleich. 
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Sind der Kräfte mehr ald zwei, fo Fann man züerft zwei 
derfelben mit einander, fodann ihre Refultante mit einer Dritten 
Kraft, zufanımenfeßen u. fs f., bis die Refultante aller an A ans 
gebrachten Kräfte gefunden if. Bei drei Kräften, deren Rich⸗ 
tungeu nicht in eine Ebene fallen, wird die Refultante darge: 
ftellt duch die Diagonale des Parallefepipedums, deſſen Seiten 
die Kraͤfte darſtellen. | 

Für eine beliebige Anzahl von Kräften gilt folgender Satz: 
Es fein AB, AC, AD, «+ AF Linien, welche die an A ange 
brachten Kräfte darftellen. Aus dem. Endpuncte B der einen, 
AB, ziehe man, in dem Sinne von AC, eine der AC parallele 
und gleiche Linie BC’; ferner aus C’, in dem Sinne von AD, 
eine der AD parallele und gleihe, C’D’, u. f. f, wodurch eine 
gebrochene Linie ABC’D’ + F’ erhalten wird. Berbindet man 
nun den Anfangspunct A diefer gebrochenen Linie mit dem End- 
puncte F’, fo ftellt AF’ die Refultante aller Kräfte dar. Die 
.. Richtigkeit dieſes Satzes ergiebt fich leicht aus dem Parallelogramm 
der Kräfte. Kür zwei Kraͤfte (AB, AC, Fig. 1.) wäre ABD die 
gebrochene Linie, mithin AD die Refultante. Soll insbefondere 
ztvifchen allen Kräften Gleichgewicht beftehen, fo .muß die Reful- 
tante AF’ Null fein, oder die gebrochene Linie ABC'D’ -«- F’ ein 
gefchloffenes Vieleck bilden. 

So wie man mehrere Kräfte an einem ‚Puncte duch 
ihre Refultante erfegen kann, fo laͤßt fih auch umge 
Fehrt eine Kraft ducch mehrere andere erſetzen, von denen 
fie die Refultante if. Nimmt man iegend drei Richtun- 
gen an, die nur nicht alle einer Ebene parallel fein dürfen, fo 
läßt fih jede gegebene Kraft R in drei diefen Richtungen pa- 
rallele Componenten zerlegen, und zwar nur auf eine Weiſe. 
Nämlich die Componenten find die, im Angriffspuncte von R 
zufammenftoßenden, der Richtung nach gegebenen, Seiten eines 
Daralielepipedume, deffen Diagonale R ift, und dadurch offenbar 
völlig beftimmt. , 

Will man bei der Zufammenfekung mehrerer Kräfte an eis 
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nem gemeinfamen Angriffspuncte, Rechnung anwenden, ſo iſt es 
zweckmaͤßig, jede Kraft zuerſt nach drei willkuͤrlich angenomme⸗ 
nen Richtungen zu zerlegen. Denn alsdann laſſen ſich alle in 
die naͤmliche Richtung fallenden Componenten in eine einzige 
Kraft vereinigen, welche ihrer Summe gleich iſt, und werden die 
ſo erhaltenen drei Summen oder Kraͤfte wieder in eine zuſam⸗ 
mengeſetzt, ſo iſt dieſe die geſuchte Reſultante. Um die einfach⸗ 
ſten Formeln zu erhalten, waͤhlt man gewoͤhnlich drei auf einan⸗ 
der ſenkrechte Richtungen der Zerlegung, wie auch im Folgen⸗ 
den geſchehen ſoll. 

Die bei dieſer Rechnung erforderlichen, beſonders die analy⸗ 
tiſche Beſtimmung der Lage gerader Linien betreffenden, Saͤtze, 
ſind in dem erſten Theile dieſes Handbuches, wo von den An⸗ 
wendungen der Differential⸗Rechnung auf die Geometrie die 
Rede war, als dem Leſer bekannt, mit Recht vorausgeſetzt wor⸗ 
den. Denn ihre Herleitung bedarf der Huͤlfe der Differential⸗ 
Rechnung nicht, und ſollte, nach der ſachgemaͤßen Ordnung, dem 
Studium derſelben ſchon vorausgegangen fein. Indeſſen mögen, 
für einige Leſer, jene Eäte, mit ihren Beweiſen, bier noch nachs 
träglich eine Stelle finden. 


6. Fällt man aus zwei Puncten A,B.einer der Lage nach 
gegebenen geraden Linie (Big. 2.) die Lothe AC, BD auf eine 
zweite, beliebig im Raume gegebene Gerade, fo heißt das zwi⸗ 
fhen den Endpuncten der Lothe enthaltene Stuͤck (CD) der 
zweiten Geraden die fenfrechte Projection, oder im Folgenden 
fchlechthin die Brojection von AB. 

a. Bezeichnet man die Neigung der Geraden AB gegen 
ihre Projection CD mit a, und fest AB=I, CD=p, fo ift 
p=lcoso. ' - 

Zum Beweife ziehe man aus A eine Gerade AE (Sig 2.) 
parallel mit CD, fälle aus B ein Loth BE auf die Ebene ACD, 
siehe FD, welche von AE in E gefchnitten wird, und verbinde 
Bmi E Nah einem aus den Elementen der Stereometrie 
befannten Sage ift der Winfel CDF ein rechter, mithin auch, 
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weil AE parallel CD, LAEF ein rechter, woraus folgt, daß 
auch AEB ein rechter Winfet if. Da CDEA ein Rechte, fo 
‚Mt auch CD=AE. In der Vorausſetzung liegt ferner, daß 
LBAE=a« ift, und man hat AE==AB.cosa, folglich auch 
CD =AB:cos a, oder p=1lcosa, w. 3. b. w. 


Hieraus folgt noch, daß die Projectionen einer Geraden auf 
zwei einander parallele Linien, einander gleich find. 


b. Bei dem Gebrauche der Projectionen muß auch der 
Sinn unterfchieden werden, in welchem die zu projicirende Linie 
zu nehmen ift. ft 5. B. in Fig. 2. die Neigung der Linie AB 
gegen die Projectionsstinie (Are) gleich c, fo ift die Neigung der 
nämlichen Linie, im entgegengefegten Sinne genommen, alfo BA, 
gegen die in unverändertem Sinne genommene Projections: Age, 
gleich n—a; alfo ift CD=1-cos« die Projertion von AB, 
und DC=lcos(r— a)=—1cosa die Projection von BA. 
Man fee allemal zuerft feſt, welcher Sinn in der Projectiong: 
are der pofitive fein foll, und mwähle für die Neigung der AB 
gegen die Are denjenigen Winfel, welchen AB mit einer der pe 
parallelen und vom Anfangspuncte A im pofitiven Ginne aus: 
gehenden Geraden AE bildet, betrachte auch die Länge 1 von 
AB immer als pofitio; fo ftellt der Ausdruck 1cos a die Pros 
jection von AB auf die Are nicht allein der Größe nach, fondern 
auch, duch fein Zeichen, den Sinn derfelben dar. FR « fpig, 
fo ift die Projection pofitiv, ift = ftumpf, fo ift fie negativ. 
Diefe Zeichen find mefentlich zu beachten, fobald mehrere Linien 
auf diefelbe Are projieirt werden. Man kann indeſſen auch, 
wenn AB==1 pofitiv ift, die Länge von BA=—1 oder negas 
tiv fegen, muß aber alsdann den Winfel «& in beiden Zällen ala 
‚den nämlichen betrachten. Denn hierdurch verwandelt ſich der 
Werth (Icos«) der Projection von AB, für die von BA fn 
—1ecosa, tie erforderlih ift. Obgleich die zuerft angegebene 
Betrachtungsweife vor diefee manche Vorzüge hat, fo bedient 
man fich doch Häufig auch der letztern, namentlich wenn die pros 
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jleieten Linien Eoordinaten find, welche ſowohl pofitio, wie tr 
gativ genommen zu werden pflegen. 7. 


c. Wird eine Gerade ABI auf drei gegerr einander ee 
rechte Aren projicirt, fo ft die Summe der Qudtate ihrer Pros 
jectionen dem Quadrate ihrer Fänge gleich: 

, Denn man ziehe aus dem Ynfange A von. AB drei Gerade 
parallel mit den Axen, und projicire auf fie die AB, fe find die 
Projectionen jenen auf die anfänglichen Aren, der Reihe nach, 
gleich, und bilden offenbar die Kanten eines rechtwinklichen Pa- 
tallelepipedums, deſſen Diagonale AB ift. In einem folchen sft 
aber das Quadrat der Diagonale gleich der Summe der Qua⸗ 
drate dreier zuſammenſtoßender Kanten; roraus das Dehaups | 
tete folgt: 

Nennt man demnad «a, PB, y die Dinkel, weiche AB mit 
den Projections⸗Axen bildet, und find mithin 1cos«, I cos Br 
lcosy die Projectionen von AB, fo hat man: 

| 1?=1? cos a? +1? cos B? +1? cas y? ‚ 
folglih cos rcosP?Fcosy’=i1. A. 

Alfo: Die Summe der Quadrate der Eofinus der Wins 
kel, welche eine Gerade mit drei auf einander ſenkrechten Aren 
bildet, iſt der Einheit gleich. 


d. Es ſei eine zufammenhöugende gebrochene einie (fie heiße 
ABCD) gegeben. Werden die einzelnen geraden Stuͤcke derfels 
ben, AB, BC, CD, in dem durch die Folge der Buchftaben an: 
gedeuteten inne genommen, auf eine beliebige Are projicirt, fe 
ift die Summe ihrer Projectionen, mit gehöriger Ruͤckſicht auf 
deren Zeichen, gleich der Profectien des die Eudpuncte der ges 
brochenen Linie verbindenden AD, auf die nämliche Age. Bilder 
die gebrochene Linie ein gefchlofenes Visleck, fa ift die Summe 
der Projectionen aller Seiten, auf eine beliehige Age, Null. 


e. Die gebrochene Linie beſtehe aus oe Staͤcken 4B!, 
BRDI (Big) Man denfe ſich drei auf einander ſenkrechte 
Aren, x, y, z, mit welchen 1 dev Rede nach die Wine «, B, 
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y; I die Winkel a’, P', y’ bilde; fo daß Lcosa, Icosß, 

1cosy und lcosa', l’cosß', V cosy vie Projectionen von 

1 und P auf die Aren x, y, z, und mithin, nach d), 

lcosa-+1' cosa’, lcosß-Il’cosß', Lcosy-pI’cosy 

die Projectionen der gebrochenen Linie, auf diefe Aren, find. Es 

ſei noch AD=er, und A, u, » die Neigungen von AD gegen die 

Aren, alfo rcosd, rcosu, rcosv die Projectionen von AD; 

fo hat man: | 

r cosA=l cosa-rIV cos a’ 

r cos u] cos B-PI cos ß’ 

r cosv=l cosy-FIl cosy. 

Addirt man die Quadrate diefer Gleichungen, und feßt, wegen A., 

c0sa?-cosß?+4-cosy’—=1, cosa’?-+-cosß"?-+cosy?—1, 
cosi? 4-cosu?-cosy?==1, 


fo fommt: | 
r?—1?-+-1?-2211(cos« cosa'-cosß cosß'-+cosy cosy'). 
Aus dem Anfange A der gebrochnen Linie ABD werde AC 
parallel mit BD und in dem Sinne von BD gezogen ($ig. 1.), 
fo it ZCAD die Neigung dee Geraden AB, BD, gegen einan⸗ 
de. Es fi ZCAD=i, mithin ABD=r—i, und 
AD?==AB?-»BD?--2AB-BD :cosi, 
oder "—l?+li°-$21l cosi. 
Diefer Werth von r?, mit dem vorigen verglichen, giebt die 
Formel: 
cosi==cosa cos cos ßB cosß'-»cosy cosy', B. 
durch welche die gegenfeitige Neigung zweier Geraden, aus ihren 
‚ Neigungen gegen die Axen, gefunden wird. Daß diefe Geraden 
einander nicht zu fehneiden brauchen, verfteht ſich von feldft; 
denn es fommt hier Aberhaupt nur auf ihre Richtung, nicht auf 
ihren Drt Im Raume an. Sind z. B. beide einander parallel, 
und werden fie in gleichem Sinne genommen (alfo 3. B. auch, 
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wenn BD die Verlaͤngerung von. AB ift), fo aa), B=P', 

—=y und i⸗O, wodurch wieder die Formel A erhalten wird. 
Sind ſie zwar parallel, aber dem Sinne nach entgegengefeht, fo 
ft aen—a, B=n—P), y yaRr—y, und. in, Sem, fie 
ſenkrecht auf einander, fo, ft izmgn, und .;. AR ren 

c0osa cos a -Pcosß cos B'-cos y.cos vol, 

eine Häufig vorkommende Bedingungsgleihung. ! 3 

f. Durch den Anfang © ſenkrechter Soordinatenidfgen ziehe 
man eine beliebige Gerade OO, fete in ˖ jeder diefer--Pinien den 
Sinn feſt; welcher der poſitive fein ſoll, -und' nerme =, .B, die 
Winkel, melde OQ mit den Aren x, y, 2, der Reihe nach bil⸗ 
det; wobei alle Linien im pofitiven Sinne zu nehmen find. Ser: 
ner. werde im Raume ein Punct P beliebig gewählt; es jeien .x, y 
z feine Eoordinaten, mithin x cose, ycosß, zcosy die ‚Pro: 
jectionen berfelden “auf OQ, in deren Ausdrucken x, y, 2 nit 
ihren Zeichen zu nehmen find (vgl. b.). Denkt man ſich die 
Toordinaten von P in wine von O nach P gehende gebrochene 
Linie (OP) zuſammengeſetzt, und nennt man q die Projection 
von OP auf OQ, welche pofitio oder negativ iſt, je nachdem 
fie, von O aus, auf OQ im pofitiven oder negativen Sinne 
fortgeht, fo hat man: et. 

'  xcosa4y cosß-F2.cos v=4 Pr 
zugleich auch ehe 
cos @? cos B?+ cos 4. 
Der Ort aller Puncte P, fuͤr welche in der Gleiching C. «, 
ß, 9, q ungeaͤndert bleiben, während x, y, 2 veraͤndert werden, 
iſt offenbar eine Ebene, welche ſenkrecht auf OQ, in dem Ab⸗ 
ftande =q vom Anfange der Coordinaten, fteht. Iſt alfo die 
Gleichung einer Ebene in der Form: 
ax--by-+ezi=k 
gegeben, fo ſetze man zuerſt m—=EV a’-+b?.+c”, divldire 
die Gleichung mit m, und vergleiche fie mit der Gocmel ( C., fo 
ergiebt fi ich: 
2 
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cos a· coa co— Fol 2 ferne 


Sieturd fe die Kichtung der Normale der Ebene beftimmt; 
Doch" bleibt das Zeichen der Wurzefgeöße m zmeideutig, fo fange 
nicht feſtgeſetzt ift, welcher Sinn, in der Rormale der poſitive 
fein fol... ©: 

Soll nun die. gegenfeitige Reigung zweier Ebenen gefunden 
werden, fo. ift Far, daß man dafür die gegenfeltige Neigung 
ihrer Normalen ſetzen kann. Sind alfo ax-+-by-Hozz=k und 
ax-+by-+rczzak'. die. Gleichungen der Shen, und i ihre 


— mai era, ch, dm fe eh, 


er 
' 


ze ey, wor) rien, wodneh 
die Neigungen der Normalen gegen ‚die Aren beſtimmt werden. 
Setzt man ferner die Werthe dieſer Coſinus in die Formel B., 
fo kommt für die gegenfeitige, Neigung der Normalen, oder für 
die dee Ebenen: rn 
im bh te 
um 


in weichem Ausdeude noch eine Zweideutigkeit von Seiten der 
Zeichen uͤbrig iſt, die auch nothwendig Statt finden muß, weil 
die Neigung der Ebenen oder ihrer Normalen eben ſo gut ein 
ſpitzer als ein ſtumpfer Winkel ik. Dieſe Zweideutigkeit wird 
beſeitigt, wenn der Sinn feſtgeſetzt iſt, in welchem jede der Nor⸗ 
malen genommen werden ſoll. 

Im Folgenden wird von dieſen Saͤtzen ſehr haͤufig, ohne 
weitere Erinnerung, Gebrauch gemacht werden. 


7. Die Intenſitaͤt einer Kraft werde immer als eine poſi⸗ 
tive Groͤße gedacht. Stellt man ferner mehrere an einem ge⸗ 
meinfamen Angriffspuncte A wirkende Kraͤfte durch Linien dar, 
ſo verſteht ſich, daß man jede Linie, von A aus, nur nach einer 
Seite ziehen muß, und zwar entweder jede nach der, nach wel: 
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‚cher bie Kraft den Punct zu bewegen ſtrebt, oder jede nach. der ' 
entgegengefeßten. Nach der erften Act werben die "Kräfte Dusch 
die Linien als ziehend, nach der zweiten ale ftoßend darge: 
ſtellt. Es ift einerlei, welche diefer Annahmen gemacht wird, 
‚nur muß man bei der einmal gemwählten- bleiben... Werden nun 
durch A drei auf einander fenfrechte Aren x, y, 2 ‚gelegt, und 
auf fie die Linien AB, AG, welche bie Kräfte P, P'«» dar 
ſtellen, projicirt, fo ſtellen die Projectionen, nach Größe und Zeis 
chen, die. Componenten der Kräfte dar. Nennt man alfo a, ß, 
'y die Meigungen der Linie AB, welche die Kraft. P darſtellt, gps 
gen die im pofitiven, Sinne. genommenen Aren, fo find P cos a, 
Pcosß, P cosy die Componenten von P. Auf ähnliche Weiſe 
fein a’, ß', y die Neigungen von P’ gegen die Axen, mithin 
P’'cos a, P'cos ſ, P' cos y die Componenten von P'; u. - £. 
Wird die Summe aller in die Age x fallenden Gomponenten ı mit 
X bezeichnet, fo ift 

X=P cos a-pP’ cos a'-+P" cos a" > 
‘ oder fürzer X=zP cosa, | 


Werden eben fo die Somponenten nah y in eine Summe y, 
‚und die nach‘ z in eine Summe Z vereinigt, fo hat man 
"Y=P cosß-+P' cosß'+P" cos B’ ++ 
Z=P cos y-+P'cosy-+P"”cosy" ee " | 
oder Y=zP cosß, Z=ZP cosy. 
Es ſei R die Refultante der Kräfte P, PP", und A, 
u, » Ihre Neigungen gegen die Axen, alfo RcosA, Rcos u, 


R cosv die Componenten von R nach den Iren, ſo folgt un⸗ 
mittelbar: 


RcosA=X, Rcosu=Y, Rcosv=Z, 

Addirt man die Quadrate dieſer Ausdruͤcke, ſo kommt 

| R? —_Y+Y+Z, ud R=VX’FV+Z, 

wo der Wurzel das pofitive Zeichen zu geben if. Die Richtung 
2% 
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“und der Sinn’der Reſultante, deren Sntenfirät hierdurch dekannt 
iſt, werden durch die. Yormelnz . : - A 


cos I” 08 X cos u= Z 
. R’ — =: 


ohne Zweideutigkelt beftimmt. 
Setzt man in den Ausdrud für R*, ſtatt Xx, X, Z ihre 
Werthe 2 P cos a, ein, fo ergiebt ſich die ntenfität der Re: 
fultante unmittelbar ausgedrückt durch die Kräfte P, P' · und 
ihre gegenfeitige Neigungen, welche fih mit (PP), (P'P")u.f. f- 
am vdeutlichften bezeichnen laſſen. Man findet namlich, bei 
gehdriger Anwendung der Formeln "A. und B. des vorigen $., 
wenn 3. B. nur drei Kräfte P, P’, P” gegeben find : 
R’=P? +? -+-P"?-+-2PP' cos (PP’ )42 P'P" cos (P’P”) 
+2P"P cos (P"P), 

d. h. das Quadrat der Refultante ift gleich der Summe. der 
Quadrate aller Kräfte, vermehrt um die doppelte Summe der 
Producte, welche man erhält, indem man jede Kraft mit jeder 
andern, und ihr Product in den Eofinus ihrer gegenfeitigen Reis 
gung, multiplicirt. 

Diefer Sap gilt für jede beliebige Anzahl von Kraͤften. 

Soll insbeſondre zwiſchen den Kraͤften Gleichgewicht beſte⸗ 
ben, fo muß die Reſultante R Null fein. Da nun die Reſul⸗ 
tante die Diagonale eined Parallelepipedums ift, deſſen Seiten 
die Componenten X, Y, 2 find, und die Diagonale nie Null 
wird, wenn nicht-die Seiten des Parallelepipedums einzeln Null 
‚ find; fo folgt, daß die Somponenten einzeln Null fein müffen. 
Diefer Schluß würde auch gelten, wenn man die Kräfte nicht 
nach fenkrechten, fondern nach fehiefen Axen, zerlegt hätte. Man 
erhält alfo 

x=0, Y=0, 2=0 

oder ZP cos «=0, zP cosß=0, ZP cosy==0, 
als die nothiwendigen und hinreichenden Bedingungen des Gleich⸗ 
gewichtes. 











8: Glg. an einem auf einer Flaͤche bef. P. 2 


8.Es werde jetzt angenommen, daß der Angriffspunct ſich 
auf einer unbeweglichen Flaͤche beſindet, von welcher er ſich zwar 
entfernen kann, die ihm aber kein Eindringen geſtattet. Wirken 
“auf ihn gleichzeitig die Kräfte P, P', P'.c fo ſetze man dieſel⸗ 
ben zuerſt in eine einzige Refultante R zufammen, und zerlege 
diefe fodann in eine auf der Fläche nermale und eine dee 
Berührungsebene parallele Seitenfraft. Der letzteren febt die 
Fläche feinen Widerftand entgegen; in Hinſicht auf die erſte find 
zwei Zölle möglich; entweder nämlich die normale Kraft drückt 
den. Punct gegen die Kläche, oder fie treibt ihm, fich in der Rich⸗ 
tung der Normale von der Fläche zu entfernen. In dem 
zweiten diefer Fälle ift es offenbar eben fo, als ob die Flaͤche 
gar nicht vorhanden, oder der Punct frei beweglich wäre. Im 
erften Falle aber, wenn der Punct ‘gegen die Flaͤche gedruͤckt 
wird, welche ihm kein Eindringen geftattet, wird der normale 
Druck durch einen gleichen und entgegengeſetzten von der Flaͤche 
dargebotenen Miderftand aufgehoben... Soll, alfo Gleichgewicht 
beſtehen, fo muß die tangentiale Componente von R Null fein, 
und"die Kraft R muß den Punct normal gegen die Floͤche druͤk⸗ 
fen. Um dieſe Bedingungen analytiſch darzuſtellen, nenne man 
die Intenſitaͤt des normalen Widerßandes N, und A, u, » die 
Winkel, welche die Richtung deſſelben mit den Aren bildet, zer⸗ 
lege ferner die Kraft R nach den. ren in die drei Componenten 
X, X, Z; fo muß, für das Gleichgewicht, fein: 


HN oosh 0, IHN cos u==0, Z4+N cosr—0. Au 
Venichnet man die Gleichung der Flaͤche durch L==0; ſo ſud 


U — X v— —2 
nn 


dl dL — dL 
. de. dy dz 
die Gleichungen ihrer Normale. Wird feene zur Abkurzung 


Cy— u. 
geſetzt, fo Bat man, für die Neigungen der Normale gegen. die 


v 











22. Statik eines Punctes auf einer Flaͤche. 8. 


Yen 5 y‚a.die Ansdehde: Ä u 
c08 gan: d.cos AIR U cosI= 1 AL 2 
U dx” u=g'gy' =, dz’ Pr. 
ih h welchen aber das Zeichen der Wurzelgröße U noch ztveideutig 
if. Die Bedingungen des Gleichgewichtes gehen demnach in 
fölgende Öleidungen über: 





Bird. aus bdieſen drei Sleidungen der ouotent 7 15 mesorkhaft, 
fo kommt: 


welche Gleichungen nichts anderes beſagen, als daß die efufüate 
der Kräfte X, Y, Z auf der Flaͤche normal ’ift. Sind die Com⸗ 
ponenten X, Y, Z als Zunctionen der Eootdinaten x, y, z ihres 
Afgtiffäpuncteg gegeben, ſo wird ducch diefe beiden Gleichungen, 
in Verbindung: mit L=0, der Drt beftimmt;, In welchem der 
Punkt, unter der Wirkung der gegebenen’ Kräfte, auf der Fläche 
ruhen kann, oder überhaupt der Ort, in welchem dieſe Kraͤfte, 
wenn ſie ihn waͤhrend der Bewegung treffen, feinen Einfluß auf 
die Bewegung haben. Dazu gehört aber, daß die Kraft R Ihn 
gegen die Zläche druͤcke, nicht aber ihn von derfelben zu entfer- 
nen: ftrebe, -und diefe Bedingung iſt in den vorfiehenden Wfeis 
chungen nicht enthalten. Um hieräber zu entfcheiden, entwickele 
man aus 4. mit Hülfe der Gleichung L=0, zuerft die Werthe 
von x, y, z, fo werden dadurch zugleich die entfprechenden Ber: 
the von X, Y, Z, au, 5 =, mithin auch U, bie auf 
das Zeichen, bekannt. Diefe Werthe fee man in die Gleichun⸗ 
gen 3, ein, und beftimme das Zeichen von D fo, daß der Werth 
von N pofitiv werde, was immer moͤglich und erforderlich if. 
Alsdann find auch die Größen cosA, cos. u, cosv nach 2., bes 
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kannt, und mithin. die Richtung des Widerftandes vollftändig 
beftiimmt. Am klarſten if es nun, ſich die Flaͤche als ‘eine uns 
endlich duͤnne Schaale zu denfen, und zunächft anzunehmen, daß 
der Punct ſowohl innerhalb als außerhalb der Schaale ſich bes 
finden Fann. Die gefundenen Werthe von cos A, cos u, cos v 
lehren alsdann, indem fie die Richtung des Widerftandes anges 
ben; auf welcher Seite der Flaͤche der Punct fich- befinden weh,‘ 
ums durch den Widerkand dirfelben in Ruhe gehalten zu werden. 
Soll fi nun. der Punct z. B. bloß auf der äußeren Seite bes‘ 
finden, ſo wird man diejenigen Auflöfungen verwerfen, nach weis 
chen er ſich auf der inneren Seite befinden müßte. : 


Es fei 3. B. die Flaͤche eine Kugel, und die auf den Punct 
mirfende Kraft die Schwere, fo ift klar, daß der Punct, wenn 
die Kugelfläche als eine unendlich dünne Schaale gedacht wird, 
oben auf der Kugel außerhalb, unten innerhalb der Schaale ru⸗ 
ben kann. Diefes zeigt nun die Rechnung auf folgende Art: 

Man nehme den Mittelpunct zum Anfange der Eoordinaten,, 
die Axen x, y horizontal, die z vertical und pofitiv nach oben. 
Der Halbmeſſer fei a, alfo die Gleichung der Kugel 

L=x'!+y’-r2?—a?=0., , - 
Fuͤr die auf den Punct wicfende Kraft kann man fen Gewicht 
p ſetzen. Die Richtung derſelben bildet mit den Axen x, y, z 


der Reihe nach die Winkel a, P; y, deren Eofinus 0, 0, —1 
find; alfo. cosar=0, cos B=0, cos y—=—1, md mithin 


22; daher gehen die Gleichungen 4 über in. 


dz 
dx. 23 2” 


und Hieraus: folgt 20, yo, mithin za Auch iſt 
Us= 32. 
Bon den Bleichungen 3. fallen die beiden erſten von ſelbſt 
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weg, weil x=0, Y= 0, I= 0, =; die letzte giebt, für 


2a, L_ın, und mithin 


-p+ 29, 20, 


-. 


bh 2, und N==p. Aſſo iſt (nah 2) cos A 0, 
cas a==0; cosv==+1;5.der Wiberftand N wirft mithin parals 
(el des Are z aufwärts. Der Punct befindet ſich nun, weil 
z==-ra, oben auf der. Rugelfchaale, und da ber Widerfiand N 
ihn hindert abwärts zu gehen, fo muß die Flaͤche unterhalb des 
Punctes gedacht. werden, oder der Punct ſich außerhalb der Ku⸗ 
gelſchaale befinden. 

. Segt man aber ı=—a, fo befindet fi ch der Punct unten 
an der Kugel. Alsdann giebt die dritte der Gleichungen 3.: 





2. a0, 

folglich U=—25, N=p, und mithin, nad 2, cos A=0, 
cos u==0, sy 4 (meit =): Der Widerſtand 
wirkt alſo wieder aufwaͤrts, oder die Flaͤche muß ſich wieder 
unterhalb des Punctes befinden, d. 3 der. Puna muß innerhalb 
der Kugelſchaale Tiegen. e 

Der Leſer wied ans diefem Beifpiee entnehmen, : baß die 
Rechnung allemal die Richtung und den Sinn des Widerſtandes 
deutlich anzeigt, woraus ſich ſodann ſchließen laͤßt, auf welcher 
Seite der’ Flaͤche ſich der Punct befinden muß, da der Sinn des 
Widerftandes immer von der Fläche nach dem Puncte geht. 

Im BVorhergehenden ift angenommen, daß der Punct fih 
ohne Widerftand von der’ Fläche entfernen Fann. Er Fann aber 
auch unbedingt auf derfelberi zu bleiben gezwungen fein. Als⸗ 
dann kann man fich ftatt der Flaͤche zwei überall gleich und 
unendlich wenig von einander abftehende Schaalen vorſtellen, zwi⸗ 
ſchen welchen der Punct ſich ‚befindet. : In diefem Galle findet 








s 
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jede ndormale Kraft, in welchem. Sinme:fie auch wirke, einen Wis 
derſtand, der ihr Gleichgewicht Hält; wirft eine tangentiale Kraft 
“auf den Punct,.fo ift derfelbe im erſten. Augenblicke nicht gehin⸗ 
dert, nach der Richtung derſelben fortzugehen, und muß alſo in 
dieſem Sinne ſich zu bewegen anfangen; wie er dann weiter ge⸗ 
hen witd/ iſt hier nicht zu unterſuchen. Wenn alſo Gleichgewicht 
heſtehen ſoll, ſo muß die, Reſultante aller auf den Punet wirken⸗ 
den Kräfte auf der Fläche normal’ fein. Die Bedingungen des 
Gleichgewichtes find daher die naͤmlichen wie vorhin. -Und zwar 
iſt jede Aufidſung, welche den Gleichungen 4 in Verbindung mit 
der Gleichung L=0 genuͤgt, zuläffig, da Der Widerſtand in der 
Normale ſowohl in dem ‚einen ai In dem andern Sinne Statt 
finden kann. nd 

: er dee Angsiispundt auf einer Eurve bewehlich, fo 
hat. man zwifchen. feinen Coordingten zwei Gleichungen, die durch - 
L=0 und M=0 bezeichnet fein. Jede derſelben drückt eine 
Fläche aus, auf welcher der Punct fich befindet, und welche feis 
nem @indringen einen geroiffen normalen Widerftand entgegen: 
fegen wird. Der Punct befindet ſich alfo unter dem Einfluffe 
zweier Widerftände, die man aber in jedem Augenblicke in einen 
einzigen N zuſammenſetzen kann, deſſen Richtung in die Normal⸗ 
Ebene der Euive fallen muß. Bezeichnet man mit A, u, » die 
Neigungen von N gegen'die Aren, und bemerkt, daß die Och 
SHurfgen der Tahgente an der Curve folgende, | | 
le uU-X: V-y_ w—z 

. dx dy  ,.d’ 

und” mithin die Coſinus der Ne mingen der Tangente gegen die 
pe fölgende find: SE SE, J, fo ergiebt fi, weil die 


Richtung von N. fenfrecht auf der Tangente fteht, die Gleichung: 


” 
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gerne iſt, für das Gleichgewicht, erforderlich, daß fei:.. 
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 KupN cosi==0,; VAN cos ue0, Z--N cos vamßı: 


Multiplicirt man diefe Gleichungen der Reihe na mit d dx, dy, 
dz und addiert die Producte, fo fommt, wegen 1. 


Xdx+Ydy+Zdz=0. 2. 

‚Werden‘ aus :Diefer Gleichung - die Diff rentialberhaltnife 
=, * wegseſchaft, deren Werthe ſich aus den Gleichungen 
der Curve ergeben, fo, geht Diefefbe in eine endliche Glei⸗ 
chung zwiſchen x, y, 2. uͤher, welche in. Verbindung mit ben 
Gleichungen ber Curve, den Ort des Gleichgewichtes heſtimmt. 
Hierbei ſinden uͤbrigens noch die naͤmlichen Unterſcheidungen Statt, 
wie bei den Flaͤchen, je nachdem ſich der Punct von. der Curve 
entfernen kann oder nicht; es wird aber in jedem Kalle der Sinn 
des normalen Wilderftandes durch die Rechnung genau beftimmt, 
wonach dann das Uebrige beurtheilt werden kann, wie dei den 


Stächen, 


ifte au einem feften. Softeme; 


"oo. Zwei Puncte ſind mit einander feft verbunden, 
wenn ihre gegenfeitige Entfernung ungeändert bleibt, welche 
Kräfte auch an Ihnen angebracht werden. . Ein Syſtem, deſſen 
Puncte feft mit einander verbunden find, heiße ein feites Spy⸗ 
ſtem. Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß es ein unbe⸗ 
dingt feſtes Syſtem, oder einen unbedingt feſten Koͤrper, in der 
Natur nicht giebt; deſſen ungeachtet koͤnnen die Bedingungen des 
Gleichgewichtes an einem feſten Syſteme Gegenſtand einer theos 
retiſchen, auch auf Koͤrper der Natur in vielen Faͤllen anwend⸗ 
baren, Unterſuchung ſein. Dieſe Unterſuchung ſetzt einen hoͤchſt 
einfachen Grundſatz voraus, der ſogleich angegeben werden ſoll. 
Zur Abkuͤrzung nenne man zwei Kraͤfte, welche in der Richtung 
der geraden Linie zwiſchen ihren Angriffspuncten, die eine im 
entgegengeſetzten Sinne der andern, wirken, einander entgegen: 
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gerichtet. Outgegengerichtete Kräfte ‚find alfe aflemal einan- 
der parallel, und entgegengefägt; aber, die. Umkehrung dieſes 
Satzes gilt im Allgemeinen nit, Dec Grundfag, auf welchem 
die Lehre von dem Gleichgewichte an einem feſten Soſteme bes 
ruht, iſt mun folgender; 

Zwei ˖ gleiche und entgegengerichtete Kroͤfte, und nur ziel. 
folthe, ‚on feſt verbundenen Puneten angchredt, haiten einander 
Gleichgewicht. 

Es wird an einer anderen Stelle dieſes vucher von Denn 
Grundſatze noch die Rede fein; Hier mag nur folgende Bemer⸗ 
fung hinzugefügt werden. Da die Kräfte nicht unmittelbar auf 
denfelben Punct wirken, fo kommt auch zwifchen ihnen das 
&feichgewicht nicht unmittelbar, fondern nur: vermittelft der Wis 
derſtaͤnde ober. inneren Kräfte. zu Stande, durd) welche die ge⸗ 
genfeitige Entfernung "der. Puncte unverändert erhalten wird 
Man muß fih alfo vorftellen, daß an den Puncten zwei einan⸗ 
der und den Kräften gleiche Widerſtaͤnde auftreten, fo daß an 
jedem Puncte zwiſchen der an ihm angebrachten äußeren und 
der an ihm auftretenden inneren Kraft Gleichgewicht beftcht. 
Diefe Widerſtaͤnde bilden die ‚Ppannung der. Heide . Puncte 
verbindenden Geraden. 

Aus vorſtehendem Grundſatze folgt, daß man den Angriffs⸗ 
punct einer Kraft an jeden In ihrer Richtung beſindlichen und 
mit dem vorigen feft verbundenen Punct ‚beliebig verlegen Fann. 
Denn eb fei A der-anfängliche Angriffspunet Der Kraft; B ein mie 
A feft verbundener, in dee Richtung der Keaft liegender Punet; 
fo fann man an B zwei einander gleiche und- entgegengefette Kräfte 
anbringen, welche einander aufheben. Kallen nun dieſe Kräfte 
zugleih in die Richtung der vorigen Kraft und find- fie diefer 
gleich, fo heben auch die an A und B angebrachten gleichen und 
entgegengerichteten Kräfte einander auf, und es bleibt alfo nur 
noch die andere an B angebrachte Kraft übrig, welche man als 
die ‚vorher. an. A angebrachte, jeßt an den: m Engetpunc 2 B vers 
legte Kraft ‘anfehen. kann... 
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Hierbet-IR vorausgefeht, was ſich auch Bon ſelbſt verſteht, 
daß man an jedem Syſteme Kruͤſte, zwiſchen denen Gleichge⸗ 
wicht beſteht, beliebig hinzufuͤgen dder auch wegnehmen kann, 
ohne etwas zu aͤndern. : °' 

Und eben ſo iſt klar, daß das Gleichgewicht zwiſchen meh⸗ 
reren Kräften an einem Syſteme niemals geſtoͤrt wird, wenn 
man zu dem BGyſteme noch beliebig viele materielle Puncte hin⸗ 
zufuͤgt, und ſolche mit den Puncten des Syſtems belichig ver⸗ 
bindet. Oder allgemeiner: 

Befteht. zwiſchen den Keäften (P, P..) an dem Spfteme 
A, und zwifchen den Kräften (Q, Q'’-») an dem Spfteme B 
Gleichgewicht, fo. wird weder das.eine noch das andere: geftört, 
wenn man die Puncte des einen Syſtemes mit den Puncten des 
anderen beliebig perbindet; ohne übrigend die Verbindung zwi⸗ 
feden den Punsten jedes einzelnen Syſtems zu ſtoͤren. Denn de 
die Kräfte feinem der Syſeme eine Bemegung ertheilen, fo wer: 
den durch die. Verbindung beldet Spfteme Feine gegenfeitigen 
Einwirkungen gwifchen ihnen beraakaßt, und. mithin befieht das 
Gleichgewicht fort. 

Dieſes, gilt: eben: fo gut im VBejug auf das Gleichgewicht von 
Kraͤften an ruhenden wie an bewegten Syſtemen; denn daß durch 
die Verbindung der Syſteme die Bewegung in ihrem Fortgange 
geändert wird, gehoͤrt nicht hierher. Es wird- nur. gefagt,. daß 
die.Rräfte, zwiſchen Denen an jedem Syſteme Gleichgewicht bes 
fteht,. auf die Bewegung. feinen Einfluß haben, und auch feinen 
erhalten, wenn die Syſteme beliebig mit einander verbunden werden. 
. . Webrigens aber Fang der Lefer ſich die Angriffspuncte für 
jetzt immerhin bloß als ruhend vorſtellen.t wenn ihen Died eine 
Erleichterung zu fein ſcheint. 


* 


Zwei Kräfte in einer Ebene. 5 


4. An den: Puncten A und -B ob; Aumcte. * ver⸗ 
bunden ſind, und außerdem mit beliebigen anderen: Puncten feſt 








4. Zwei Kräfte in einer EABene. 2 


verbunden .fein. oder werben Fönnen, braucht nicht immer wieder 
außdrüdtich gefagt zu werben) wirken zwei Kraͤfte P und @, 
in den Richtungen AP, AQ, melde Im. Puncte, C einander 
ſchneiden (Fig. 3.). Bringt man an C zwei dee P und Q bes 
ziehungsweiſe gleiche und entgegenrichtete Kräfte an, fo befteht 
Gleichgewicht. Fuͤt diefe kann man au ihre Refultante R 
feßen, deren Richtung Cr ſei. Der Angriffspimet von R. kann 
ferner an- jeden beliebigen Punet M in der Richtung der Geras 
Cr verlegt werden, ohne das Gleichgewicht zu fören, Der 


eine Deu!Cr gleihe und entgegengevichtete Reaft MR an M ans - ' 


gebracht, ift die Refultante von P und Q. 

Durch die Puncte A; B, C lege 'man einen Kreis, und 
nehme zum Angeiffspuncte der Reſultante R den zweiten Dutch 
ſchnitt M der Gerade Cr mit dieſem Kreiſe. So fange die 
Kräfte P und Q der ntenfität nach ungeändert bleiben, und 
Ihre“ gegenſeitige Nelgung (ACB) elenfalls ungeaͤndert bleibt, 
ändert ſich offenbdar auch die Intenſitaͤt der Refültante R nicht. 
Laͤßt man nun die Kräfte, unter den obigen Vorausfeßurigeti, 
fi in Ihrer Ebene um ihre Angri ffspuncte A und B drehen, 
f6 durchläuft der Durchſchnitt ihrer Richtungen C, ‚bei fortge⸗ 
fester Drehung, den ganzen Umring des Kreifes CAMB. Es 
fei, Dunch diefe Drehung, der Punct C’nadh EC’, und die Kräfte 
in die Richtungen AP’, BO’ gekommen, fo muß: die Refultante 
jest den Winkel AU’B in die nämlichen Theile theilen, wie vors 
hin den Winkel ACB; folgfih muß auch die Refultante aus °C’ 
den Bogen- AMB- in dis:nämlichen Theile theilen, wie vorhin die 
Mefultante aus C, und mithin muß die Refultante aus C’ den 
Kreis in dem naͤmlichen Puncte, wie die Refultante aus C, d. ſ. 
in-M, zum zweiten Male fehneiden. 

Gelangt ferner der Durchſchnitt der Richtungen beider 
Kräfte in den Bogen AMB, 3. B. nach C”, wobei die Kräfte 
in die Geraden AP” und BO” fallen; fo geht die Refultante 
CRꝰ wieder durch M, wie der Lefer leicht einfehen wird. 


Y 
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Es verhält ſich P.O: Rin AICB: in ACM: ain ACB, oder, 
weit ABM==ACM, BAM :=BCM, ACB=2R — AMB iſt, 
= 'PQ:R=sin MAB: sin MBA:sin AMB. 

Zieht man demnach AM, MB, fo ift auch 

| .P:Q:R=MB:MA:AR - 

Der fo beftimmte Punct M, durch welchen die Refultante der 
beiden Kräfte P und. Q beftändig geht, wenn dieſe Kräfte, ohne 
Aenderung iheer gegenfeitigen Neigung, in ihren Ebene um ihre 
Angeifföpunete gedreht werden, bei. dee Mittelpuret .der 
Kraͤfte P und Q. 

Die borftehende Sonßruction des Mittelpunctes gilt auf 
gleiche Weiſe, ed mag die Neigung (ACB) der Kräfte P und 
Q gegen einander fpig oder ftumpf fein.. Wäre fie ſtumpf, fo würde 
nur der Bogen AMB, in welchen der Mittelpunet fällt, größer 
als der auf der anderen Seite der Schne AB befindliche Theil des 
Kreiſes, alfo größer als der Halbkreis ſein (Fig. 4). Der Mit⸗ 
telpunct fällt in dem Bogen AMB allemal, wie leicht zu ſehen, 
naͤher an den Angriffspunct der groͤßeen, als an den der klei⸗ 
neren Kraft; iſt z. B. P>Q, fo iſt Bogen AM Bogen MB, 
Iſt aber P=Q, fo ift auch Bogen AM=Bogen MB. 

Man denfe fih jegt (Fig. 3.) die Neigung ACB der Kräfte 
als fpig, und mehme an, da diefelbe fich immer mehr der Null 
nähere... Alsdann wächft der Durchmeſſer des Kreiſes über alle 
Grenzen hinaus, und der Bogen AMB fällt immer genauer mit 
der Sehne AB zuſammen. Man fieht alfo, daß, wenn die 
Kräfte parallel werden, der Mittelpunct NE endlich in einen Punct 
der Sehne AB fallen muß. Dabei gilt immer die Proportion 
P:Q=MB:MA, durch welche die Lage dieſes Mittelpunctes, 
in der Sehne AB und zwifchen den Endpuncten derfelben, genau 
beftimmt ift. Die Refultante R aber geht indie Summe P-+Q 
Huͤber, und wirft mit beiden Kräften parallel und in gleichem 
"Sinne, 

Man nehme ferner an (Fig. 4.), daß der Binte ACB 
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ſtumpf · Tel un ſich Immer mehr tod: Mechten naͤhert5 zugleich 
fi PQ. Alsdann fällt nicht allein Bogen BUA immeh 1ge⸗ 
nauer in Die: Sehne BA; fordern es faͤllt "auch: dee Bogen 
BCAM immer genauer mit feiner Schne BM zuſammen, weil 
ZABM=ACM: ift, und diefer ſich dem Null nähert, indem 
ACB ſich zwei Kechten nähert. Wird alfo endlih ZACB—ER, 
fo fallt Bal mit BA in eine gerade Linie zufammen ; dabei bleibt 
aber BM größer als Ba, oder der Punct M fällt in Die von 
A ausgehende Verlängerung dee: Sehne BA.. Hnd- mam- bat 
immer -P:Q’o# MB:MA;. zugleich aber R=P—Q. Der 
Mitrelpunct faͤllt demnach in die: Verlängerung det Sehne BA, 
auf die Seite der größeren von beiden, Kräften P und QO; die 
Mefultante aber ift den Kräften parallel, Idee unterſchlede gleis, 
und wirkt in dem Sinne der groͤßeren. 

Iſt aber P=Q, fo if LACM=BCM,: oder. Bogen 
AM == Bogen. MGB (Zig. 4.), und Sehne AM=—=MB.- Nà⸗ 
bert fih nun.der Winkel. ACB zwei Rechten, toährend AB, wie 
immer, unveroͤnderlich gedacht wird, fo wachſen MA, MB über 
alle Grenzen hinaus, oder der Mittelpunct rüdt in unendliche 
Entfernung von.-A und B. Zugleich aber wird die. Reſul⸗ 
sante immer genauer dem Unterfchiede beider Kräfte. gleich, alfo 
immer genauer Null. Diefer Kall macht alfo .eine bemerkens⸗ 
werthe Ausnahme non den uͤbrigen.— 


Aus dem Vorhergehenden ergiebt fich: in 

Zwei Kräfte in einer Ebene laſſen ſich, mit Ausnahme de⸗ 
einzigen Falles, wenn beide einander gieich, parallel und entgegen⸗ 
geſetzt ſind, immer durch eine dritte, in der naͤmlichen Ebene 
wirkende Kraft erſetzen. Dieſe erſetzende Kraft kann an jedem 
beliebiger: Puncte ihrer Richtung angebracht werben; esgiebt 
aber unter dieſen Puncten einen, der vor den uͤbrigen ausgezeich⸗ 
net iſt und der Mittelpunet der Kraͤfte genannt wird. Dreht 
man naͤmlich die Kraͤfte, in ihrer Ebene, um ihre Angriffspuncte 
ſo, daß ihre gegenſeitige Neigung beſtaͤndig die naͤmliche bleibt, 
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ſo geht die: erſetzende Rraft; in ‚Seren: Steluns Och FEypſtemes, 
durch dieſen Mittelpuict. I 

Oder bringt man an Diem Mittelpunste eine der Reſultante 
gleiche und entgegengerichtete Kraft an, fo beſteht zwiſchen bier 
fer ımd den beiden andern ‚Kräften immer Gleichgewicht; . wie 
auch das Spftem. ihrer. feitwerbundenen:. Ingeiföpumete ‘in feiner 
Ebene verfhoben wende, . wenn die Kräfte mit unveraͤnderlichen 
Intenſitaͤten in unveränderlichen ‚Richtungen an-Ihuen Angriffs⸗ 
puncten haften. Wird z. B. der Mittelpunct I (Kg. 3.). als 
uubeweglid angenommen, ‚fo beſteht zwiſchen den -Rräften P 
an A-und Q än B immer Sleichgewicht, wie au das Dreieck 
AMB, tn feinee Ebene, um M ‚gedreht werde, „mährend die 
Kraͤfte immer in den naͤmlichen Richtungen .auf ihee Angriffs: 
puncte wirken; weil ter“ diqqultante beſandis durch den unbe⸗ 
weglichen Punct geht. en 

- Anmerfung.' Seit⸗ im Borhacehenben bei dem Weber: 
gahge von geneigten: Kräften zu parallelen, noch nit genug 
erwieſen fcheinen, daB zwei parallele Kräfte, mit Ausnahme des 
ſchon erwaͤhnten beſonderen Falles, fd / immet durch eine einzige 
Kraft erfegen laſſen; ſo kann dies noch auf folgende Weiſe ge⸗ 
ſchehen. Sind an A und B zwei parällele Kräfte P und O ge 
geben, fo bringe man noch zwei gleiche und entgegengerichtete 
Kräfte N und N’ an A und B an-(Kig. 5.), durch weiche nichts 
geändert wird. Setzt man nun N mit P in die Mefultante P’, 
eben fo N’ mit Q-in Q’ zufammen, fo werden die Richtungen 
non -P’.und.Q’ allemal einander ſchneiden, wenn nicht P und Q 
einander gerade gleich und entgegengefegt find, welcher Fall aus: 
gefchlofien iſt. Werden um die Sräfte P und Q’ an den Durchs 
ſchnitt C Ihrer. Richtungen Äbertragen, und ftatt ihrer wieder die 
Componenten N und P, N’ und Q gefegt, fo heben fich die glei⸗ 
chen und entgegengefehten Somponenten N und N’ an GC auf, 
und es ergiebt fi mithin an C eine Refultante, welche der 
Summe (oder. Differenz) der Kräfte P und Q gleich und ihnen 
parallel ift; wie oben gefunden wurde. 
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Von dem araftepaoren. 


12. Zwei gleiche, parallele und an feftverbundenen Angrifs 
puncten in entgegengeſetztem Sinne wirkende Kräfte (welche im 
Borhergehenden eine Ausnahme machten), nennt man ein. Kräfs: 
tepaar, oder auch Häufig, fobald feln Mißverftändniß. zu befors 
gen ift, fohlechthin ein Paar. Der fenfrechte Abftand zweier 
ein Baar bifdender Kräfte von einander wird die Breite, und 
die gerade Linie zwiſchen den Angriffepuncten der Arm des. Paa⸗ 
res genannt. Da man aber die Angriffspımete der Kräfte in 
ihren Richtungen beliebig verlegen kann, fo kann man auch den 
Arm des Paares immer feiner Breite glei machen, und dieſes 
fol im Folgenden in der Regel als gefchehen vorausgeſetzt wer⸗ 
‚den. : Alsdann ftehen.:die Kräfte fenfreht auf dem Arme dee. 
Paares; oder diefes ift rechtwinklich. Man pflegt Die ‚Kräfte 
eines Paures durch entgegengefegte Zeichen, wie P und —P au . 
unterfcheiden, und das von ihnen gebildete Paar der Kuͤrze we⸗ 
gen durch (P, — P) zu bezeichnen. 

Ein Paar, deſſen Kräfte. nicht Null find, oder deffen Breite 
nicht Null iſt, Fann offenbar nicht für ſich im Gleichgewichte 
fein, auch niemals durch eine einzelne Kraft im Gfleichgewichte 

gehalten werden. Denn hielte eine Keaft.R dem Paare Gleich⸗ 
gewicht; fo Fann man allemal eine der R afeiche, parallele und. 
entgegengefettte Kraft (—R) annehmen, melde ſich gegen das 
Paar: ganz in der nämlihen, nur gerade entgegengefegten Lage 
befindet, wie R, und. welche dem Paare. eben fo gut, wie R, 

Gleichgewicht halten muß, weil in beiden Zällen Alles gleich ift. 
Man bringe demnach die Kraft (— R) und zugleih, um nichts 
zu ändern, eine ihr gleiche. und entgegengerichtete Kraft, CR’): an. 
Das Gleichgewicht, welches zwifchen den Kräften P, —P und 
R, nach der Annahme befteht, wird durch Hinzufuͤgung von. 
—R und R' nit aeftört. Da aber auch P,—P nd —R 
für fih im Gleichgewichte find, fp müßte zwiſchen den beiden. 
1 Id) übrigen parallelen, gleichen und in gleichem Sinne wirken: 

3 
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den Kräften (R und R') Gleichgewicht beftehen, was dem Grund⸗ 
ſatze in $. 10 widerſpricht. 

Ein Kraͤftepaar iſt demnach eine eigenthoͤmliche Verbindung 

von Kraͤften, welche niemals durch eine einzelne Kraft erſetzt mer⸗ 
den kann. Auf welche Weiſe aber Paare durch andere Paare 
Fa werben. koͤnnen, ſoll jetzt gezeigt werden. 
13. a. Ein Kräftepaar Fann man, in feiner Ebene oder im 
Raume, parallel mit fich feldft, beliebig verlegen, ohne feine 
Wirkung, zu Ändern; vorausgefegt, daß die neuen Angriffepuncte 
mit den vorigen feft verbunden find. 

- Denn e8 fei(#ig.6.) (P,—P) das Kräftepaar, andem Arme AB. 
Daffelbe werde zur Abkürzung mit & bezeichnet. Aug einem be 
Ikebigen Puncte A’ ziehe man in dem Sinne von. AB die der AB 
parallele und gleiche Gerade A/B’, bringe an A’ die der P gleiche 
Keaft P’ in derfefben Richtung und in dem Sinne an, in wel: 
P an A wirkt, und füge, zugleich die Ihr, gleiche und entgegen: 
gefegte (P”)an A'hinzu; eben fo bringe man an B’ die Kraft — P’ 
parallel mit der an B twirfenden gleihen Kraft, in dem Sinne 
derfelben und Zugleich im entgegengefegten Sinne an; fo ers 
hält man an dem Arme A’B’. zwei Rräftepaare, nämlich CP’, 
-5 und (P", —P®), die- einander Gleichgewicht halten: Bon 

diefen werde das erſtgenannte mit B, das ziveite mit" » bezeich- 
net. Man kann nun, unter der Vorausfeßung, daß A'B’ mit 
AB feft verbunden ift, bemeifen, daß zwiſchen den Paaren « und 
y Gleichgewicht beſteht. Werbindet man naͤmlich A’ mit B und 
B’ mit A durch gerade Linien, fo ſchneiden diefe Linien einander 
gegenfeitig in ihren Mitten m. Nun kann man die Kraft P* 
an A’ mit der ihr gleichen und in gleichem Sinne parallel wir 
fenden (—P) an B in eine Refultante (Q) vereinigen, welche, 
der Summe beider Kräfte gleich und ihnen parallel, durch den 
Punct m geht, der, nah $. 14., der Mittelpunct diefer beiden 
gleichen und- parallelen Kräfte if. Von der andern Seite laſſen 
ſich aber auch die Kräfte Pan A und —P"” an B’in eine 





.-” 
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der vorigen gleiche und entgegengefeßte, an dem nämlichen Yuncte 
m tirfende, Refultante (— O) vereinigen, welche jener mithin 
Gleichgewicht hält... Alſo befindet fih das Paar « mit dem 
Paare y im Gleihgewicht, fo daß nur noch das Paar B übrig 


bleibt, welches demnach mit dem anfänglich vorhandenen Paare 


o gleichgeltend fein muß; mw. z. b. m. 

b, Ein Kräftepaar kann, in feiner Ebene, beliebig gedreht 
werden, ohne feine Wirfung zu ändern. Denn es fei (Fig. 7.) 
(P, —P) das gegebene Paar, von der Breite AB. Durch die 
Mitte m von AB ziehe man beliebig die Gerade AB AB, doch 
fo, daß auch ihre Mitte in m falle; bringe an A’ und B’ je zwei 
auf der Richtung von A’B’ fenfrechte, einander entgegengefekte 
Kräfte P’, P", —P’, —P” an, deren jede an Intenſitaͤt der Kraft 
P gleich fei; fo hat man an AB' zwei Paare (P', — P) und 
(P", —P"), die einander Gleihgewicht halten. Von diefen hält 
aber das eine, nämlich in der Figur (P”, —P”) auch dem an⸗ 
fänglichen Paare (P, —P) Gleichgewicht; denn verlängert man 
die Richtungen der Kräfte P und P” bis zu ihrem Durchfchnitte 
in a, fo geben fie eine Refultante, die von @ aus offenbar (teil 
P=P") durh m ädeht; ben fo geben auch auf der anderen 
Seite die Kräfte —P”, —P eine von ihrem Durchſchnitte B aus 
durch m gehende, der vorigen gleiche und entgegengerichtete Res 
fultante; alfo befteht Gleichgewicht zwifchen !(P, —P) und (P”, 
—P”), Mithin bleibt nur noch das Paar (P’', — P) an AB 
äbrig, welches dem Paare (P, —P) demnach gleichgilt, durch 
defien Drehung um m e8 hervorgebracht werden Fann. 

Die Säge a. und b., nach melchen fi überhaupt ein Paar 
in. feinee Ebene, oder in parallelen Ebenen beliebig verſchieben 
laͤßt, find in Bezug auf die Kräftepaare das nämliche, was 
für eine einzelne Kraft die willfürliche Verlegung des Angriffs⸗ 
punctes in der Richtungslinie der Kraft ift. 

Denft man fih für einen Augenblif den Punct m (Fig. 
7) als unbeweglich, fo ift einleuchtend, daß die Kräfte P, —P- 
den Arm AB in ihrer Ebene um m zu drehen ftreben; und der 
\ 8 * 
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Sinn, in welchem das Paar (P, —P) feinen Arm zu drehen 
ſtrebt, ift demjenigen entgegengefegt, in welchem das Paar (P”, 
—P”) den feinigen zu drehen ftrebt. Auf diefe Weife wird man 
jederzeit leicht unterfcheiden, ob zwei Paare in einer Ebene in 
gleichem oder in entgegengefegtem Sinne toirfen. 


14. Das Product aus der Breite eines Paares in die In⸗ 
tenfität einer der Kräfte (Seitenfräfte) defelben heißt dag Mo: 
ment des Paares. Zwei Paare von gleichen Momenten, die in 
derfelben Ebene (oder in parallelen Ebenen, mas eineclei ift) in 
entgegengefegtem Sinne wirken, halten einander Gleichgewicht. 

Denn es fei (Kig. 8.) (P, —P) das eine der Paare, von 
der Breite AB, fo fann das andere Paar (P’', —P'), von 
der Breite p'AB', in der Ebene fo verlegt werden, daß die 
Arme AB und AB’, von dem nämlichen Puncte A ausgehend, 
theilweife zufammenfallen. Nah der Vorausfegung ift nun 
Pb==P'b', folglih, wenn b>b', P<P'. 

Demnach hat man an A die Kraft P—P, welche parallel 
und in gleihem inne mit P wirft, und außerdem an B’ die 
die Kraft P', welche im entgegenfegten Sinne der vorgenannten 
wirft. Werden nun die. Kräfte P—P und P in eine Refultante 
zufammengefeßt, fo findet man, daß diefelbe ihrer Summe P'—P 
-+P oder P’ gleich, ihnen parallel fein, und durch den Punct B’ 
gehen muß. 

Denn man hatte P'b’=Pb, folglich (P—P)b'=P(b—b‘) 
oder P—-P:P=b—b:b=BB:BA; 
folglih iſt B’ (nad) 8. 11.) der Mittelpunet der Kräfte P—P 
an A und P an B. Die Refultante ift Demnach der noch uͤbri⸗ 
gen Kraft —P’ genau gleich und entgegenrichtet, und hält mits 
hin diefer Gleichgewicht, w. z. b. w. 

Paare von gleichen Momenten, die in einer Ebene in glei: 
chem Sinne wirfen, fann man alfo für einander fegen, oder fie 
find gleichgeltend. | 

Hat man an einem Puncte C eine einzelne Kraft P (&ig.9.), 
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und. ift außerdem ein anderer Punct A mit C feft verbunden, 
fo pflegt man auch das Product aus der Kraft P in ihren ſenk⸗ 
rechten Abftand AB=b von A, das Moment der Kraft P, 
in Bezug auf den Punct A, zu nennen. Diefes Moment kann 
man fich allemal als das eines Kräftepaares denken, welches ent⸗ 
fteht, wenn man an A eine der P gleiche, parallele und entgegen: 
gefegte Kraft (—P) anbringt, und zugleich, um nicht zu ändern, 
eine dritte Kraft, der P ebenfalls gleich und parallet, und in 
gleichem Sinne mit ihr, an A hinzufügt. Da der Angriffspunct 
von P fih von C nah B verlegen läßt, fo hat man das Kräf- 
tepaar (P, —P) an dem Arme AB, deffen Moment Pb ift, und 
außerdem noch die einzelne Kraft P an A; und dieſe drei Kräfte 
find zufammen der vorigen Kraft P gleichgeltend. Wenn in der 
Folge von dem Momente einer Kraft in Bezug auf einen Punct 
Die Rede ift, fo ift darunter das Moment des auf die angege⸗ 
bene Weife entftehenden Paares zu verftehen. 


15. Nach dem Vorfichenden it es leicht, beliebige Paare, . 
die in einee Ebene wirken, in ein einziges gleichgeltendes Paar 
zu vereinigen. Denn da Paare von gleihen Momenten, in glei- 
chem Sinne in derfelben Ebene wirfend, fich für einander fegen 
laffen, fo kann man zuerſt alle gegebene Paare auf diefelbe Breite 
bringen, und hierauf alle-an den" nämlichen, diefer Breite glei⸗ 
- hen, Arm verlegen. Alsdqnn vereinigen ſich alle in dem naͤm⸗ 
lichen Einne mwirfenden Paare in ein einziges, deffen Moment der - 
Summe der Momente der einzelnen Paare gleich ift, und ebenfo 
vereinigen fich die in dem entgegengefeßten Sinne wirkenden Paare 
wieder in eines, welches die Summe ihrer Momente zum Mo: 
ment hat. Diefe beiden zufammengefeßten Paare geben aber ein 
einziges Paar, deffen Moment der Differenz ihrer Momente gleich 
if, und welches im Sinne des größeren von ihnen wirft. 

Sind ferner zwei Paare in nicht paralleten Ebenen gegeben, 
fo fann man auch diefe fehr feicht in ein gleichgeltendes Paar | 
jufammenfegen. Denn man bringe beide Paare auf gleiche Brei: 


I 
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ten, und verlege fie an einen nemeinfchaftlihen Arm in Dem 
Durchſchnitte ihrer Ebenen. Sind nun P, —P und P, —P'’ 
die Kräfte dee Paare, fo gedacht, daß P und P’ an dem einen, 
—P und —P’ an dem anderen Endpuncte des gemeinfhaftlichen 
Armes wirken, fo geben P und P’ eine Refultante R, und —P, 
—P' cine ihr gleiche und entgegengefegte —R; beide bilden Das 
zufammengefegte Paar (R, —R), deſſen Breite die nämliche ift, 
wie die der vorigen Paare. 


Auch laſſen fich Kräftepaare durch Linien eben fo darftellen, 
wie einzelne Kräfte. Sind nämlih mehrere Paare an beliebig 
geneigten Ebenen gegeben, fo Fann mm alle diefe Ebenen durch 
einen und denfelben roillfürlich angenommenen Punct m legen, 
und jedem Paare In feinee Ebene eine folche Lage geben, daß 
die Mitte feines Armes in den Punct m treffe. Errichtet man 
nun auf der Ebene jedes Paares ein feinem Momente proportios 
nales Loth aus m, welches die Are des Paares heiße; fo ift 
klar, daß diefe Are durch ihre Richtung die (auf ihr fenfrechte) 
Ebene und durch ihre Gpöße das Moment des Paares bezeichs 
net. Wird ferner feftgefegt, daß die Drehung, welche ein Paar 
zu bewirken ftrebt, einem in dem Endpuncte der Are befindlichen, 
nach einem der Angriffspuncte hinblichenden Auge immer in dem⸗ 
felden inne, etwa von der Linken zur Rechten fortgehend er- 
fcheinen foll; fo ift e8 auch nicht mehr zweifelhaft, auf welcher 
Seite der Ebene des Paares die Are, aus m, zu errichten if, 
und mithin ftellt die Are auch den Sinn des Paares gehörig 
dar. Denkt man fih 5. B. in Fig. 8. die Kräfte ſaͤmmtlich als 
ftoßend, und die Ebene der Paare (P, —P), (P”, —P"”) horis 
zontal, fo muß die Are des Paares (P, —P) von m aus vertis 
cal nah oben, dagegen die des entgegentwirfenden Paares (P”, 
—P”) von m aus vertical nach unten gehen. Denn aledann 
wird 3. B. die Kraft P an A, für ein in dem Endpuncte der 
Are des Paares (P, —P) befindlihes, nach A gemandtes 
Auge, den Punct A von der Linken zur Rechten fortzutreis 
ben ftreben, und wendet fich das Auge nach: B, fo wird die Kraft 


x 


— 
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—P eben fo den Punct B von der Linfen nach der Rechten hin⸗ 
treiben. Hieraus iſt einfeuchtend, wie durch die Are nicht allein 
Ebene und Moment, fondern auch der Sinn eines Paares be⸗ 
zeichnet wird. 

Werden zwei gegebene Paare auf gleiche Breiten gebracht, 
ſo verhalten ſich ihre Momente und mithin ihre Axen, wie ihre 
Seitenkraͤfte. Man verlege beide an einen gemeinſamen, im 
Durchſchnitte ihrer Ebenen liegenden, Arm; es ſeien (Fig. 10.) 
AP und AP’ zwei zuſammenſtoßende Seitenkraͤfte der Paare, 
beide fenfrecht auf dem gemeinfamen Arm, deffen Endpunct A 
iſt; fo if die Diagonale AR des Parallelogrammes APRP’ die 
Seitenfraft des zufammengefehten Paares, wie eben ſchon bes 
merkt werden. Stellen ferner AQ, AQ’ die Axen der Paare 
(P, —P) und (P’, —P) vor, fo ft  AQZAP=AQ':AP, 
LQAQ'=PAP', QAP=QAP=R; folglich au, nach Voll⸗ 
endung des Parallelogrammes aus AQ, AQ', die Diagonale 
AR:AR=AQ:AP, und ZRAR—=R; ., mithin ft AR’ die 
Are des zufammengefetzten Paares (R, —R). Daß die pen 
AQ, AQ' bier aus dem einen Endpuncte A des Armes errichtet 
find, während fie oben’ in der Mitte des Armes errichtet wur⸗ 
den, macht offenbar feinen Unterfchied. 

Da alfo die Upe eines aus zwei gegebenen zuſammengeſetz⸗ 
ten Paares die Diagonale des aus den Axen dieſer Paare zu 
bildenden Parallelogrammes iſt, ſo folgt uͤberhaupt, daß die Zu⸗ 
ſammenſetzung der Paare, vermittelſt der Axen, ganz nach den 
naͤmlichen Regeln geſchieht, wie die Zuſammenſetzun einzelner 
Kraͤfte. 

Man farm daher auch Paare eben fo zerlegen, wie einzelne 
Kräfte. Geht man bei diefer Zerfegung von den Aren aus, fo 
ergeben ſich auch fogleich die nöthigen Sormeln, um namentlich 
ein gegebenes Paar in drei auf einander fenfrechte Eeiten-Paare 
zu zerlegen. Es fei G das Moment diefes Paares, pofitio ges 
nommen, oder auch die Länge feiner Are, A, u, » die Meis 
gungen diefer Ake gegen die Agen x, y,z; fo find GcosÄ, 


— 





\ 


4 Statik. Zuſannenſetzung . %. 


Gcosu, Gcosy die den x, y, z parallelen Axen der Seiten- 
Paare, aus deren Zeichen fich zugleich der Sinn biefer Paare 


entnehmen läßt. Bezeichnet man die Momente diefer Paare mit 

L, M, N, und zwar fo, daß jedes Moinent als pofitiv oder als 

negativ gilt, je nachdem feine feine Are in den pofitiven oder ne⸗ 

gatiden Theil der entfprechenden Coordinaten⸗Axe fällt, fo hat mar: 
| Gcosi=L, Gcosu=M, Gcoss=N, 

md G’=L’?+M’-+-N?. 


Kräfte im Naume, au einem .feften Syſteme. 


21418. Nah dieſen Vorbereitungen braucht man ſich bei be 
ſonderen Faͤllen nicht weiter aufzuhalten, ſondern kann ſogleich 
zur Betrachtung beliebiger Kraͤfte im Raume, an feftberbundes 
nen Puncten, übergehen. 

Es fein P, P', P".» die an den Puncten des Syſtemes 
wirkenden Kräfte. An einem beliebig gewaͤhlten Puncte A des 
Spftemes bringe man eine‘ der P gleiche, parallele und mit ihr 
in gleichem Sinne wirfende Kraft, und zugleich eine ihr gleiche 
und entgegengefegre an, fo erhäft man, auf die in $. 14. ange: 
gebene Welfe, die einzelne Kraft P an A und ein Kräftepaar 
(P, —P). Auf die naͤmliche Weife verfahre man mit den übeis 
gen Kräften, fo daß man für P’ wieder die Kraft P’ an A und 
ein Kraͤftepaar (P', —P') erhält, u. f. fe Es ergeben ſich alfo 
fo viele einzelne Kräfte an A und fo viele Paare, ald anfänglich 
Keöfte waren. Sämmtliche einzelne Kräfte an A Iaffen ſich in 
eine Refultante R, und fämmtlihe Paare in ein einziges Paar 
G zufammenfegen. 


Alfo: Beliebige Kräfte an einem feften Syſteme find afles 
mal gfeichgeltend einer einzelnen Kraft an einem millfürlich ge⸗ 
mählten Puncte, in Verbindung mit einem entfprechenden Kräftes 
paare. 

Da die einzelne Kraft dem Paare nicht Gleichgewicht Hals’ 
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ten fann, fo muß, wenn Gleichgewicht beſteht, ſowohl biefe — 
als auch das Moment des PYaares Null ſgin. 

Befteht aber wicht Gleichgewicht, fa. kann noch die einzelne 
Kraft Null fein; in dieſem Falle find ſaͤmmtliche Kräfte einen 
Haare gleichgeltend. Dder wenn die. Kraft nicht Null if, kann 
Das mar Rull fein; man het dann einen der Säle, in welchen 
die Kräfte fih durch eine einzige erſetzen laſſen, Die aber, mie im 
Folgenden gezeigt wird, auch. Dann eintreten konnen. wenn, daß 
Paar nichdt Null iſt. 

Im Allgemeinen, wenn wedar die Kraft R oh za⸗ paar 
6 Null ift, zerlege man dieſes nach zwei: gegen einander. fenf; 
rechten Ebenen, von denen die eine GE) auf der Richtung von R 
ſenkrecht, mithin die andere CE) der R pacallek fei. - ‚Wird die 
Meigung der Ebene des Paares Kr gegen die. Ebene E,mit d, 
und das Moment: de& Paares in E mit V, fo. we in des Paao⸗ 
res in E’ mit. V' bezeichnet, fo iſt 
V=Gcad, V=Gsind. 


Da. die Ebene E’ des Paares v⸗ der R parallel if, fo. fonn f 
auch Durch die gerade Linie R felbft gelegt werben... ‚Man drehe 
ferner das Paar V’_n feiner. Ebene fo, daß die. eine feiner. Sei 
tenkraͤfte (fie heiße q) in die Gerade R falle, mithin die andere 
(—qg) der. R parallel. werde. Alsdann kann men, zunächft die 
Kräfte R. und. q, welche in derfelben Geraden liegen, . in eine 
Summe R-+-g vereinigen, und diefe fodann. mit der parallelen 
Kraft —q in eine Refultante gufammenfegen, welche der Kraft 
R gleich und poraliek ſein wird. Man bat alddann, aufge die: 
fer Refultante R nur noch das Paar V, deffen Ebene fenfrecht 
auf der. Richtung der Refultante ſteht. Alſo falgt: . 

Der ‚Angriffspunet A der einzelnen. Kraft R, welche i in Ders 
bindung mit einem gewiſſen Paare die gegebenen Kräfte erfeht, 
laͤßt fi immer fo wählen, daß die Ebene des Paare auf der 
Richtung von Roſenkrecht ſtehe. 

Dabei verſteht ſich, daß für A jeder beliebige Punct in eis 
ner gewißen geraden Linie, welche die Richtung von R darftellt, 


= | 
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geriommien wetden kann. Außer diefee Deftianiten geraden Pink 
läßt fd aber Fein Ahgeifföpund für Die Refultants fo waͤhlen 
daß das zugehörige Paar ſenkrecht auf der Richtung die Reſul⸗ 
tante ſtehe. Wenn bringt man A Hr etnem anderen Puntte B 
des Shſtemes, der nicht in biefer Geraden liegt, in feinem Sinte 
und zugleich fm :erttgegengefetiten an, fo erhält man Die Kraft 
R an'B; feriikt ein Paar, deffen Sellenkraͤfte — um. B und 
R ar A’finb, und Wertes‘ ſich mit dem auf Riſenkrechten Paare 
V in ein einziged (G) zufammenfegen läßt, deſſen ®bene aber 
nicht mehr ſenkrecht auf R fieht; to. 3. b. w. Kemer hat G 
ein größeres Moment als V, weit: 28 duch Zuſammenſetzung 
bee auf einander ſenkrechten Haare (R, -R):und V. entſtehi. 
Folglich iſt V unter allen zuſammengeſetzten Paaren, die man 
ethalten Tann, je nachdem der Angriffspunct von Br gewahlt iſt, 
dns. kleinſte (d.h: es hat das kleinſte Moment), 


Iſt dieſes kleinſte zuſammengeſetzte Paar Null, fo‘ bleibt 
nur noch die einzelne Kraft R übrig, welche die fämmtlichen 
Kräfte des Suſtemes erſetzt. und dieſe Kraͤfte laſſen ſich nie 
burch eine einzelne Kraft erſetzen, twenn nicht das kleinſte zuſam⸗ 
mengefetzte Paar Müll if. Denn e8 müßte fonft eine einzelne 
Kraft A’ einer 'Kraft R und einem auf ihr ſeuktechten Paare 
VGleichgewicht halten. "Dazu gehört aber, daß alle dieſe Kraͤfte, 
an einem Punct in ihren Richtungen angebracht, einander Gleich⸗ 
gewicht halten; und da die Seitenkroͤfte von V, an einen Punet 
parallel‘ überteagen, einander aufheben, fo müffen-R’ und-R eben 
falls einander aufheben, älfo muß R’ der R gleich umd entgegens 
gefegt ‘fein. Demnach erhält man ein Paar (R, —R), welches 
dem Paare V Gleichgewicht ‘haften, deſſen Ebene mithin der 
Ebene von V parallel fein muß: Folglich muß, wenn-R und 
V zuſammen durch eine einzige Kraft im Gleichgewicht gehalten 
merden ſollen, R der Ebene von V parallel fein. In gegen- 
mwärtigem Kalle fteht aber R fenfrecht auf der Ebene des Paa⸗ 
res Vʒ alſo folgt: 

Kraͤfte an einem feſten Syſteme laſen ſich wur Dann, 
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und dann immer, Durch eine einzige Kraft erfegen, wenn die 
Ebene des zufammengefeßten Paares der Richtung der Mittel 
kraft parallel und mithin das kleinſte zufammengefegte Paar 
(V) Null if. Unter Mittelfraft wird aber bier, wie in der 
Folge, diejenige Refultante verftanden, welche man erhält, wenn 
alle gegebenen Kräfte parallel mit fich felbft an einen gemeinfa- 
men Angriffspunct verlegt und In eine Kraft zufammengefegt 
werden. Daf hier die Mittelfraft nicht Null fein folk, ift fchon 
oben gejagt worden. 


47. Die vorftehenden hoͤchſt einfachen Betrachtungen ents 
halten die Lehre von der Zufammenfegung der Kräfte an einem 
feften Spfteme, und den Bedingungen ihres Gleichgewichtes. Es 
bleibt nur noch übrig, die hiecher gehörigen Formeln zu ents 
wickeln. 

Man nehme einen beliebigen mit dem Syſteme feſt verbun⸗ 
denen Punct A zum Anfange ſenkrechter Coordinaten, bezeichne 
die Kraͤfte mit P, P’, P" «., ferner die Neigungen von P gegen 
Die Aren x, y, z mit a, ß, y, und die Eoordinaten des An: 
griffspunctes von P mit x, y, 2; eben fo die Neigungen von P’ 
gegen die Aren mit a’, B', 9, und die Eoordinaten des Angriffs⸗ 
punctes von P’ mit X, y', z; u. f. fe Indem man nun alle 
Kräfte an den Anfang der Eoordinaten, auf die im vorigen $. 
angegebene Weife, überträgt, erhält man zuerft für die Richtung 
und Intenſitaͤt dee Refultante R an A, die Formeln 

RcosA==zP .cos«a, Rcos u==Pcos ß, Rcos v=zR cos, 


deren Bedeutung aus $. 7. klar ift. | 

Außer den einzelnen Kräften an A ergeben fi & noch die 
Paare (P, —P), (P', —P)), u. f. f. Um diefe in ein einziges 
zufammen zu feßen, zerlege man fie zuerft nach den Ebenen der 
Coordinaten, was am zweckmaͤßigſten auf folgende Weife gefchicht : 

Die Kraft P werde nah den Aren in ihre Com mponenten 
"Pcosa, Pcosß, Pcosy und eben fo die Kraft —R an A in 
die Componenten —Pcosa, —Pcosß, — Pcos y zerlegt. &8 


[ 
>. 
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fel (ig. 11:) B der Angeiffspunct von P, und BD=P cos« 
die mit x parallele Componente von P. Die Coordinaten x, 
y, z von B, fo wie die Eofinus von «, B, » denke man fich 
zunächft alle als pofitiv. _ Man verlege den Angeiffspunct von 
BD in den Durchſchnitt C ihrer Richtung mit der Ebene yz, 
deffen Eoordinaten 0, y=AlI, z=IC find; bringe an 
dem Puncte E der Are z, für welchen x=0, y=0, z=AE 
—IC, die Kraft Pcosa=Ed parallel und in gleihem Sinne 
mit BD, fo wie Eö’=—P cos a, der vorigen entgegen, an; 
fo ergeben fich zwei Kräftepaare, das eine aus den Kräften AD’ 
=—Pcosa an A und Ed=Pcosa anE, deſſen Breite 
z=AE, daß andere us Eö’=—Pcosa an E und BD= 
-+-Pcos« an C, deflen Breite EC=y iſt. Das erfte diefer 
Paare liegt in der Ebene zx, und fein Moment iſt Pcosa-z; 
das zweite ift der Ebene xy parallel und kann mithin in diefelbe 
verlegt werden; fein Moment ift Pcosa-y. Das Moment ei: 
nes diefer Paare iſt pofitiv oder negativ, je nachdem feine Are 
in den pofitiven - oder negativen Theil der auf der Ebene des 
Paares fenfrechten Coordinaten⸗Axe fällt. Wird nun das Mo: 
ment des in die Ebene xy verlegten Paares (BD, Ed’) als po⸗ 
fitio angenommen, fo muß, da Ax, Ay, Az in Sig. 11. die po 
fitiven Theile der Aren x, y, z darftellen, die Are dieſes Paa⸗ 
res in die Gerade Az fallen. Aledann aber lehrt die Ans 
fhauung, daß die Are ded Paares (AD, Ed) nicht in Ay, fon 
dern in die Berfängerung diefer Are über A hinaus oder in den 
negativen Theil der Are y fallen muß, damit die Drehung, aus 
dem Endpuncte der Are gejehen, immer in demfelben Sinne er⸗ 
feine; alfo ift das Paar Pcosa-z negativ, wenn Pcosa-y 
pofitiv if. Daher giebt die Componente Pcos« die Paare 
-4+-Pycosa in der Ebene xy und —Pz cos «a in der Ebene xz. 


Auf gleiche Weife verlege man den Angriffspunet dee mit 
y parallelen” &ompenente P cos ß, an den Durchſchnitt ihrer 
Richtung mit der Ebene xz, alfo an den Punct (x, 0, z), und 
bringe die Kraft Pcosß in ihrem Sinne und im entgegenge 
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festen an dem Puncte (x, 0, 0) an; fo erhält man zwei Paare, 
das eine aus —Pcosß an A, d. i. (0,0,0), und --Pcosß an 
(x, 0,0); das zweite aus —P cosß an (x, 0,0) und +-P cosß 
an (z, 0, 2). Die Momente diefer Paare find —P x cosB\und 
-+-Pz cos 3. Denn beide find einander entgegengefegt, wie es 
die beiden vorigen wareh, und man fieht leiht, daß das Paar 
—PxcosßB (in Figur 11. dargeftellt durch (FG, AG’), wo 
FG=Pcosß, AG =—P cos ß, beide der Axe y parallel, an 
dem Arme AF=x) dem in der nämlichen Ebene wirkenden 
Danre (BD, Ed’) entgegengefept ift, und folglich ein negatives 
Moment hat, da das Moment von diefem pofitiv (=Py cos a) 
angenommen murde. 


Verlegt man endlih den Angriffspunct der Componente 
Pcosy an den Punct (x, y, 0), alfo in die Ebene xy, und 
bringt die Kraft Pcosy an dem Puncte (0, y, 0) in ihrem 
Sinne und in dem entgegengefegten an, fo erhält man wieder 
zwei Paare, das eine aus der Kraft —Pcosy an A und -+-Pcosy 
an (0, y, 0); das andere aus —Pcosy an (0, y,'0) und 
-+Pcosy an (x, y, O). Die Momente diefer Paare find, nach 
Größe und Zeichen, — Py cos und +-Pxcosy. Denn das 
erfte dieſer Momente, in der Ebene xz, ift dem in derfelben Ebene 
befindlichen Paare Pzcosß entgegengefegt, wie aus der Ans 
ſchauung leicht erhellet. Demnach geben die Componenten von P 
folgende Paare: 

in der Ebene xy: -HPycosa, —Px cos ß. 

— — 2x2 -+PxcosyY, —Pzcosa. 

2 — —  yz2 +Pzcosß, —Pycosy. 
Diefe Ausdruͤcke bleiben, nicht allein der Größe, fondern auch 
den Zeichen nach, richtig, wenn beliebige der Größen cos a, cos ß, 
cos y, x, y, z negativ find. Denn irgend ein Paar, z. 8. 
Pycos.«, verwandelt fich in ein entgegengefegtes, fowohl wenn 
die Seitenfraft Pcosa, als wenn die Breite y negativ wird, . 
in welchen Zällen auch das Product Py cos negativ wird; 
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oder, wenn auf beiden Seiten mit G’ multipficiet wird, nach 
den vorhergehenden Formeln: 
G' cosO=L' cos A-FM’ cos u--N’ cos v. 
Offenbar ift aber G’ cos © die Componente von G’, welche ſenk⸗ 
recht auf R fteht, während die zweite Componente mit R paral: 
let ift, oder man hat G’cos®==V, d. ir gleih dem Pleinften 
zufammengefegten Paare, und mithin iſt der Ausdrud für das 
Moment diefes Paares: . 
V=L' cos A--M' cos u--N’ cos v. 


Multiplicirt man die eben angegebenen Werthe von L’, M’, N’, 
der Reihe nah mit cosA, cos ‚Ay cosv, fo ergiebt fih auch, 
durch Addition der Producte: 

L'cos2-+M'cosu-N cosv=Lcosi +Mcosu-+H-Ncos>», 
d. h. das Eleinfte zufammengefegte Paar (V) kann eben fo aut 
durch LcosA--Mcos u-»Ncosv, oder durh die auf R 
fenfrechte Componente von G, anftatt der von G’, ausgedrüdt 
werden; was ſich übrigens von felbft verfteht. 

‚ Um ferner die Gleihung derjenigen Refultante zu erhalten, 
zu welcher das Fleinfte Paar (V) gehört, bemerfe man, daß die 
Are diefes Paares V mit R parallel fein muß. Soll daher das 
aufammengefegte Paar G'=V fein, fo muß zugleich fein 


cos! cosm' cost 


— — 22— —, 


cosA cos u cosy ’ 
oder wel Vcos!=L, Vcosp'=M, Vcosn=N 
ift, fo muß fein: 


L M _N, 
Cosa cosu COsV 
Verbindet man diefe Gleichungen mit ı \ 


L’ cos A4-M cosu--N' cosv=\V, 
fo folgt: .. 
 L=Voos}, M=Vcosu, N=Vcosv. . 
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Werden ferner für L’, M’, N’ ihre Werthe sefeht, fo ergeben f ch 
folgende Gleichungen: 

R(ccosw—b cos v cos N 

Rlacosv» —ccosA)=M—Vcosu 

R(b cosA—a cos u)=N— V cosY, . 


‘von denen jede, vermöge der Gleichung VL c08 A-+-M cos % 
-+-Noos>», eine Folge der beiden anderen iſt. Dieſe Gleichun⸗ 
gen, in welchen a, , c Laufende Coordinaten fi nd, beftimmen die 
Lage der mit dem kleinſten zuſammengeſetzten Paare CV) Her; | 
bundenen Refultante. ft V=0, oder L cos iM cos u- 
Ncgs v=0, fo laſſen ſich die Kräfte Durch eine einzige Kraft 
erſetzen, deven Gleichungen mithin folgende find; 
 Rlecosu—b coss)—L, R(acosy—ccosd):= iM, an 
R(b cosA—acosW)=N. ur 
Wird aber die Bedingung VO nicht erfüllt, ſo iſt es vümibg 
lich, die Kräfte des Syſtemes Durch eine einzelne ‚Kraft zu 
rerrſetzen. | 
49. Die ſechs in$. 17. angegebenen Bedingungen des Gleich⸗ 
gewichtes gelten für ein frei bewegliches feftes Syſtem. Iſt Aber 
das Spftem nicht frei beweglich, fo braucht nur ein Theil dieſer 
Bedingungen erfuͤllt zu werden. Wenn z. B. ein Punct des 
Syſtemes unbeweglich iſt, fo bringe man an dieſen alle Kräfte 
in ihrem Sinne und im entgegengeſetzten an: alsdann erhaͤlt man 
eine einzelne Reſultante, die an dieſem unbeweglichen Puncte an⸗ 
gebracht iſt, und ein Kraͤftepaar. Die Reſultante giebt den 
Druck, welchen der unbewegliche Punct erleidet, der aber durch 
den Widerftand deſſelben aufgehoben wird, und fuͤr das Gleich⸗ 
gewicht iſt nur noch noͤthig, daß das Moment des Kraͤftepaares 
Null ſei. Wird alfo der unbemwegliche Punct zum Anfange der 
&oordihaten genommen, fo find? L=0, M=0, N=0 die Be 
dingungen des Gleichgewichtes. Oder die fämmtlichen Kräfte 
an dem Syſteme muͤſſen ſich auf eine ‚einzelne Kraft bringen 
4 
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laſſen, deren Richtung durch den unbeweglichen Punct geht, wenn 
Gleichgewicht beſtehen ſoll. 

Sind zwei Puncte unbeweglich, fo nehme man einen derſel⸗ 
ben zum Angeiffspuncte der Refultante, welche wieder durch den 
MWiderftand diefes Punctes aufgehoben wird. Alsdann braucht 
das zugehörige Paar nicht mehe Null zu fein, damit Gleichge: 
wicht beftehe, fondern es ift nur nöthig, daß feine Ebene der 
geraden Linie zroifchen den beiden unbeweglichen Puncten parallel 
fe, oder, was einerlei ift, durch diefe hindurchgehe. Nimmt 


man alfo die Gerade zwiſchen beiden unbeweglichen Puncten zur 


Be dee x, fo ift L==0 die Bedingung des Gfeichgewichtes. 

- Wenn ein Körper ſich um eine unbemwegliche Arc drehen 
und zugleich längs derfelben gleiten’ fann, fo nehme man einen 
in den:Ape' befindlichen Punct des Körpers zum Angriffspuncte 
der Refultante, und zerlege diefe in eine auf der Are fenfrechte 
und eine ihr parallele Componente. Alsdann ift, für das Gleich⸗ 
getoicht, erforderlich, daß die der Axe parallele Componente von 
R Nuli fei, während die auf ihre fenfrechte Componente durch 
den Widerftand der Are aufgehoben wird. Ferner muß die 
Ebene des zugehörigen Kröftepaares durch die Are gehen. 
Nimmt man die unbewegliche Are zur Axe der x, fo beſtehen die 
Bedingungen des Gleichgewichtes in den folgenden beiden Gleis 
ungen ZP cosa=0 (odee X=0) und L=0. Hieraus folgt 
noch, daf die Bedingungen des Sletchgewichtes für einen Biss 
Körper, nämlich . 

X=0 2 Y=0 —6 

L=0 M=0. N=0 | 
zichte Anderes ausdruͤcken, als daß um jede der Axen x, y, z 
Gteichgeroiht beftehen muß, fo daß der Körper Ah um feine 
derfelben drehen und längs Feiner derfelben gleiten Fann. 


2. Die allgemeinen Kormeln der SS. 17. 18. follen. iert 
auf ein Syſtem angewendet werden, deſſen Puncte und Kraͤfte 
alle in einer Ebene liegen. Es fei dieſe Ebene die der x und y; 
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fo find die Drdingten 2, 2, 2’ faͤmmtlich Null, und, ori 
cos y=0, cosy=0, cosy’==0, u f. fs folglich C$. 47.). 
R cos Az=ZP cosa, Roosu=zP eosß, Roosr=rD. 
L=0,. M=0, N=ZP(yoosa—s0sf), . 
Iſt R==0, alfo sp cosa=0, 2Pcosß=0, fo etgeben bie 
fammtlichen Kräfte ein Paar, deſſen Moment =N Mr Iſt 
aber R nicht Null, fo laſſen fih die Kräfte immer durch eine , 
einzige erfegen. Denn‘ alsdann ft LcosA--M eosw.r 
N cos. v==0,: mel L=0, M==0,.cosv==0 (wergk 8, 18.). 
Uebrigens ift, diefes auch ohne Anwendung der_allgemeinen Bes 
dingungsgleichung von felbft Mär. Wie Richtungslinie der er⸗ 
ſetzenden Kraft wird, nad * 18., durch folgende Seigung 
beftimmt: "- > 
R & cos a cos WEN, 


in welcher a, b (aufende Coordinaten find. 


a Le VERBEN: 
' —* ug 
Da cos y=0, mithin cos 03 cos ß a, sp; Fann 
man einen Winfel p, zwiſchen O und 2m fo beftimmen, da 
cos a=c08Q9, cosß=sinp mir. 2 ftp die Set 
gung der Richtungslinie von P gegen die pofitive Are’ der 2 
allemal in dem nämlidhen Sinne von O bis 27 gezählt. Ehen 
fo fann cos@'=cosg', cosß'—sin p' geſetzt merden, u. ſ. f. 
Man ſetze noch cos A=cos?), cosu=sin V, fo erhält man 
folgende Gleihung für die Richtungslinie der erfegenden Kraft; 


R(b cos y—asin Y)=ZP(y 0059 —x4in P). - 
Zugleich it Rcos V P cos ꝙ, R sin v—2Psing: "' 


Hieraus laſſen fi die Eoordinaten des Mittelpumetes - 
der Kräfte herleiten, welcher bei mehreren Fröften in einer Ehenf 
eben ſowohl vorhanden ift, wie bei zweien (6. 11.), wgnn „Die 
Kräfte nicht gerade ein Paar bilden. Werden naͤmlich alle 
Kräfte, ohne Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigungen am. ihre 
Angriffspunste, in ihrer Ebene gedreht, fo dreht ſich auch die 
erfetzende Kraft beftändig um einen feften Mittelpunct, welcher 

4% 


x 
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ſogleich beſtimmt werden fofl.” "Da die gegenfeitigen Neigungen 
fo wie die Intenfitäten der Kräfte unverändert bleiben, To bleibt 
auch die Neigung jeder Kraft gegen die Refultante aller Kräfte, 
während. der Drehung, - immer die nämliche. Sept man daher 
MEPHE PEYHE, GH =YHE" uf. f, fo bleiben e, €’, 
E', während der Drehung ungeändert, und es ändert fich. nur 
noch Y. Man erhält demnach aus den vorhergehenden Glei⸗ 
wungen: 

: Rcos u=ZP cos Ge), R sin yo! pP sin (-4-E) 
| R(b cosy—a sin) ZP(y cos (V-Pe) — x SIn(VAE)) 
‚oder, | | 

R(bcosy—a siny)=ZP(y cos ex sins). cos 

— ZP(ysine-"xcose) sinw. 

Dice Gleichung beſteht fuͤr jeden Werth von a, und zerfällt 
mithin in folgende zwei: 
Rh ZPGy cose—x sine), Ra=2P(y sins-t-x cosE), 
Pur welche die Coordinaten a, b des geſuchten Mittelpunctes 
ie: werden. 7 rn 


„Bon den parallelen Kräften and dem Mittelpunete 
— derſelben (Schwerpunete). 


21. wirken zwei. parallele Kraͤfte P und P’ in entgegenge⸗ 
fegtem Sinne, und find Pcosa, Pcosß, P cosy die Compo- 
nenten von P nach den ren, fo find? —P’cosa, —P'cosß, 
—P'cos y die Eomponenten von P'. Um demnach die allge 
meine Formeln des 8.17. auf parallele Kräfte bequem anzuwen⸗ 
den, kam man den Intenfitäten folcher Kräfte, die im entgegen: 
gefegtem Sinne wirken, entgegengefegte Zeichen beifügen, und 
unter diefer Annahme cos «= cos «=cos a" .., cos B=icos ß’ 
=cosß", cosy=cosy=cosy" +» ſetzen. Hierdurch ers 
giebt fih aus den Formeln des $. 17. 
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BcosA=cosa+-ZP, Rcosu==cosß-ZP, Rcosy==cosy: SP 


'L=cosßZPz— cosyZPy, M=cosyZPzr—cosa2Pa, 


N==cos aZPy— cos BZPx. 


Iſt die Summe IP=0, fo wird R=0, und die Kräfte geben 
blos ein Paar. Iſt aber ZP nicht Null, ſo kann man ſetzen: 


2P, cosA==(c05 0, 608 oSB, COsYy==c08sY, .: 
die Refultante R ift alfa dee Summe aller Kräfte, mit ihren _ 


Zeichen, gleich, ihnen parallel, und wirkt indem Sinne der po⸗ 


ſitiven oder negativen Kräfte, je nachdem ZP pofitio oder nega⸗ 
tiv if. Kerner fieht man leicht, daß die borftehenden. Werthe 


von L, M, N, A, u, », der Bedingung 
L cos A M:cos u-+-N cosv—0 
genügen; tmoraus’ folgt, daß dig Kräfte fich buch eine ‚einzige. 
erſetzen Laflen. Zur Befiimmung der Lage. diefer Reſultante era 
hätt man aus $. 18. die Gleichungen: 
(w cösß—v cos Y)ZPr=cosBZSPz— cosyZPy. 
(u.008 y—w cos a)2P==c00s y3Pzx— cosaZPa.:.. 
(7 cosia—u cosp)EP==cos «F "I eoeBHrn 


oder ‘ rt 


(wIP_SPz) cos a EP IPy)oosp, .: Im, 
. (uZP—ZPx) cosy—=(w3P—ZPz).coso; " 2 
(v2P—SPy)cosa&z(uSPSPx)wsß, 7 Li... 
in welchen u, v, w (anftatt der dortigen a, b, c) die laufenden 
Coordinaten ſind. Diefen Gleichungen wird Durch folgende Werthe 
von u, v, w, ungbhängig von cosa, cos ß; C08.Yy, Genüge ges 
lift: 5 ‚ 
J ——— vIP—=XPy, wIp—3Pz, | 
oder. um — , 2 27 
Sp’ SPY Piz 
Diefe Werthe beftimmen einen Punet, durch welchen die Reſul⸗ 
tante immer geht, wie auch die Winkel «, B, » geändert werden 
mögen; d. h. wie man auch die. Kräfte, mit Beibehaltung des 


J 
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Parallelismus, um ihre Angriffspuncte Drehen mag, oder, was 
auf daſſelbe hinauskoͤmmt, wie man auch den Körper verfchieben 
und drehen mag, wenn nur die Kräfte mit unveränderlicher In⸗ 
tenfität in unveränderter Richtung auf ihre Angrifföpuncte zu 
wirken fortfahren. 

Dieſer Punct heißt dee Mittelpunct paralleler Kräfte; 
wird aber auch Häufig, teil er In der Anwendung auf ſchwere 
Körper am meiſten vorfommt, der Schmwerpunct genannt. 
Da fchon früher von einem Mittelpuncte nicht paralleler Kräfte, 
in eimer.@bene, die Mede geweſen ift, fo mag noch bemerkt wer⸗ 
den, daß diefer fich. von dem Mittefpuncte paralleter Kräfte in 
fo fern unterfcheidet, als er nur für. eine Drehung. der 
Kräfte in ihrer Ebene, der Mittelpunct paralleler Kräfte 
Dagegen für jede beliebige Drehung gilt. Bon den Eigenſchaf⸗ 
ten aber,. weiche ſich * unbeſchraͤnkter Drehung nicht paralleler 
Kräfte ergeben, wird im folgenden Abfchnitte gehandelt werden. 


22, Die obigen- Ausdrüde für die Koordinaten des Schwer⸗ 
punctes find in der -Vorausfegung vechtwinflicher Coordinaten 
hergeleitet, gelten.aber auch für fchiefe Eoordinaten. Denn ed 
feien, aus einem gemeinfamen Anfange A, x, y, z vechtwinfliche, 
Xı, Yi, Zı .fehiefe. Coordinaten eines Punctes O; man bezeichne 
die Neigung der Age x, gegen x mit (x, x), eben fo die Rei 
gung von y, gegen ix mit (yı x) uf f., und fege zur Abs 
fürzung 

c08 (X, x)=a, c08(Yı Ya cos (, a, 
cos (x, y)==b, cos(yı )=bı, cos(zı )=b,, 
cos (X, IC, 008 (Yı =Cı, 008 (21 Z)=C;- 
Werden die fehiefen Eoordinaten x, Yı, Zı des Punctes O auf 
die Are x projicket, fo ift die Summe der Projectionen gleich x; 
alfo x=aI, +a,ıyı tr 322:ı- 
Eden fo erhält man durch Projection auf y und z: 
y=br -+bıyı -rbaz:. 
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z= cX, +a1Jı -+C32,: 

Zugleich ift | | . 

a2+b?+0?—1, a,?-+b,?-+0,?—1, 2,2+b,’-4o,? =1. 

Nun war für den Schwerpunet in rechtwinffichen Soordinaten: 

u uzP=ZPx, vZP—3Py, wZP—=ZPz, u 

Werden mit ur, Yı, wı die fhiefen Eoordinaten des noͤmlichen 
Schwerpunctes bezeichnet, ſo if: 

"u=au, -F+a,Vı-+a,w, 

‘v=bu,+b,vı+rb.w;, 

w=cu, FC, Vı Fc’w;, 


! 


mithin 
(au, +a,vı-+a3w,)ZR=a2 SPrı-ha, ZPyı-ha,IPr, 
oder ' 
au, SP—ZPxz,}-Ha,(vı ZP—ZP,)+a,(w, ZP—ZPz,)==0. 
Bertaufcht man in diefer Formel a, a,, a, mit b, b,, b, und 
mit c, cı, c35 fo erhält man im Ganzen drei Gleichungen zur 
Beltimmung von u,, vi, wı. Man fieht aber, daß die Aufloͤ⸗ 
ſung derſelben nur zu folgenden Werthen fuͤhren kann: 
u2P—ZPx, =0, v, ZP—ZPy,=0, w; ZP—2Pz,=0; 
welche Sormeln zeigen, daß der obige Ausdrud des Schwer 
punctes auch für fchiefe Koordinaten gilt, w. 3b. w. 
Um den Schwerpunct beliebiger parallefer Kräfte zu finden, 


y 


kann man diefelben auch in mehrere Gruppen theilen, den Schwere \ 


punct und die Kefultante jeder einzelnen. Gruppe beftimmen, und 
aud diefen fodann den Schwerpunct der gefammten Kräfte her: 
leiten, wie ohne Weiteres klar if. Hieraus folgt der Sag: 

Wirfen parallele Kräfte auf beliebige Puncte im Raume, 
und verbindet man jeden dieſer Puncte mit dem Schtwerpuncte 
der jedesmal übrigen Puncte durch eine Gerade, fo fchneiden alle 
diefe Geraden einander in einem Puncte, welcher der Schwer: 
punct des ganzen Suftemes it. 
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Sind insbefondere drei Puncte A, B, C gegeben, (%.11.) die nicht 
in einer Geraden liegen, an welchen die parallelen Kräfte A,-B, 
C wirken, deren Summe nicht Null ift, fo fei D der Schwer 
punct von A-und B, E der von C und B; man ziehe CD, 
AE, fo muß der Schwerpunct von A, B, C ſowohl in der ei⸗ 
nen, als in der anderen dieſer Geraden, alſo muß er in ihrem 
Durchſchnitte G liegen. Zieht man noch BG, fo muß der Durch⸗ 
ſchnitt F diefer Linie mit AC der Schwerpunct von A und C 
fein. Da G der Schwerpunct von C und D if, fo verhält fich 

| DC : GC=C : A+B 

oder. DG ; DC=C : A+-B-+-C 
oder "AAGB : ACB=C : A+-B-+C. 
Hieraus ergiebt fih, daß die Flaͤchen der drei Dreiecke, welche 
den Schwerpunct G zur gemeinfchaftlihen Spitze und die Geis 
ten des Dreieckes zu Grundlinien haben, fih der Reihe nach ver⸗ 
halten, wie die an.der jedesmaligen dritten Spige von ABC ans 
gebrachten Kräfte, ohne ihre Zeichen genommen. Sind die Zeis 
chen diefer Kräfte alle die nämlichen, fo fällt der Schwerpunct 
innerhalb des Dreieckes; ‚find fie e8 nicht, fo fällt er außerhalb. 
Sind Insbefondere die drei Kräfte einander an Größe und Zei⸗ 
chen gleich, fo find auch die drei Dreiecke um G einander a 
und jedes gleih 3 ABC. Zugleich liegen dann die Puncte D 
n F in den Mitten ihrer Selten, und man hat: 


Sind vier Puncte A, B, C,D gegeben, (F. 12.) an welchen die gleich: 
namigen parallelen Kräfte wirken, fo fei G der Schwerpunct von 
. ABC, H der Schwerpunct von BCD, Man ziehe DG, AH, 
fo mäffen diefe beiden Linien einander in einem Puncte K fchnei: 
den, welcher der Schwerpunct von A, B, C, D iſt. Zugleich 
muß fich verhalten 
KG : DK=D : A-$B-+C 
oder KG: GD=D: A+B+F+CHD. 
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oder ‚Pyram. ABCK : ABCD=D : A-+-B--C+D. 
Ueberhaupt muͤſſen die vier in K zufammenftoßende Pyramiden, 
deren Grundflächen die Seitenflächen der Pyramide ABCD find, 
ſich zu einander verhalten, wie die an der jedesmaligen vierten 
Spite angebrachte Kräfte Sind Insbefondere die vier Kräfte 
einander gleich "und in gleichem Sinne wirffam, fo ift 
| KG : GD=1 3:4, 


und die vier Pyramiden um K find einander gleich. 


- 


Eine bemerfenswerthe Eigenſchaft des Schwerpunctes iſt 
folgende: 
Sind beliebige, durch Linien nah Größe: und gichtung bar⸗ 
geſtellte, Kraͤfte um einen Punet A im Gleichgewichte, ſo hat 
A gegen die Endpuncte B, C, D.- dieſer Linien eine ſolche 
Lage, daß, wenn man fich gleiche, parallele und in gleichem Sinne 
wirkende Kräfte an diefen Endpuncten angebracht denkt, der. 
Punct A der Schwerpunct derfelben ift. 

Denn man lege durch A drei auf einander fenfrechte Apen, 


mit welchen die Kräfte die Winfel «, ß, 9 u. ſ. f. ne, fo 
ift, weil Gleichgewicht beftcht, 


P Pcosa-+-P' cos «+ «= =0, Pcosß-+P' cos’ pw ==0, 


P cosy-FP’' cos y ++ =0. 


Nun ift aber | 
P:P:P"«=AB:AC:AD «, 
alfo ift au / 


AB cos a+AC cos > 0, 


oder, wenn x, x’, die Abſciſſen von B, C + find, mithin 

x==AB.coso, u. ſ. f, fo it ö. 20 oder Z5. 
Eben fo iſt Sy—=0, X20. Run ſeien u, v, w die Coordi⸗ 
naten des Schwerpunctes der n gleichen Kräfte an A, B, C »; 
fo ift, wenn man die Intenfität jeder derfelben mit O bezeichnet, 


nQ u=Qx+FQi+- =Qı=0; 


—* 
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alfo u=0, ebin‘ fo: v—=0, w=0; affo ift der Anfang der Coor⸗ 
dinaten der Schtwerpunrt; w. 3. b. w. Sind insbefondere vier 
Kräfte, die nicht in einer Ebene liegen mögen, um einen 
Punct A im Gleichgewichte, und B, C, D, E die Endpuncte 
dee fie darftellenden Linien; fo ift A der Schmerpunct' von vier 
gleichen, parallelen, in gleichem Sinne an B, C, D, E wirfen- 
den Kräften. Daher find, nach dem Vorigen, die vier Pyrami⸗ 
den, welche A zur ‚gemeinfchaftlichen Spige, und die Grenzflä: 
hen der Pyramide BCDE zu Grundflächen haben, einander 
gte ich, Hieraus folgt der Sag: 

Stellen die Linien AB, AC, AD, AE vier Kräfte dar, die 
an Rem Angriffgpuncte A im Gleichgewichte find, fo find Die vier 
durch je drei dieſer Linien, ald zufammenftoßende‘ Kanten, be 
fiimmten Yyramiden einander an Rauminhalt gleich. 


„23. Wenn die Angriffspuncte der parallelen Kräfte ein 
ſtetiges Ganze bilden, welches Pinie, Fläche oder Körper fein 
Fann, fo laͤßt ſich der Schwerpunct derſelben, mit Huͤlfe der In⸗ 
tegrairechnung, folgendermaßen finden: 

“I Man theile das von den Puncten gebildete Ganze im Ele⸗ 
mente dv, die nach allen Dimenfionen unendlich Fein feien. Wirkt 
nun an einem Puncte von dv die Kraft p, fo wird die an je 
dem anderen Puncte des nämlichen Elementes wirkende Kraft‘ 
nue um eine im Berhältniffe zu p unendlich Fleine Größe von p 
verfchieden fein, indem vorausgefegt wird, daß die Kräfte fich 
von einem Puncte zum anderen ftetig ändern. Man kann mits 
hin alle Kräfte. an den Puncten von dv als einander gleich und 
das Product pdv :al® das Maaß ihrer‘ Refultante anfehen, 
welche am dem Schwerpuncte von dv angebracht werden muß. 
Bezeichnet man die Coordinaten deflelben mit x, y, z und 
die Coordinaten des Schwerpunctes aller Kräfte mit x’, y', z, 
fo echäst man zur Beftimmung der letzteren fofort: 

xSpdv=2pxdv, y'2pdv==2pydv, z2pdv=Spzdv; 

oder wenn, wie hier exrforderlih, die Summationen durch das 
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Integralzeichen angedeutet werden, 

, xfpdv=/pxdv, y/pdv=/pydv, z/pdv=/pzdv. a. 
Obgleich in,diefen Formeln x, y, z fih auf den Schwerpunct 
des Elementes dv beziehen, fo Fönnen fie doch ohne Weiteres als 
die Coordinaten des Angriffspunctes von p angefehen werden, 
weil diefer Angeiffspunct vom Schwerpuncte des Elementes dv 
unendfih wenig entfernt if. Im Allgemeinen ift die Kraft p 
eine Sunction der Coordinaten ihres Angriffspunctes. Iſt ins⸗ 
befpndere ip conftant, d. 5. find die an den verfchiedenen 
Puncten wirfenden parallelen Kräfte einander gleich, fo heißt 
das von den Puncten gebildete Ganze gleihartig. Alsdann 
gehen die Formeln a. in folgende über: 

x/dv=/sdv, yfdv=/ydv, z/fdv=/zdv, 
von welchen jebt auf einige Beifpiele Anwendung gemacht wer: 
den foll. 

Bilden bie Angriffepuncte eine Linte, fo iſt das Bogen⸗ 
element —=V dx?-+dy?+dz? für dv zu feßen; mithin erhält 
man für den Schwerpunct einer gleichartigen Linie von der 
Länge st 


„le, vlt, 2 ta A. 


Das Element einer Flaͤche, in rechtwinklichen Eoordinaten aus⸗ 


gedrädt, iſt 
dxdyVi--p’-rg?5 


alfo erhält man die Eoordinaten des Schwerpunetes einer gleich⸗ 
artigen Fläche 


MH sdsayV irp’rg? „A ydedyV Irp°rg’ 
Gina Var ———— 
ff edxdyV 14p’+g? q’ . 


5  JäxayViHp’+g? 
Fuͤr einen Körper erhäft man in: rechtwinklichen Coordinaten 
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dv==dxdydz, aljo \ 


_ Vs dx dy dz ‚_Jifydxdy da ı__SHadxdy dz C 
= Thrdydz ’.? — dxdydz’ =" Mäsdydz’ . 


24. Der Schwerpunct einer überall gfeichartigen geraden 
Linie liegt offenbar in ihrer Mitte. Um den Schwerpunct des 
Umringes eines Polygons zu finden, wenn dieſer gleich⸗ 
artig ift, brauht man nur die an jeder Seite wirkenden Kräfte 
in eine Refultante zu vereinigen, welche in der Mitte der Seite 
anzubringen und der Länge der Seite proportional if. Wird 
3. B. der Schwerpunct des Umfanges eines Dreieckes ABC ges 
fucht, fo nehme man die Mitten a, b, c der Seiten (Fig. 13.), 
und ziehe das Dreied abe. Diefes ift offenbar dem Dreieck 
ABC ähnlich, mithin j 

ab: be : ca=AB : BC : CA. 
Die an den Spiten a, b, c wirkenden parallelen Kräfte verhal⸗ 
ten fih wie AB : BC’: CA, alfo auch wie ab : be : ca; das 
heißt,, toie die Gegenfeiten im Dreiecke ah. Iſt nun d der 
Schwerpunct yon, c und b, fo verhält ſich 

de : db=AC :; AB=ac ; ak, 
oder | de : db=ac : ab! 
Hieraus folgt, daß die Linie ad, in welcher fi der Schwer 
punct des Umringe® ABC befinden muß, den Winkel cab hal: 
birt. Zieht man ferner aus b die ‚Gerade be, welche wieder 
den Winfel cha halbirt/ fo muß der Schwerpunct auch in dieſer 
Linie liegen; derfelbe iſt folglich der Durchſchnitt £ beider Gera- 
den, und mithin der Mittelpunct des dem Dreiede abc 
eingefchriebenen Kreifes, - 


Der Schwerpunct eines Kreisbogens AB (Fig. 14.) liegt 
offenbar in dem durch die Mitte D deffelben gehenden Halb: 
meſſer. Wird mithin diefer Halbmeffer zur Are der x genom⸗ 
men, fo ift die Drdinate des Schwerpunctes Null. Um bie Abs 
feiffe gu finden, feße man x=acosp, y=asinp; für den 


nz 


2. von Binien. 6l 


Endpunct A fi YP=ACD—a, alſo CE=acısa, ' 
AE=asina. Die Abfciffe des Schwerpunctes ift, weil Bogen 


—=2aa, 


und zugleich ds=ady, x=ac0s9; alſo JAkd= a’/cospdp, 
welches Integral von — — bis P=a genommen," den 
Wert 2a? sina erhält. Folglich ift . 
2a? sina __asin« 
I ma m 
oder | usa=sin e: a, 
wodurch die Lage des Schwerpunetes beſtimmt iſt. 
Fuͤr die Parabel iſt (nach. F. 105. I.) 


aa] PER; 


alfo die Soordinaten des Schtverpunctes eines parebolſchen Bogens 


— — —— De 
uf fan 


= Vp/dVp-+ax—=! V p(p-+2x)? -+Const. : 
Der Ausdruck für den Bogen s ift im erften Theile, ©. 204, 
3. 4. gegeben; berfelbe laͤßt ſich, durch eine leichte Reduction, 
auf folgende Form bringen: 


—=1plog(V p+2x-+ V%a)+YVı px-+-ı? + Const, 


wo — plogV p iſt, wenn der Bogen vom Schei⸗ 
tel anfängt. 


Um das Integral * y P+= zu finden, febe man 


zue Abkürzung =, fo erhält man 
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Six V Aaı+r’—/dıV (x-ra ee Sl j 


wo z—=x-ra Run ift 


SV’ 2’—a?=ıVr’—a? f * rn 
—=ıV um? fa VE 


° da 
Vı’—a® 


3 _,3_ 3_,32,__n3 > de _ 
u -a’—=ıy z2’—a fm | 
Se ZI a2); '(L 8. 95.) 


- mithin 


alfo 
f dVz’—at—lz — a? —* Ze) C. 


mithin 
sum N —V pe 


=j@H Ve +m log riet VH Tαc 
Es ſei (Sig. 15.) AGE eine Cycloide, AB=x, BC=y; 
x=a(p—sinp), y=al—cosp). 
Wird der Anfang der Coordinaten In den Scheitel G verlegt, 
und demnach K=x,, Kl=y, geſetzt, fo ift offenbar s+Yı 
an, yhXı=2a, mithin 
| x,=a(1++00s59), ı=alr—p+ sing), 
oder, wenn man 9—=a—y ſetzt, und x,y ftatt x,,yı ſchreibt: 
x=a(l—cosY), yalyrsny) oo. 
Hieraus ergiebt ſich ds=2a cos Vd, alſo Bogen 


GCE=s=4asinty, oder 322-82ax (vgl. I. $. 105.). Her 
nee iſt für den Schwerpunct des Bogens GC, nah der For 


g? 
mel su=/xds, teil mg mn, alfo 
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8? en 
u=5,=h=:6k. Zu Zu 
Um die Ordinate v zu finden, hat man | 
v=/fyd=ys—fady, 
fady=Ba?/ sin hp cos} y? dy— Yard—cos} W)z.. : 
elfo - v=y—htart—coty) 0" 
Für Un wid s—=4=GA, y=ar! alſo u=%, 
v=(n—3). a Eee 


..0 
-——.00. v 
a» 


25, Um den Schwerpunct der Flaͤche des Paralleltrape ges 
ABCD (SFig. 16.) zu finden, nehme man die Gerade FE, welche 
die Mitten der parallelen Seiten AB’ und DE verbindet, zur 
Are der x, und Fa zur Are der y. Es ſei HK paralld AB, 
fo find) FG=x, GH=-y die Eoordinaten von H, und FG= 
GK=—y die von K. Man ſetze noch " AFCFR—, 
DE=EC=b, FE=c, ZAFE==a, und bie Flaͤche des Tra⸗ 
pages, d. i. (arb)esna=|T, ff 

Tu=sin affkdydx, Tv=sin a/fy dy dx. 
Man integrire zuerft nach y zwiſchen den Grenzen 


yar (tr); en: 


welche durch die. Gleichungen der Geraden AD, BC gegeben wers 
den; fo ergiebt ſich ſofort v=0, d. h. der Schwerpunct liegt 
in FE, was auch ohne Rechnung Far ift; ferner kommt: 


Tu==2sin fr a)xdx, 


und mithin, wenn von 0 bis x e integeirt wird, 
Tu=2sin a(tc?(b—a)-+iac?), 
oder, für T feinen Werth gefegt : 
(a-+-b) u=14c(a-+2b). 
Hieraus folgte (a-r-bYc—u)=4tc(2a-rb); alfo, wenn G ber 


1.4 
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Schtwerpunet, mithin FG=u iſt, 
FG : GE=a-+2b ; 2a-+b. 

Iſt AB=2a=0, fo hat man ein Dreied, und findet u — 2c. 

Es ſei (&ig. 17.) ABD ein elliptifches Segment, defien Schwer: 
punct gefucht wird. Durch die Mitte G der Sehne AD, lege 
“man den Durchmeffer HB der Eilipfe, fo ik Mar, daß der 
Schwerpunct in GB liegen muß; ferner ziehe man einen zweiten 
Durchmeffer 'KE parallel mit .AD; fo find CB=a CK=b 
conjugirte Aren, deren Winfel KCB=y fei. Diefe zu Agen der 
x und y genommen, bedingen folgende Gleichung fuͤr die Ellipſe: 

| Bam 

Run it Segwent ABD=2einyfyiı=s, ud - 
" ya ı- 5; die Grenzen der Integration find? «—=CB=a, 


=C0G=yr. Hieraus. ergiebt fich 
= any; 1 dh, 


 S=absinyl 37 x) 1-5 area], 


- , 
vder wenn man = _arcsin Eu, mithin su ſetzt, 


d. i. 


S=ab siny(u— 3sinZu). 
Serner ift " 
Su=2sinyJydx==%bainy [' ıV 1-%-& 
| =ja’bsiny-sinu?, 
. _ 3asinu° 
daher NEL Tsin Zu 











BD. von glontr.Eycloide. —2 
She die Halbe Ellipfe KEB wird 0; ” — und 


Um den Schwerpunct dinge eycloidiſchen Flaͤche zu finden, 
feien wieder x und y Coordinaten aus dem Scheitel 6 wie in 
8. 24. und demnach (Fig. 16). 

GK=s=all— coe ), Kl=ymald-rsiny) 
Alsdann erhaͤlt man für die Flaͤche GKC=S, i 
 Sepk=y—fdy=xy—aryany.dy, 
alfo S=ıy —1a!(y —Lein2), on 
wo das Integral fo genommen iſt, daß es für 0 verſchwin⸗ 
det, wie die folgenden ebenfalls. Ferner iſt: 
—E————— 
=4ry—zafl1— cosyY)siny’.dy, 
der Su=mir’y—jalay —isin2y —siny") 
S-v=/fydxdy=3/y’dx=4y?s—/yxdy. PER 
Man ht Syxd=a’f(Vr-siny)sindb?doy, 
und findet durch theifweife Integration, fhr die Grenzen O und a), 

Spsiny? -dy—iy? — sind (ld copy —}sinyp) 
und  Ssinydp—il—cosdp—jA—cosy?); | 
woraus ſich ergiebt, wenn man ſtatt der Potenzen von sin 
und cos ıy die Sinus und Coſinus der Vielfachen von V einführt, 

Ir&= | 
—XRE 2) C V — 3 cos2 U +75 cos3y], 
welcher Werth oben in den Ausdruck für S-v zu ſetzen ift. 


Fuͤr die Halbe Cycloide wird vn, s—=2, y=an; 
S=ja’n; 


9 


"Seu=lan, Sv=(@r?— Hat; 
alfo u=;a, aller >}; 
on i 5 
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26. Zür eine. Umdrehungsflaͤche, deven Areyz iR, bat 
man, nach I. 8. 108. (S. 212.) ald Ausdruck eined Flächen 
elementes: -. 


ze rar 1)" )' 


oder n wenn man das Bogenelement der. egeugenben une, d. i 


ar⸗ 1+(2) —ds fegt: 


'rdpds. 
Begeichnet man einen Theil der Flaͤche mit S, und find u, v, w 
die Eoordinaten feines Schwerpunctes, ſo iſt: 
Aſ dꝙods. 
S-u=/fr’ cospdsdp (weil x=rcosy) 
S-v=/fr" sinpgdsdp (weil y=rsinp) 

Es fei das Flaͤchenſtuͤck begrenzt von zwei auf der Are z 
fenfrechten, und zwei durch die Are z gelegten Ebenen, für weiche 
9=0 und gg! fei; fo find die Grenzen nah s und @ um 
abhängig von einander. Integrirt man von 9=0 bis ag, 
fo fommt: . . S=g'/rds 

S-u==sing'fr’ds, S-v=(1—cos p’Yr’ds, S:w=gfrzds. 
Fuͤr einen vollftändigen Ring um die Are 2 wird g'—2, 
mithin 

S=?2n/rde, u=0, v=0, $S-w==?2n/rz ds. 

Diefee Ausdruck ergiebt ſich auch leicht, wenn man bemerkt, daß 
2srds ein unendlich ſchmales ringförmiged Zlächenelement bebeus 
bet, deffen Moment in Bezug auf den Anfang der Eoordinaten 
offenbar =2nrds-z if. Dividirt man nfan nun die Summe 
allee Momente, d. i. S2arzds durch die Summe aller. Zlächen- 
elemente S2rrds, fo erhält man den Abftand w des Schwer; 
puncte® vom Anfange der Coordinaten, nämlich 





26. Umdremgsflächen,. Epeloibtiche Floͤche. 07 
cd⸗ ee Var Er 77 63: 
w ‚ Jede’ —F —X 
abereinſtimmend mit dem Dorherhhenden J 
Es fei z. B. die Flaͤche eine Kugel, rar: man 
feige 28 Sin ꝙ, via, ſo wird dead, mid 
Srds=a? sinp, frrds=4a’ sinp?, went-die Imtegrale bon 
y=0 anfangen ; alſo u 
w=läs ‚sin ge. 
Man ſuct den Schwerpunct einer Flaͤche, welche durch 
Drehung des Bogens GE Liner Cycloide (Fig. 15.) um die Axe 
GE entfeht. In .24, won GRæax/ Key; hier werde 
CR, Klzur geſttt, ſo iht FR 
ztzall = 8059); Pal e a, 
de= 226087 dın, s=4asinyW, 22 8. 
Es ergiebt ſich, wenn cosh Yang gefeht-twied? - - „ 
fd=rs -fdr=rs — Fa?(1—q*), 
welcher Werth für YO verfhtoindet. \ 
Sr’ds=r’s— 2/rsdr ==r?s — 2rfsdr-+ 2//sdr?. 
Nun iſt Sdr=— 'Fa?g?,. mithin Ned’ — Parya'dıp, 
wo q cos . 
Hievaus findet man leicht, noech ein 1 ſetzend, 
ſedrꝰ - at ar gie), ‚ 
weicher Werth fuͤr YO verſchwindet. 
Demnach iſt für die Grenzen 6 und v 
32 128 “ 
Mizret za rqꝰ — Feder u 
Endlich findet fi & 


Sri fer, (n® — je dr), echt 


- | 
BR 


und ! ' 
Se dr ZB Ar cos Br), - 
5* 
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wo der Kürze wegen t—=slchy, q=cos}ıy find), wie vorhin. 
Hieraus erhält man, wieder zwiſchen den Grenzen BO und w: 
| Frdemgg[r re 2 4-9 =]- 


Fr vr eeglebt ſich aus diefen Sormeln, da ı=0, 1*1, 
arm, pda wird: 


fin Car, rde—4a’n? — 





10. - 
45 ” 


rd: atx — as, 


foigfich * man zur Beſtimmung des Schwerpunetes derjeni⸗ 
gen Flaͤche, welche entſteht, wenn die halbe Eyeloide 'GA (Fi 
15.) um die re GD eine Drehung =gp' macht: 











5 DE a DE 
“BB sing ”— 4—cosgp' 
um 7 ur Zu ‚= 7 pm .n 
TE mn Tue :. 
3 3 
I — 
wv= .3a 
t 7 


(In Figur 15. iſt G der Anfang der u, v w, und u fällt in 
die Tangente in G, w in GD). 


Wird die Cycloide um die Tangente im Scheitel G, aß 


Are, gedreht, fo muß man fegen, da die Drehungsare immer 
die der z fein fol: 


z=aWV--siny), all cosy), s’= Bar, 
wodurch erhaiten wird: 
fde= ha, f’d=jr’s, und frrde=/rzV dr?-+dı’ 


genau wie oben, weil. durch Vertaufchung von r mit z diefe Kor 
mel nicht geändert wird. In der obigen Formel für /rads muß 





2. Umdrehungẽeflaͤchen. 6 


aber natuͤrlich r—afy-rsiny), ‚d.h FR dem. argenwärtis 
‚gen 2, gelegt werden, um denfelben Werth zu erhalten, Die yors 
bin. Man’ erhält daher für den Drehungswinkel 


sing’ 1— cos “ 
u={r- F v={r PR, —— 


Alſo ergiebt ſich z. B. für den Somemund der : Flache, die 
durch eine volle Umdrehung der halben Cycloide GA um die 
Tangente im Scheitel (in welche w fält) entfteht, ‚Indem 
P N, vr if, 





a0, v0, (rn). —61 
27. Um dem Leſer noch ein geeignetes Belfpiel zur Uebung 
in der Integral⸗Rechnung darzubleten, werde der Schwerpuͤnte 
der Flaͤche des rechtwinklichen ſphaͤriſchen Dreieckes ABC 9 
fucht (Fig.18.). Es fei B der vechte Winkel, und jede der * 
theten AB, BC kleiner als ein QDuadrant. "Map nehme Den 
durch A gehenden Halbmeffer zur Axe der x, die y in der Ebene 
des Kreifed AB; ſo laſſen fi die rechtwinklichen Coordinaten 
eine® Punetes E der Kugel durch die inhäcifchen Eoorobinaten 
AF=p9, FE=y (LAFE=R), wie bekannt blgendermnahen 
ausdruͤcken: | 
1 co cooꝙ, J=C03Y sin p, en 


wobei dee Halbmeſſer —1 geſetzt iſt. Hleraus ergiebt fih das 
Element der Rugelflähe cos dy dy. &: 214), und mits 
hin, wenn die Zläche des Dreieckes mit A bezeichwet wied, . und 
u,v,w die den Axen xy, 2% paraleler Coordinaten ihres 
Schwerpunctes fund: .... . RE Sur . 
: AM cer yapay, 
Auf con eospäpdy, A vaff cos’ siagdpd- 
| Amzcffcoyanydpd u. u 
Dee Werth von A koͤnnte zwar als befannnt angefehen werden‘ 


vd 
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es roſed aber! nicht aberfluͤſſig fein, zu zeigen, wie er ſich aus 
obigem Integral erziebt. Man ſche ZCAB=a, ACB=y, 
AB, AB=y, ſo iſt, ne bekannten Boemeln der fphäris 
ſchen Trigonemetrie: 

tg V=ig a-sin $, c08 y= cos ꝙ sin a. 
Fur jeden Punei der Hypotenuſe AC, z. B. E if ferner, wegen 
des iychtwinklichen Dreieckes AFE: 
ig utigasin: p, oder Y=arcig(tiga-sing). 
Um nun A zu finden, integrire man zuerſt von v0 bis zu 
dem vorftehenden Werthe von-W, fo erglebt- ſich die Fläche 
eines unendlich ſchmalen Streifens EFfe; wird hierauf wieder 
von 9=0 bis — integrirt, ſo erhaͤlt man a. Demnach 


iß zuerſt. Aain ‘ydy, 

_ nn N 
wo, sin y= = range — singt zu fegen iſt. Schreibt man 
ne x- für iga, fo komuit 
—W I —EV 
RR va, A — ——— 

2 ta —S ſo han | 


ı sin adz 
N N 
d. i. Sn A=arcsin(sino) — arcsin(z sind). . 
ER ATCSIN (608 P sind). .. 
On Diem Ausbeute iſt aber J—— | und weil 
cos ꝙ sinamcosy ſo kommt un 
A=s— arcsin(cosy)=a— arestilin ge) 
=a.4-y-—4ry w. z. bw 
Bei' den abrigen Integraken ſind die Grenjen die nänsfichen, wie 
bisher. Wird ao zuerſt oe 2% % bon O an integrist, 
fq- kommt zuhaͤchſt: | . R 





« | | 
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2/ cos y’dyaf(1 Herrin 
| 2/ sin cos ydyzmsin W*, 
und mithine 
2A-wme/(Yrsiny cos) cosprdp 
2A -v=/(y-r-snYcosy)snpg-dp —” 
‚ 2A:w=/sinw’dp. 
In diefen Formeln iſt Yw=arctg(k sinp), k=tgo, 
sin v _smp_ cos U 1 . 
Virk’sinp . ViI+k? sing 
Nun iſt  SYcosydy= Ysinp—Ssinydy 
Sy sin gdp=— Ycosp-+-fcospdy. 
k cospdp 
| y=i7 sing? 
Demnach 
k d 
f: sinpdy= ee en = Su log (1-+-k? an, 
oder weil 
” 1 4 
14 King’; fenyiy=—z logcosy, 


welches Integral für 0 —J— Ferner iſt 
. in [kcosp’dp___ k?—k? sing? 
fe cos pdy= Aa x Du sing? 


_k+1 fr ?. 
rag | 
Um das Integral — zu finden ‚ fee man 
ine, fo fommt - 


dp. _2dp 
— al rem 
oder wenn zur Abkürzung 2 akꝰ gefeht wird, 


72 Statif. Schwerpimete der Kläche 27. 
b x2 do 249 
1° sür sin Tier ac 


Es fei cos2p=—q, fo ift in2p =-+-V1-g?, nͤmlich po⸗ 
fitive, weil, nad,der Annahme, 9 zwiſchen O und j, alſo 
29 zwiſchen O und = liegt. 


Demnach wich sin2p-2dy—dg, mithin 2 umd 
Se — — 
a- 00829 Sa +gVi—q? 
Nun feße man in der Formel C. (1. ©. 182), x=q, b=1, 


und bemerfe zugleich, daß am > 2 1, fo. fommt 


M Term er + Const. 4 
in welcher Kormel ift: 
un, co g-V 1: Vire* 
(vgl. L ©. 182, wo y=OQ). 
Da a-q poſitiv ift, fo ift auch cosQ pofitiv; daher ohne Zweideun⸗ 
tigfeit der Werth von Q=sarc and zwiſchen —4r und 
+32 zu nchmen. Schreibt man wieder — cos 29 für q, 


| 29 __RQ 
| fo Commt sg var ont.) 





d—acos2p . ı : 
wo Q=zarcsin a 082 ' jwifhen —3= und Far. 


Sie 9=0 wird Qmarsin A)=—4ir, demaad 
S 2dp —. 
0 a—0052P Vri 
Nun iſt sin 


— —E cos2p _ (24%?) sin g'— 1 
1-+K? sinp 





a— 00529" 2+k’—k? cos2p 











| Es iſt naͤmiich am 
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oder wenn man bemerkt, daß Lainp ig , 
2sinp® + tg vw’ —i 
Untere ꝙ und =. find hier die Grenzwerte AB, BC zu verftehen. 
Sept man die Hypotenufe AC=H (6 18.), fo ik cosp cos 


sinQ= —=1—2.cosp? cos. 


* cos H, und folglich 
snQ=1—2 cosH? 
oder - 608 (47-» Q)==cos2H. 


Da 9 und % Feiner find ald Ir, fo ik auch H<ir, alfo 
2H<x, und weil Q zwifdn — und Hin, au 
In+Q<r. Daher folgt aus der vorſtchenden Gleichung, daß 
nothwendig 

'17+Q0=2H 


ift, und mithin: 


ro, 230 — 
od a— cp. — 
folglich auch . ! | 


—* ——— cos a, 





2 
nn ‚ kiga; hieraus folgt 


k’V a? =. . Der oben angegebene Werth von ſcospdv 


— 


wird demnach, "ei noch 


4 
Tee α 


Jerräv= na? enge. Ä 
Endlich findet man: 


J 


‚fünv cos v cos pdp = ein or 9 in yayhs oben) 
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| _ı Pkeinpläp- 
„fenv cos y sin ydy= —— sing: 
| =p cotga—H —— 
ann k ' er 
eva pH cosc, 
Mit Hälfe diefer Werthe ergeden ie nun die Eordinaten des 
Schmwerpunctes wie folgt: 
2A u= Yeing-fan gay fein päy=vsing, 


OA we—y 009-4, Pobtzat(p—H cos a) cotga 





ode. 24-v=#H na) 005 p 
' 2A w=9—Hocosa; 
alſo if: 2A=20--2>—n, | 
ur, „aimms, re 


In diefen Zormeln iſt (ig. 18.) AB=9, BC=Y, AC=H, 
LCAB=o, ACB=>7. 


fi ww =u ern, 
‘ vu sinp—v C08Q, | \ 
ſo fommt: 2AdU=H sinasinp, 


2Av =y—Hsina cos p. 
Denkt man ſi ch aus der Spitze B des rechten Winkels ein ſpha— 
riſches Loth CP) auf die Hypotenuſe gefaͤllt, To iſt 


| ‚Gin pP sin « sin. y. 


Ferner ift bekanntlich sin.o pc; mithin endlich: 


— H sin vo _V—H cösy, _$—H cos o cos J— 
— 2A’  .2A ar Tg 





Hier ift der durch die. Spige des rechten Winfes ® gehende 
Halbmeffer ‚die Axe der w. 
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28. Um ein Beiſplel von dem Schwerpunete eines koͤr⸗ 
perlichen Raumes zu geben, denke man ſich ein Ellipſoib 
deffen Hauptaxen a, b, c fein. Rimmt man Die Glichtungen 
derfelben zu Coordinaten⸗Axen, fo Fan gefeut werden: 

xuzacosıy cos , J=zbcosyainp, 2Ee vin P. 

Wird nım z. B. der Schwerpunet des halben Elipfoide, über 
Der Ebene xy, verlangt, ſo' iſt klar, daß derfelbe in der Are e 
Ifegt. Legt man in dem Abftand z vom Mittelpuncte eine Ebene 
ſenkrecht auf die re c, fo iſt die Flaͤche des eiliptifchen -Schnits 
tes ⸗aber cos r, weil acosı, bcosıw Die Uten deſſelben 
find. Dieſer Ausdruck mit dz multipficiet, giebt das Volumen 
dV einer Schicht von des Hoͤhe dz, deren Moment in Bezug 
auf den Anfang der Eoordinaten =zdV ift; daher iſt 

.wfäV zn fraV. 
Nun iſt aber | 
a — | 


weil z=csny, md . - on 


S: cos y* Kuiny)= —* —R 
alſo væaben sinycı —4sny?), 
Ferner 
SrdV =abr/fı cos g da==ahe’n/ cos? sin yd sind 
En ——— — 
folglich —— rn 
oder auch ver(smie). . 
. 7 , 


Diefer Ausdruck gilt für einen Abfchnitt des Ellipſoids zwi⸗ 
ſchen parallelen Grundflaͤchen, von denen eine die Ebene der xy 
umd die'sweite don diefer um den Abſtand =z entfernt AR. 
Fuͤr das halbe Eliipfoid wird z=c, alſo wie. 
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... Im Allgeweinen echält man für den Schwerpunct eines 

Volumens V, wenn d’V ein nach. allen Dimenfionen wwendlic 

Eicines Clement dejelben IR: 
Vuzpd’V, V-vefsd’V, Vw=/frd’?V, 

wo das ‚Integrafzeichen eink dreifache Integration bedeutet. 

- Aus &, 112. (3) ergeben ſich verfchiedene Ausdruͤcke für 
d*y, je nachdem die Eoordinaten der Grenzflähe angenommen 
find; namentlich: 

in rechtwinklichen Loordinaten: de Ve da.dydz. 
Sind die Coordingten der Grenzflaͤche als Zunctionen von p und 
q. gegeben (vgl. L, 8. 112), fo ift 


VES=P’«cosicdpag= (1-5) dpdq 
die Projection des Flaͤchenelementes auf die Ebene xy. Multi 
pliciet man diefelbe mit dz, fo erhält man das Volumen (d?V) 
eines unendlich. Pleinen Parallelepipedums von der Höhe da; 
naͤmlich: —J ——— dp dgdr. 
So ift 3. B. für ein Ellipſoid (1. $. 143.) 
d V ab sinycosydydpdz; 
demnach V. uab ſſæ sin! cos dꝙ dꝙ da. 
V.vahſſſy sin! cosdu dꝙ dæ. A, 
Vew=ab//fasin) cos ydı,dpdz. 
Integrirt man z. B. zuerſt nach p, ven O bis 2, fo kommt, weil 
1a coed cos, y=b cos ein ꝑ, 
u=0, v=0, wie leicht zu ſehen; ferner 
Vew=Rabnff coshsinddydı. 
Integrirt man ferner Diefen Ausdruck von Y=4 bi Yin, 
fo mm . Vewmabnfscos'?dz, 
‚welcher. Ausdruck das Moment einer auf der Arxe z fenfrechten 
Scheibe von der Höhe dz und ber Grundflaͤche ab cosꝰ · a 
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darſtellt, wie vorhin; daher er auch nicht weiter entwickrit zu 
werden saugt. 
Integrirt man.die obigen Ausdruͤcke A. zuerft nach z, von 
O bis z, fo fommt, indem man noch für x und. y, fo: wie nach 
der Integration für z, ihre Werthe in 9 und J einführt: 
Veuma?tbe/fcosY? sind? cosyg-dpdL . 
Vev=ab?’c/fcos'? sin!’ sinp-dpdY 
V-.w=tabc’/fcos! sin /’ dpdY.‘ 
Wird weiter zwiſchen den nämfichen von einander unabhängigen 
Grenzen integeiet, wie in I. g. 113., naͤmlich nach ꝙ von O0 bis 
9, und nah C von O bis I, fo fommt zuerſt: 
V. uaꝰhe in ꝙ /cos ꝰ sin? di. 
Vev=ab?’cll—cosp)/ cos‘? sin d 
‚  Vew=3abe’p/ cos! sin‘? dl, 
und fodann: a 
Veu=4a?be sinp()—2 sin4}) 
‚Vevzzjab?c(1—cgsy)Ky—2 inkl) 
| Vew=labergain!“. 
Zugleich ft DO Vz=}abe-p-sin!?. 
. Hierbei ift der ſchon genannte 8. 148. im erſten Theile m 
_ vergleihen. Die vorfiehenden Uusdräde geben den Schwerpunet 


des dafelbft berechneten Volumens V, über der Grundfläche 
LMKD ($ig. 27. 1). 


Man bemerfe noch folgende Ausdruͤcke für das Körpereles 

‚ment, nämlich 
d’V=rdrdpdz 
für Polarcogedinaten in der Ebene xy ($. 112. c.), und 
d’V=er? cos dr dꝙ di 

für Polarcoordinaten im Raume (F. 112. e.). 

Der erfie dieſer Ausdruͤcke iſt beſonders bequem bei Umdre⸗ 
hungs⸗Koͤrpern anzuwenden. Will man naͤmlich den Schwer 
punct eines Volumens finden, weiches von zwei durch die Age x 


ı® 
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eregen und ync.anf Ihe ſeutendtm Edenen begrenzt wird, fe 
integrire man zuerft von 90 bis 9==9p', wo Y' bie gegen 
feitige Reigung der durch = chenden Ebenen iſt; feuuer von 
e==0 bi r==r; al&dann fommt: 
Valg'/rdı 
Veumlsing’frede, V. ——— 

Vew=1o'/r’z2dz; 
fo daß nur noch einfache Fntegrationen zu vollziehen find. Kür 
ꝙ25, d. h. für ein Stüc des Körpers‘ zwiſchen zwei auf der 
Drehungsare fenfrechten Ebenen, erhält man 

=n/[r?dı, u=0, v=0, V-w=r/r’zda. 

Die Anwendung diefer Kormeln wird bem gefer ohne weitere 
Beiſpiele Mar fein. 

Es mag nur noch bemerkt werden, daß die hier gegebenen 
Formeln ſich fammtlih auf gleichartige Körper (Flaͤchen, Li 
nien) befchränfen, bei weichen die an jedem Puncte wirkende 
Kraft (p, $. 33.) überall von’ gleicher Intenfität iſt. Im A 
gemeinen aber kann p veränderlih, und wird dann iegend eine 
Function von x, y, 2 fein, die umter dem Inkegralzeichen noch als 
Factor hinzutritt, wie aus $. 23. a. zu erfehen if. Da die Re 
gein der Integration die naͤmlichen bieiben, fo find befondere 
Beifpiele dieſes Falles nicht erforderlich. 


Erweiterung der Lehre von den Mittelpuneten 
der Reäfte. . 


29. Die Frage nach einem Mittelpuncte der Kräfte wurde 
bieher in der Statik ausſchließlich auf den Ball paralieler Kräfte 
beſchraͤnkt. Es ift aber fchon in deu Fß. 14. md M gezeigt 
worden, daß auch bellebige Kraͤfte in einer Ebene, wefern ihre 
Mittelkraft nicht Null ik, einen Mittelpunct haben, der jedoch 
nur für Drehungen in dieſer Ebene gültig bleibt. In den fol⸗ 
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genden 8Ct. ſoll dieſe Unterſuchung auf beliebige Fee | un * 
hungen im Raume ausgedehnt werden. Be 

Man denke ſich an einem feften Körper, d. u an > einem 
Syſteme feft verbundenen Punete, Kräfte angebracht, Die keiner 
anderen Einſchraͤnkung unterworfen find‘, als daß ihre Mittels 
Fraft nicht Null ſei. Wegen dieſer Eimfchränfung- beſteht weder 
zwiſchen den Kräften Sleichgewicht, noch find fie einem bloßen 
Paare gleihgeltend; dagegen laſſen fie fich durch eine des Mit: 
telkraft oleiche und parallele Reſultante, an einem beliebig ges 
mählten Angriffspuncte, und- ein gewiffes zugehöriges Paar ers 
fegen.. Dee Angriffspunct der -Refultante werde in der Foige 
immer: fo. gewählt, daß das. Moment des zugehoͤrigen Paares 
das Meinfte. unter allen möglichen ſei; entwedersmicd mithin dies 
fes Moment Null fein, oder die Ebene des Paares fenfrecht auf 
der Richtung der Refultante ſtehen. 

"Run ftelle man fich vor, daß der. Körper aus feiner anfaͤng⸗ 
lichen Lage in eine bellcbige andere gedreht werde, und laſſe wie 
der diefelben Kräfte wie vorhin, in denſelben Richtungen- auf: dies 
felben Puncte des Körpers wirken; fo ergiebt ſich offenbar eine 
der vorigen gleiche und parallele Refultante, deren Nichtungslis 
nie jedoch im Allgemeinen andere Puncte des Körpers: treffen 
wird, als die Richtungslinte der vorigen Refultante traf; fo wie 
auch das Moment des zugehörigen Paares im Allgemeinen dem 
vorigen nicht mehr gleich fein wird. - Wenn man indeſſen den 
Körper broß parallel mit fich felbft verfchöbe, fo fände offenbar 
gar Seine Aenderung in der gegenfeitigen Stellung des Koͤr⸗ 
pers und der Kräfte Statt;-mithin würde die Richtungslinie dee 
Reſultante den Köper wieder in denfelben Puneten treffen, wie 
vorhin, und das Moment des Paares ebenfalls: ungeändert blei⸗ 
ben Man ftelle ſich daher, ven paralleler Verſchiebung abfes 
hend, nur noch Drebungen des: Körpers um beliebige Axen vor 
Es if: aber wiederum .einerlei, ob der Körper um eine gegebene, 
oder um irgend eine andere, jener parallele Age gedreht wird; 
denn dreht man ihn, von einer gewiſſen anfänglichen Stellung 
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‚aus, das eine Mal um die exfte, das andere Wal, in demielben 
Sinne, um die zweite Are, fo ift augenfcheintich, DaB Diejenigen 
Stellungen, welche in beiden Källen aus gleich großen Drehun⸗ 
gen entfiehen, einander parallel find, d. h. dag der Körper aus 
der einen in die andere durch bloße parallele Verſchlebung ge⸗ 
bracht werden kann. Da mithin zwiſchen parallelen Axen kein 
in der gegenwaͤrtigen Unterſuchung guͤltiger Unterſchied Statt 
findet, fo kann man alle Axen durch irgend einen Punct des 
Körpers legen, der einmal für immer gewählt ift und unbeweg⸗ 


Sich bleibt, fo daß nur noch die Drehungen des Körpers um die⸗ 


fen Punct in Betracht kommen. 

Kerner laſſen ſich die ſaͤmmtlichen auf den ‚Körper. wirken⸗ 
den Kräfte auf Drei zuruͤckfuͤhren. Denn man zerlege die Sräfte 
nach drei beliebigen, der Einfachheit wegen gegen einander fenfs 
"rechten Richtungen, die jedoh fo anzunehmen find, daß Feine 
(dene, die zweien von ihnen parallel ift, der Mittelkraft ſaͤmmt⸗ 
licher Kräfte parallel ſei; fo ergeben fich drei Gruppen parallele 
Kräfte, von deren Feiner die Mittelkraft Null fein kann, und die 
ſich mithin in drei einfache Refultanten an eben fo vielen Schwer: 
puncten vereinigen laſſen. Diefe drei Schwerpuncte bleiben, der 
Theorie paralleler Kräfte zufolge, in dem Körper fe, wie auch 
derfelbe gedreht werde; die anfänglichen Kräfte find mithin auf 
drei gegen einander fenfrechte Kräfte zuruͤckgefuͤhrt, die in unver: 
änderlich beftimmten Puncten des Körpers wirken, und von de 
nen in der Kolge einzig und allen die Rede zu fein braucht. 

Dur den als unbeweglich gedachten. Punct des Körpers 
(ee heiße A) lege man drei auf einander fenfeechte, in dem Kür: 
‘per fee, aber mit ihm im Raume bewegliche Aren, mad zivar 
gehe jede Are von A aus nur nach einer Seite fort, werde aber 
nicht über A. hinaus nach der andern Seite verlängert; fo Fann 
man nunmehe den Körper ganz außer Acht laſſen, indem ale 

Stellungen deſſelben durch diejenigen der Aren ohne Zweideutig⸗ 
keit bezeichnet werben. Kerner ziehe man aus A drei deu Kraͤf⸗ 
ten parallele, mithin wieder gegen einander fenfrechte, in dem 
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. Sinne der Kraͤfte fortgehende Gerade, welche die Axen der Kräfte 
genannt werden follen; fo wird die Stellung des Körpers gegen 
Die Kräfte durch die Stellung feiner Axen gegen die Axen der 
Kräfte fo beftiimmt, daß jene aus diefer fofort gefunden werden 
kann. Denn außer den Richtungen der Aren des Körpers und 
der Kräfte kommt es nur noch auf die Angriffspuncte der Kräfte 
an, die aber in dem Körper einmal für immer gegeben find, 
Man Pann fi alfo die Anfchauung der verfchiedenen Stelluns 
gen und Drehungen dadurch fehr erleichtern, daß man fich ans 

ſtatt des Körpers und der Kräfte nur ihre beiderfeltigen Aren 
vorftellt. 


Wird der Körper um eine beliebige durch A gelegte Are « 
gedreht, während die Kräfte, mie bisher angenommen wurde, 
ihre Richtungen behalten, fo ändern fich die Neigungen der 
Kräfte gegen die Aren des Körpers, und man erhält Stellungen, 
die wefentlich von einander verfchieden find. Man könnte aber 
auch umgekehrt verfahren, nämlich den Körper feft laffen, dages 
gen die Kräfte um die Are « drehen; und diefe Vorſtellung 
wurde ſchon bei der Beftimmung des Mittelpunctes von Kräften 
in einer Ebene, in F. 11., zu Grunde gelegt. In dee That iſt 
feicht zu fehen, daß Beides einerlei if. Denn es bezeichne x eine 
der Aren des Körpers, u eine der Aren der Kräfte Man bes 
fehreibe eine Kugel um den Punct A, deren Oberfläche von den 
Aren x, u und « in den gleichnamigen Puncten gefchnitten wird, 
und bilde das fphärifhe Dreieck axu (Fig. 19.). * Deeht man 
nun zuerft u um a, während x feft bleibt, fo entfieht das Dreieck 
xau, in welchem au=au. Laͤßt man dagegen u feft, und 
dreht x um a, und zwar um gleich viel und in entgegengefeß- 
tem Sinne, fo entfteht das Dreieck uax, wo ax=ax und zus 
gleich Zxax=uau if. Mithin find auch die Bogen xu und 
xa einander gleich, oder die Meigungen der Axen des Körpers 
gegen die Kräfte find in beiden Fällen die nämlichen, w. z. b. w. 

Die Stellungen des Körpers und der Kräfte, welche man 
in beiden Fällen erhäft, find zwar im Raume von einander ver- 
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ſchieden; aber diefer Unterfchied Hat hier Fein Gewicht. Denn 
man kann durch gemeinfchaftlihe Drehung des Körpers und 
der Kräfte um die Are « das ganze Spftem aus der einen Stel: 
fung in die andere bringen; fo daß 3. B. das Dreieck au in 
die Lage za’ kommt. Es ift alfo in beiden Källen fein Unter⸗ 
fhied in den gegenfeitigen Stellungen der Kräfte und des 
Körpers vorhanden; diefer aber iſt allein, worauf e8 Hier an 
fommt. 0 

In der Folge ftelle man ſich den Körper als unbeweglich 
vor, und drehe die Kraͤfte. 


30. Die Angrifföpuncete der drei Kräfte, auf weiche oben 
die anfänglich gegebenen Kräfte zurückgeführt worden find, fals 
fen entweder in einem einzigen Puncte des Körpers zufammen, 
oder fie liegen in einer Geraden, oder fie befiimmen eine Ebene. 

An dem erſten diefer Fälle laſſen fich die gegebenen Kräfte 
in drei Gruppen parallelee Kräfte zerlegen, deren Mittelpuncte 
in einen zufammenfallen; diefe Kräfte haben alfo chen fo gut, 
wie parallele Kräfte, einen für alle Drehungen gültigen Bits 
telpunct. Zu 

Im zweiten Kalle liegen die drei Angriffspuncte in einer 
"Geraden. Zerlegt man die an ihnen angebrachten Kräfte nach 
drei beliebigen Richtungen, fo ergeben ſich drei Gruppen paralle⸗ 
fer Kräfte, und aus ihnen drei Refultanten. Wenn von diefen 
feine Null ih, fo erhält man als neue Angriffspuncte drei 
Mittelpuncte paralleler Kräfte, die aber offenbar alle mit den 
vorigen Angriffspuncten in einer Geraden liegen. Wenn alfo die 
drei Angriffspuncte‘ einmal in einer Geraden liegen, fo Fann 
zwar, durch eine andere Zerlegung der Kräfte, ihre Lage in jener 
verändert werden; aber fie bleiben immer in denfelben Geraden, 
wie man auch die Kräfte zerlegen mag, koͤnnen auch nie in einen 
einzigen Punct zufammenfallen. Dieſe im dem Körper fefte Ge⸗ 
rade heiße die Central⸗Axe. Wären der anfänglich gegebenen 
Kräfte bloß zwei, die man nachher, der Gfeichförmigkeit wegen, 
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durch Zerlegung nach drei Richtungen und Zufammenfegung der 
parallelen Componenten auf drei bringen kann; fo hat das Sy⸗ 
ftem (d. 5. der Körper mit den Kräften) immer eine Eentral-Age; 
nämlich die gerade Linie zwifchen den Angeiffepuncten der Kräfte. 
So ift 5. B. in Fig. 3. (8.11.) die Gerade AB die Central⸗Axe 
des dortigen Syſtemes. Ueberhaupt bat ein Spftem immer eine 
Central⸗Axe, wenn alle Kräfte deffelben einer Ebene parallel find 
(und die Mitteldraft nit Null if, wie hier immer vorausgefegt 
wird), Denn zerlegt man die Kräfte zunächft nach zwei derfels 
ben Ebene parallelen Richtungen, fo ergeben fih zwei Gruppen 
paralleler Kräfte, und aus ihnen zwei Refultanten, mithin wieder 
der vorige. Fall zweier Kräfte. 

Sind aber die Kräfte nicht alle einer Ebene parallel, fo 
zerlege man fie nach drei beliebigen Richtungen. Betrachtet man 
zunächft bloß zwei von den entftehenden drei Gruppen paralleler 
Kräfte, fo haben diefe eine Central⸗Axe. Damit aber dem ganz 
zen Sufteme eine folche zufomme, iſt erforderlich, daß der Mit: 
telpunet der noch übrigen parallelen Kräfte in die Eentral-Age 
der beiden anderen falle. Ein Syſtem hat alfo nur in befondes 
ren Sällen eine Central⸗Axe, im Allgemeinen aber findet der 


dritte Fall Statt; nämlich die Angriffspuncte der drei Kräfte 
liegen nicht in einer Geraden, und beftimmen mithin eine Ebene. 
Wenn man die Kräfte nach drei beliebigen Richtungen zerlegt, 
und die parallelen wieder zufammenfegt, fo ergeben ſich drei 
neue Angriffspuncte, die aber offenbar wieder in derfelben Ebene 
liegen, auch niemals in eine einzige gerade Linie fallen Fönnen. 
Diefe von allen Drehungen und Zerlegungen unabhängige, in 
dem Körper fefte Ebene, heiße die Central-⸗Ebene. Das 
Dreieck, welches die drei Angriffspuncte dee Kräfte in der Een: 
tral⸗Ebene zu Spiten hat, kann man das Central: Dreied nens 
nen; man muß jedoch bemerfen, daß daflelbe von der Art der 
Zerlegung nicht unabhängig ift; denn je nachdem man die Kräfte 
nach diefen oder nach jenen Richtungen zerlegt, ergiebt fich ein 
andere® Central⸗Dreieck, jedoch immer in der Eentrals Ebene. 
' 6* 
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Die Beftimmung diefes Dreiecke hat mithin, in gegentpärtiger 


‚Unterfuchung, feinesmeges das nämliche Gewicht, wie Die der 


Central⸗Ebene. Daher mag auch ein das Eentral:Dreied mit 


angehender Sat, der in der Zolge nicht weiter gebraucht wird, 
hier ohne Beweis nur hingeftellt werden, weil er doch der Er: 
wähnung nicht unmerth fcheint. Man findet ihn durch eine 
Rechnung, die hier zu lange aufhalten würde, von dem Verfaſ⸗ 
fer dieſes Handbuches bewiefen in einem Auffage in Erelles 
Journal für reine und angewandte Mathematil, Bd. 15. &. 3. 
Der Sat lautet wie folgt: | 

Es fein D, D’, D” die Spigen des aus irgend einer Zerle 
gung hervorgegangenen Eentrals Dreiedes, an denen die drei zu⸗ 
gehörigen Kräfte angebracht find. Aus einem gemeinfamen An⸗ 
fangspuncte ziehe man drei Gerade, welche diefe Kräfte nad 
Richtung und Größe darftellen. Diefelden laſſen ſich als zuſam⸗ 
menftoßende Kanten eines Tetraeders anfehen, das durch fie vdl⸗ 
fig beftimmt wird, und defien Volumen =V fd. Wird nun 
noch die Fläche des Dreiedes DD'D'A gefeßt, und das Pros 
duct A-V gebildet; fo ift der Zahlenwerth deſſelben immer der 
naͤmliche, wie man auch die Kräfte zerlegt haben mag. 
(Es verfteht ſich von feldft, daß man die Einheit der Kraft nicht 
bei der einen Zerlegung durch diefe, bei der anderen durch jene 


Laͤnge darftellen muß.) >. 
Es foll nunmehr der obige dritte (allgemeine) Fall näher 
unterfucht werden. RN 


31. Man drehe die Kräfte fo, daß die Mittelfraft fenf: 


‚ recht auf dee Eentrals&bene zu fiehen fomme. Es mag hier 


noch einmal erinnert werden, daß man die Aren der Kräfte um 
den Punct A zu drehen hat, während die Axen des Körpers feſt 
bleiben; die Kräfte felbft drehen ſich dann mit um ihre feften 
Angriffspuncte, indem jede ihrer Are immer parallel, und die fie 
dDarftellende Linie vom Angriffspuncte aus immer auf der naͤmli⸗ 
chen Seite liegend gedacht werden muß, auf welcher die Axe von 
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A aus liegt. Da die Central⸗Ebene in dem Körper feft it, fo 
fann man zwei von den Axen des Körpers in der Eentral-Ebene 
nehmen; die Mittelfraft foll alfo in der gegenwärtigen Stellung 
der dritten Age parallel fein. Man zerlege nun wieder die drei Kräfte 
nad) drei. gegen einander fenfrechten Richtungen, von denen die 
eine der Mittelfraft parallel fei; die beiden anderen find mithin 
der Central⸗Ebene parallel. Es ſei DD’D” das EentralsDreied 


. (Big. 20.)5 ferner fei C der Schwerpunct der drei der Mittel: 


kraft parallelen Eomponenten, deren Summe offenbar der Mit- 
teffraft gleich und alfo nicht Null if. Die Summen ber in die 
beiden anderen Richtungen fallenden Somponenten (Da, D’a, 
D”a” und Db, D’b’, D"b") find dagegen Rull; alfo 
Da-+-D’a-+-D’a”’=0, Db-++D'b’-+-D"b’=0. 

Der Punct C Heiße dee Eentral:Punct. _Derfelbe ift in der 
Central: Ebene feft. Denn in welcher Stellung man fi) die 
anfänglichen drei Kräfte auch denfen mag, fo erhält man durch 
Zerlegung derfelben nach Drei auf einander fenfrechten Richtun: 
gen, von denen die eine der Mittelfraft parallel ift, immer die 
felben der Mittelfraft parallelen Componenten an denfelben Ans 
griffspuneten; der Eentralpunct ift folglich der Schwerpunet dreier 
unveränderlicher paralleler Kräfte an feften Angriffspuncten, alfo 
ift ee Cin dem Körper) fell. Man hat demnach jetzt 7 Kräfte 
an feften Angeiffspuncten, von denen, in gegenwärtiger Stellung, 
die eine in C fenfrecht auf der Central⸗Ebene fteht, und der 
Mittelkraft gleich iſt; während die ſechs anderen, ſchon oben ge: 
nannten, in der Central⸗Ebene liegen. Nun werde eine der Mits 
telkraft gleiche und mit Da parallele Kraft Ca und zugleich eine 
diefer gleiche entgegenfegte (Ca’) an C angebradht; und man 
ftelle fi vor, daß wenn die Kräfte um ihre Angriffspuncte ge 
dreht werden, die neuen Kräfte Ca und Ca’ ſich ebenfalld, mit 
Da beftändig parallel bieibend, um C drehen. Die vier Kräfte 
Da, Da’, Da’, Ca, laſſen ſich in eine der Mittelfraft gleiche 
und parallele Refultante (AA’) an dem Schwerpuncte A zufam: 
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"menfegen, welche mit Ca’ ein Paar bildet. Der Schwerpunct 
A ift wieder in dem Körper feft. Auf gleiche Weiſe bringe man 
an C eine der Mitteffraft gleiche und mit Db parallele Kraft 
(CB) und eine diefer gleiche und entgegengefegte (CE) an, fo 
laffen fid wieder Db, Db', Db” und CB in eine Kraft BB’ an 
dem feften Echwerpunct B zufammenfegen, welche mit CB’ ein 
zweites Paar bildet. 


Das ganze Spftem ift jegt auf 5 Kräfte, nämlich eine eins 
jene Kraft an C und die Kräftepaare (AA’, Ca’), (BB, C37 
gebracht. Diefe Kräfte find fämmtlich der Mittelfraft gleich; 
die an C angebrachte fteht fenfrecht auf den vier anderen, und 
die Kräfte des einen Paares fenfrecht auf denen ded anderen. 
Diefes gilt von jeder zuläffigen Stellung der Kräfte; in der ges 
genmwärtig angenommenen liegen die Paare in der Central⸗Ebene. 
Man begreift auch leicht, daß die drei Puncte A, B, C nicht in 
einer Geraden liegen fönnen, wenn, wie angenommen ift, anfäng 
lich D, D’, D' nicht in einer Geraden lagen. Kerner läßt fich 
allemal bewirfen, daß der Winkel ATB ein rechter werde. Man 
nehme C zum Anfange fenfrechter Eoordinaten: x .und y in der 
Central⸗Ebene; es feien a und b die Eoordinaten von A, a’ md 
b’ die von B; die alle vier als befannt anzufehen find. Nun 
zerlege man die vier einander und der Mittelkraft gleichen Kräfte 
AA’, Ca’; BB’, CB’, deren Intenſitaͤt der Einheit gleichgeſetzt 
merde, in der Central: @bene nach zwei gegen einander ſenkrech⸗ 
ten, noch näher zu beftimmenden Richtungen. Es fei u die Ne 
aung der Kraft AA’, und Ir-Fu die der auf AA’ fenfrechten 
Kraft BB’, gegen die eine Cerfte) diefer Richtungen; fo ergeben 
fi folgende Componenten der genannten vier Kräfte: 

Componenten von AA’ Ca’ BB’ CH 
nach der erften Richtung -cosu —cosu —sinu -Hsinu 
nach der zweiten Richtung --sinu —smu -Fcosu —cosu. 


Man bringe ferner an C zwei der Einheit gleiche und ein- 
ander entgegengefegten Kräfte in der erften Richtung, und zwei 
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eben folche in der zweiten Richtung an; fo. fann wieder, wie 
vorhin, je eine von diefen (fie fei +1) mit den ihre parallelen 
Componenten in eine Refultante =-+1 zufammengefet werden, 
die an einem feften Schwerpuncte wirft. Man erhält demnach 
anftatt A und B zwei neue fefte Echwerpuncte A’ und B’, deren 


Koordinaten & und 7, & und 7’ durch folgende Gleichungen bes 


ftimmt werden: | 
E=acosu—a'sinu n=bcosu—b’sinu 
=asinuracosu n=bsinu-Fb'cosu. 
Das Dreieck A'CB’ ift aber nothwendig rechtwinklich, wenn 
FE EE-N HR)’ 
ver rend if. Sept man in diefe Bedingungsglei- 
dung die obigen Werthe, fo kommt: 
(a?+-b?—a”"—b’*) sinu cosu-+(aa’+bb’) cos2u=U 


2(aa’-+bb’) 


Diefe Gleichung giebt zwei Werthe von u, die um 478 von eins 
ander verfchieden, aber beide gleich paflend find. Der Winfel u 
würde unbeftimmt bleiben, wenn zugleich Zähler und Nenner des 
vorftehenden Aysdrudes Null wären; alsdann wäre aber ‚auch, 
wegen der Gleichung aa’--bb’=0, fhon ACB ein rechter 
Winkel, und feine Verwandlung weiter nöthig. 


Wird der Werth von u aus vorftehender Gleichung in die 
obigen Werthe von &, 7, F, m’ gefekt, fo müffen die neuen Durch 
diefe Eoordinaten beſtimmte Schwerpuncte A’, B’ nothwendig fo 
liegen, daß ZA’CBR’ ein rechter iſt, wie verlangt wurde. 


Hierdurch iſt das Syſtem auf feine einfachfte Geftalt ges 
bracht, in welcher es bleiben fol. Man hat fünf gleiche Kräfte; 
- eine einzelne am Centralpuncte C, die fenfrecht auf den vier 
übrigen fteht, und die Mittelfraft des ganzen Syſtemes darftellt; 
ferner zwei Paare an den in der Sentrals&bene ſenkrecht gegen 
einander liegenden unveränderlihen Armen CA, CB, von deren 
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Kräften die des einen zu denen des andesen wiederum fi 
find. Diefe fünf Kräfte fönnen nun, anftatt der anfängli 
drei, ohne Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigungen um ihre 
Angriffspuncte beliebig gedreht werden. Jede Stellung derſel 
wird am feichteften anſchaulich werden, wenn man die Arme CA, 
CB und eine dritte auf ihnen ſenkrechte Gerade (fie Heiße CD) 
als Axen des Körpers, und die drei Geraden, durch welche tr 
an C wirfenden Kräfte dargeftellt werden, als Axen der Kräfte 
betrachtet; mit diefen Axen ift alled Uebrige gegeben. 








32. Man denke ſich zunächit die Mittelfraft in C ned, 
wie vorher, ſenkrecht auf der Central⸗Ebene, und drehe um ſie, 
als fefte Are, die übrigen Kräfte, welche mithin in der Centrab 
Ebene bleiben. Unter den verfchiedenen Stellungen, die das Ey 
ſtem auf diefe Weife erhält, find zunächft zwei zu merken, in web 
en die Momente der Paare an den Armen CA und CB (odt 
fürzer dee Paare A und B) jedesmal beide zugleich veefchrein 
den, und in denen mithin die fämmtlichen Kräfte der einfachen 
Mittelfraft gleihgelten. In diefen Stellungen fallen die Axen 
der Kräfte in die Apen des Körpers, oder in die Verlängernngen 
derfelben „(über C hinaus); die Mittelfraft jedoch nur in die 
Are CD oder in deren jenfeltige Verlängerung. Solcher Etd: 
lungen giebt es alfo eigentlich vier; fo lange aber die Mittel 
kraft nur in der Are CD gedacht wird, bleiben ihrer nur me. 

Die Ebene der Axen CA, CD des Körpers heiße die Ebene 
A; die der Aren CB, CD die Ebene B; beide werden au 
auh die Mittel:&benen genannt. In der gegenmärtigm 
Stellung des Spftemes find die Kräfte der Paare A, B be 
hungsweife fenfrecht auf den Ebenen B, A; und die Momente 
beider Paare Null. Ä 

Man drehe die Kräfte, von diefer Stellung « aus, um ein 
dee een CA oder CB, 3. B. um die Axe A; fo bleibt dab 
Moment des Paares A. beftändig Null, indem feine Kräfte in 
die Drehungsare fallen. Dagegen drehen fi) die Mittelkraft 
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und die Kraͤfte des Paares B, deſſen Moment nicht mehr Null 
bleibt, in der Ebene B, und es iſt Mar, daß fie in derſelben ei⸗ 
nen Mittefpunct haben muͤſſen. Es fei (Zig. 21.) CD der 
Durchſchnitt der ‚beiden Mittelebenen, CB der Arm des Paares 
B, alfo DEB die Ebene B, CC’ die Mittelkraft, Bb, CB die 
Kräfte des Paares B, alfo ZECH—R. Man nehme in CD: 
auf beiden Seiten CM=CM'=CB, und bringe in einem der 
Punete M, M’, hier nämlich in M, zwei der CC’ gleiche, parals 
(edle und einander entgegengefeßte Kräfte Mm und Mu an, fo 
entfteht die. einzelne Kraft Mm und das Paar (Mg, CC’). Bon 
den beiden Puncten M und NM’ ift hier M gewählt, damit das 
entftehende Paar (Mu, CC’) dem Paare B (d. I. (Bb, CB)) 
entgegen wirke, wie hier augenfcheinfich der Zall if. Diefe 
Paare halten einander Gleichgewicht. Denn die Breite des Paa⸗ 
red B ift BC -cos(BCD), wie leicht zu fehen, da LDCB=R; 
dagegen iſt MC -cos(ßBCD) die Breite, des Paared (Mu, 
CC’); und der vorigen gleih, weil MC=CB. Da nun alle 
Kräfte =1 find, fo find die Momente der Paare einander gleich; 
alfo befteht, indem beide einander entgegen wirfen, Gleichgewicht; 
vo. 3. b. w. Folglich it M der gefuchte Mittelpunct. 


Die Kräfte verhalten ſich alfo in der gegenwärtigen Stel⸗ 
fung ganz eben fo, wie Kräfte in einer Ebene, deren Mittelfraft 
nicht Null ift; es halten nämlich die auf der Ebene B fenfrechten 
dem Paare A zugehörigen) Kräfte einander Gleichgewicht, und 
Die übrigen Kräfte in der Ebene B haben einen für Drehungen 
in diefer Ebene gültigen Mittelpunet. Solcher Mittelpuncte er: 
geben fich vier. Ze nachdem man nämlich von der einen oder 
anderen der beiden oben bezeichneten Anfangs» Stellungen aus: 
seht, in denen die Mittelraft immer in die Are CD und nicht 
in deren jenfeitige Verlängerung fiel, und je nachdem nun um 
die Age CA oder CB gedreht wird, ergiebt fi im, Allgemeinen 
jedesmal ein anderer Mittelpundt. Nimmt man in dem Durchs 
ſchnitte der beiden Mittel⸗Ebenen CN=CN'=CA, fo find M, 
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M', N, N (&ig. 21.) dieſe vier Mittelpuncte. Wenn abe 
CA=CB, alfo CM=CN, fo fallen fie in zwei zufammen. 

Diefe Betrachtungen erftrecken fih jedoch nur auf befonder 
Fälle; es würde daher nicht angemeffen fein, länger bei ihnen 
zu verweilen. 


33. Bor dem Beginn der allgemeineren Unterfuchung mil: 
fen jedoch noch einige fpäter unentbehrliche Formeln Der analg 
tifchen Geometrie entwickelt werden. Man denfe fich die Apı 
der Kräfte gegen die Aren des Körpers in irgend einer Stellung, 
bezeichne die erften mit u, v, w; die anderen mit x,.y, z; de 
Meigung von u gegen x mit (ux), von u gegen y mit (uy); 
uff Es fe | 

cos (ux)=a, cos (uy)=b, cos (ur)=c 
cos (vx)=a', cos (vy)=b', cos (vz)=c’ 
cos(wx)=a", cos(wy)==b", cos(wz)=c”; 
fo itt, weil x, y, 2 gegen einander ſenkrecht ſind: 
a® +b? +0? 221 
a? +b? +? —1 | 1. 4. 
a’2+-b"?--0"?—1. 
Ferner weil u, v, w gegen einander fenfrecht find: 
aa bb" +cc'—=O 
, a’a-+>b"b-+c"c =® 1. b 
aa-+rbb'’rcc =0. 

Aus dem Anfangspuncte C der Aren befchreibe man eim 
Kugel vom Halbmefler 1, nenne x, y, z, u, v, w die Durch—⸗ 
fehnittspuncte dee Oberfläche mit den gleichnamigen Aren, polls 
ende die fphärifchen Dreiecke xyz, uvw (Fig. 22.), und verlaͤu⸗ 
gere die Bogen xy, uv bis zu ihrem gemeinfamen Durchfchnitte 
©. Run fi Ox=VY, Ou=9, ZuOr=B; und man daft 
ſich noch von den Puncten u, v, w nad x, y, z die 9 Bogen 
gezogen, deren Eofinus die obigen a, b, »+ c” find (in der Fi 
gur find fie weggelaffen, um diefe nicht zu überfüllen); fo hat 
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man 'in dem Dreledfe uOx: 
cos ux cos Ou-cosOx-+sin Ou · sin Ox · cos uOx 

oder a==cos ꝙ cos VASin ꝙ sin cos®. 
Setzt man Ov ſtatt Ou, alſo P-+37 ſtatt v, fo geht ux in 
vx über; alfo ergiebt fi aus dem Dreiede vOx: 

a=—sinp cos Vä cos ꝙ Sin V cos. 
In dem Dreiecke wOx it ZwOx—=4r-+9, Seite Own, 
folglich coswx=sin Ox-cos(Zn--©), alfo 

a—=—sinvsin®. 
Vertauſcht man überall x mit y, fe it Y-+4nr (=Oy) hatt 
“9 und b ftatt a zu fohreiben; und es kommt: 

b =—cospsinYy+-sinp cos c0s® 

b= sinpsind--cosp cos cos® 

b’=— cosy sin®. 


In dem Dreiede uOz ft Oz=in, ZıOu=4r—e, alfo 

cosuz=sinOu »sin® oder _ 
c=singp sine. 

Ferner aus vOz: € =c0sp sin® 


und aus AwOz, da wz=®@: 
C’==c0s®. 


Durch die vorftehenden Kormeln jind die neun Eofinus a, 
b, .. c” als Zunctionen dreier von einander unabhängiger Win: 
flo, W, © ausgedrüdt, welche den Bedingungsgleichungen 1. 
Genäge feiften, wovon man fich durch Einfegung der Werthe dieſer 
Eofinus in die Gleichungen 1. leicht überzeugen kann: 

Man bemerfe noch folgende Relationen: Es fet 

A =c'b—ch”, B=a'c—ac’, C =b"a—b’a”, 

A =ch"—c'b, B=ac’—a’c, Ü =ba’—b"a, 

A’"—=cb —ch, B'=alc—ac, C'=ba —ba, 
fo ift, wie leicht zu fehen: | 
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Aa+Bb’+Cc =7 -Aa’+Bb"+-C c’—=0, 
A’a’+-Bb’+C'c' = Aa-+Bb -+Cc = | 2. 

A’a —+B’b +C"c = A’a+-B’b+CcC==0. 

Ferner ergiebt ſich: 

Aa BbCc AaB b' +CcC=A""+B’b"’+C”c". 3. 
Vergleiht man die beiden erften der Gleichungen 2. mit den u 
1. enthaltenen: 

aa-Fbb-+cc=0, aa”-+bb"+cc"=0, 
fo folgt A:B:C=a:b:c; 
mithin: A=fa, B=fb, C=fe, 
wo f ein noch unbefannter Factor iſt. 

Es war aber A=cb—ch, ud c’= 0088, 
C=c0sp sn8, b=sng sin W4cos@ cos cos, 
b"=—cosysin®; alfo 
A=(sin siny-+-c0s$ cosV Cc0S®8) cos8-Fcosp cos, sin® sing, 
mithin A=cospcos)-+sinpsin)cose8=a, demnach ift f=1, 
und =a, B=b, C=c. 4a 

Auf die nämliche Weife folgt 
| A:B:C=a:b' ic 
\ A":B"C"=a":b"ic", 
und hieraus, mit Huͤlfe von 3. 
A=a, B=b', C=c, A"=a", B’=b", C’—=c" 4.b. 
Die in 4. enthaltenen Relationen find zu merken. 


34. Nun ftelle die Are u die Mittelkraft in C, v die in C 
wirkende Seitenfraft ded Paares A, w die ebenfalls in C wir 
. Sende Geitenfraft des Paares B dar; ferner liege die Are x 
in dem Arme CA= p des Paares A, und yinden Arme CB=q 
des Paares B; fo find a, b, c die Somponenten der Mittelkraft 
nad x, y, 2; a’, b’, c' und a”, b”, c” die Eomponenten der in 
C mirfenden Seitenfräfte der Paare A, B, folglich —a, —b, 
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—-e; —a, bh", —c” die der in A und B wirfenden Seitenfräfte 
diefee Paare. Wird aus beiden das zufammengefegte Paar ge: 
Dildet, fo ergeben fich feine Somponenten L, M, N vermittelt 
der Ausdrüde in F. 17. Nennt man nämlid vorläufig x’, y, 
z' die Coordinaten von A, x’, y , z’ die von B, und fegt 
cosa=—a, coß—=—b, csy=—c, coosa—=—b”, 
cos B"—=—d", cosy"—=—c", fo wird, weil PP=1, P'=1, 

L — bzr-+cy’—b"z"+c"y" 

M=— cx+a7—c's"Fa”z" 

— a'y' + u y" +-b"x", 
alfo, da x“ —=p, v0, !=0, X’=0, y'=q, 2 =0. if, 
ganz einfach: 
L=gqgc", M=— pc, N=pe’—qa”. 
Hieraus ergiebt ſich fofort das Fleinfte zufammengejegte Paar 
V=La+-Mb-+Ne=g(ac"—ca”>+p(b'’c—ch) 
oder ($. 33. 3. 4.) V=gb'— pa”. 
Zur Abkuͤrzung werde gefegt: 


cos ; cosW-+-sinQ Sin cos8=g, 

—sinp cos V cos ꝙ sain V coSozſ, 

(089 sin W-F-sinQ cos VCOoSOMkK, 

ein ꝙ sin V cos ꝙ cos VCOCOMt; 
mithin ($. 33.) a=g, af, a =—sinysin8; b=k, b'=it, 
b"=—coswysin®; c=sinpsin®, C=c0sPcosQ, €’ =c0838; 

fo folgt: L=gc0se, M=—pcospsing,' 

N==pt-+g sin) sinO, V=p siny sinO+qt. 
Man Hat noch für die Componenten der Mittelfraft die Werthe 
a=g, b=k, c=sinpsine. Werden diefe Ausdräde in die 
Gleichungen geſetzt, welche zur Beftimmung der mit dem Pleinften 
Paare V verbundenen Refultante dienen (8. 18.) ſo erhält man: 
gy—kı= pt+qgsiaVsin8—Vsinpsin® 
sinpsind-xs—-gI=—pcospsinO—V\Vk | 1. 
kz-sinpgsin®-y= qcos O - Vg. 
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Wenn man nun die Kräfte ohne Menderung der gegenfetti: _ 
gen Neigungen um ihre Angeiffpuncte beliebig dreht, fo Adern 
fi in den vorfiehenden Bleihungen die Winkel $, J, ©, um 
mit ihnen die Richtung dee Refultante, fo wie die Intenfitaͤt des 
auf derfelben fenfrechten Paares V. Unter den Stellungen, in | 
weiche das Syſtem durch diefe Drehung gelangen ann, find be: 
fonders diejenigen hervorzuheben, in denen V==0 Ift, und mithin 
die Kräfte ſich durch eine einzige erfegen laffen. Alsdann findet 
zwifchen den Winfeln 9, %, © folgende Relation ftatt: 

V p sin sin O+qgt==0, 
oder, wenn fuͤr t ſein Werth geſetzt wird: 
(psin O-+-qsin p)sin!-+gc0spcos .cos )=0. 
Man fege A1?=(p sin O-+qsin P)?-Fq? cosp? cos Oꝝ, fo 
wird hiernach | 
Asiny=—gc039 cos O, Acos)=psin O+qgsnp 2. 
zu fegen fein, wo das Zeichen der Wurzelgröße A unbefinmt ' 
bleibt. Ferner erhält man für die Lage der erfeßenden Kraft | 
folgende Gleichungen: | | 


gy—iır=-Hpl-Fgsindsin © 
sin ꝙ sin O9.x—gz=—pcosg sin ® 3. 





kz-sing sin O.y=-+-qg cos, 


von den jede, vermoͤge der erfüllten Bedingung V=0, eine folge 
der beiden anderen ift. Wird der Winkel % vetmittelft der Wer⸗ 
the (2.) von sin! und cos aus diefen Gleichungen wegge⸗ 
ſchafft, indem fi für, g k, pt-+qsinysin © die folgenden 
Werthe fegen laflen: 

Ag=(psin O-+9sinp)cosp—qsiny cos ꝑcos @*? 

=(p-+gsing sin®)cospsin®, ı 
Ak=gc08s9P? cos 9+(psin O-+-qsinp)sinpcos © 
j =(g-+p sinpsin ©)cos 9; 
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Alpt-rq sin! sin 9)==(p?—q?) sin © cos © cos, 
(diefe Formel findet man duch eine Ähnliche leichte Reduction, 
wie die beiden vorigen); fo ergeben ſich (anftatt 3.) folgende 
Gleichungen: 
(p-+gsin psin O) cos ꝙ sin 9-y—(q+psinpsin®) cos 0 · 5 
=(p?—q”)cospsin®cos® 
Asinpsin O · x - (p+qsinp$sin O)cospsin ©: 
=— Ap cospsin® 
(q-+p sing sin ©) cos O · ⁊ — AsinQ sin 9.7 
Aq c0s ©. 


Diefen Gleichungen kann man auf eine fehe merkwürdige Art, 
unabhängig von den Werthen von p und? ©, Genäge leiſten. 
Nämlich man fege zuerft x=0, fo fommt, aus der erften und 
zweiten | 


(p-Fqsinp sin Yy=(p’—q?”)cos® } 5 
(p+qsin 9 sin Oz=Ap, \ 
wenn die gemeinfchaftlichen Factoren wegbleiben. Werden diefe 
Gleichungen quadeirt, fodann die erfte mit p?—q?, die ziweite mit 
p? dioidiet, und hierauf addiert, fo ergiebt fich 
(p+qsinp sin +. + =] =(p?—g?) cos 6242.. 
Nun iſt aber 
A? —fpsin O-++-qsin p)?-}+q? cos p? cos ©? 
mithin A’+(p?—q?)cos 9? 

—p?-+2pq sin Osin p+-q’(sin 9’-4-cosP? cos O°— cos ©?) 
=p’-F2pgsin Osin p+-q? sin p? sin O9’ —=(p-Fgsinpsin 9)°; 
mithin iſt 

(p?—q°) cos 9? >41? =(p-Fqsingp sin ©)? 


3 3 
und folglich aus 5. at —4, während zugleich x—0. 
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Wird ferner in den obigen Gleichungen (4.) der crfegenden Kraft 


0 gefegt, fo fommt aus der erften und dritten: 


(g-+-psin psin Ox=(q’—p?) cosp sin® 6 
(g+psinpsin )Aq. . 


Duadrirt man wieder diefe Sfeihungen, dividirt die erfic durch 


q’—p?, die zweit durch q?, und addirt, fo Fommit: 





(g+psingsinO) | — + a -p!)cosp?sin®@?+-4?. 


Nun ift: aber, wiederum . 
A?’-+-(q? _p?) cosp* sin 9° 
= q?’-F2pq sin 9 sin 9-+p° (sin 9?—cosp? sin ©?) 
==(4-+p sing sin 9)?, 
mithin ergiebt fich aus der vorhergehenden Gleichung 
x? 
gq’—p 

Es iſt demnach) gefunden, daß den Gleichungen der erfeßens 
den Kraft, welche Werthe auch ꝙ und © haben mögen, d. h. 
in welche Stellung auch das Syſtem gebracht werde, wofern nur 
die Bedingung VO erfüllt ife, oder die Kräfte ſich durch eine 
einzige. erfegen laffen, immer durch folgende zwei Syſteme von 
Gleichungen Genuͤge geleiftet wird: 


re, wobei zugleih y=O. 


27 y? 
x—0 —  — *1 
Be JE ec a 5 5 
7 x 
y=0, „tz „1 


Diefe Gleichungen ftellen im Allgemeinen zwei in den Mittel: 
Ebenen befindliche Kegelfchnitte dar, von denen einer eine El⸗ 
fipfe, der andere eine Hpperbel ift, weil von den Differenzen 
.. p?—q? und q’—p” die eine nothwendig pofitiv, die andere ne 
gatio iſt. Es fei z. B. p?—q? pofitiv, fo liegt die Ellipſe in 
der Ebene yz, die Hpperbel in der Ebene iz. . Die große Are 
der Ellipfe und die reelle der Hpperbel fallen in die Age der z, 


| 
| 
| 
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ihre Mittelpunete. in den.Unfang der Eoordinaten. Kür Die 
Scheitel der Ellipſe wird y==0, z==tp, für die Brennpimete 
2; Für die Scheitel der Hyperbel x—=0, zig, und 
für ihre Brennpuncte z==tp; folglich fallen die Brennpuncte 
der. Hyperbel mit den Scheiteln der. Ellipſe, und die Scheitel der 
Hyperbel mit den Brennpuncten der Ellipfe zufammen, Hleraus 
ergiebt ſich der nachſtehende beachtungsmwerthe Sag: 

Wenn die Kräfte eines beliebigen Syftemes, vor⸗ 
ausgeſetzt, daß ihre Mittelfraft nicht Null ift, ohne 
Henderung ihrer gegenfeitigen Neigungen um ihre 
Angriffspuncte gedreht, und, was immer auf unzäh- 
lige Arten geſchehen kann, in folde Stellungen ges 
bracht werden, in welchen fie fi durch eine einzige 
erfegen laſſen; fo trifft Die Richtung der erfegenden 
Kraft eine Etlipfe und eine Hyperbel, welde den Cen⸗ 
tralpunct zum gemeinfchaftlichen Mittelpuncte has 
ben, von denen die eine in der einen, die andere in der 
anderen der auf einander und auf der Eentrals@bene 
ſenkrechten Mittels@benen liegt, und: welche fo mit 
einander verbunden find, daß die Scheitel der einen 
mit den Brennpuncten der anderen sufammenfallen. 


In diefem allgemeinen Sage find nothwendig alle in $. 30. 
unterfehiedenen Fälle enthalten. Sind die beiden Aren .der El⸗ 
lipfe einander gleich, fo tft diefelbe ein Kreis, und die Brenn⸗ 
puncte fallen in den Mittelpunet. Daher fallen auch die Scheis 
tel den Hyperbel in den Mittelpunct zufommen, und diefe felbft 
verwandelt fih in eine auf der Ebene des Kreifes fenfrechte, 
durch den Mittelpunct (Centralpunct) gehende gerade Linie. 
Dieſer Fall iſt Fein anderer, als der zweite in 8. 30., in welchem 
dem Spfteme feine Central⸗Ebene, fondern eine Central⸗Axe zu: 
kam; nämlich die genannte Gerade Ift die Central:Are. Die eine 
der Mittel-Ebenen ift dann die des Kreifes (den man den Cen⸗ 
tralkreis nennen kann); als zweite kann jede durch die Central⸗ 
Are gelegte Ebene angejehen werden. In diefem Kalle ift von 
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dan obigen Groͤßen p, q die.cine. Null... Sind aber.beide zugleich 
Null, fp fallen fammtliche. Brennpuncte und Scheitel in den Een- 
tealpunct, und man hat den exfien der in $..30. unterfchiebenen 
Fälle. Bemerkenswerth ift auch det Fall, in weichem. p=—=g. 
Alsdann ift Die Fleine Axe der Ellipſe Null, dieſe fällt mithin mit 
ihrer. großen Are.zufammen, deren Endpuncte in dem: Abftande 
Sp zu beiden Seiten de Eentralpuncted liegen. Die Hyperbei 
geht in die Werlängerungen dieſer Are, nach beiden Seiten, über; 
die Brennpuncte und Scheitel aber fallen. in die Endpuncte der 
Are p. Wenn nun die Kräfte diefes Spftemes fi) im einer Gtel- 
lung befinden, in welcher. fie einer. einzelnen Kraft gleichgeiten, 
fo muß diefe notwendig, nach dem. allgemeinen Satze, den Um⸗ 
ring der Ellipfe umd den der’ Hyperbel treffen. . In dem „gegen: 
waͤrtigen Falle muß fie alfo wenigftend durch einen der End- 
Puncte der Are p gehen, in welchen die beiden Umringe einander 
ſchneiden. Iſt die Stellung. der Kräfte fo, daß die Mittelfraft 
ſenkrecht auf der Emtrafs@bene fteht, fo geht die Refultante durch 
beide genannten Puncte zugleich, in jeder anderen Stellung aber 
mir durch einen derfelden. Es ift kaum noch nöthig zu bemers 
fen, daß bier nur von folchen Stellungen die Rede ift,. in denen 
die Kräfte einer einzelnen Kraft gleichgelten. \ 


Will man die. andere Vorſtellungs⸗Weiſe zu Grunde legen, 
nach welcher der Körper gedreht wird, mwährend die Kräfte im 
ihren Richtungen an ihren Angeiffspuncten haften, fo muß man 
fih die Eentralz&bene und die Mittel:Ebenen, in dieſen aber 
die Ellipſe und Hyperbel in dem Körper vorftellen, weiche fammts 
ih in ihm feft find. So oft nun der Körper in eine Lage 
fommt, in welcher die Kräfte ſich durch eine eine einzige erſetzen 
laſſen, trifft diefe zugleich den Umring der Ellipfe und den der 
Hyperbel. 


35. Man kann noch die Folge derjenigen Stellungen zu 
wiſſen verlangen, in welchen die Kraͤfte ſich beſtaͤndig durch eine 
einzige erſetzen laſſen, die immer durch einen beliebig gewählten 
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Punct der Ellipſe oder der Hyperbel geht. Es foll gezeigt wer⸗ 
den, daß alle diefe Stellungen durch Drehung um eine unver: 
. änderliche Are erhalten. werden, welche der den Kegelſchnitt in 
dem gewaͤhlten Puncte beruͤhrenden Geraden parallel iſt. 
Der Bunet liege z. B. in der Ebene xz, ſeine Eoordinaten feien 
demgemäß 1 y=D, 2=tT), und mithin 
2'3 V2 — 
—7 — at 
Bei dieſer Drehung findet zwiſchen den Winkeln 9 und’ ©, 
welche bisher von einander unabhängig "geblieben waren, eine 
Relation Statt, welche durch jede der beiden folgenden Gleichun⸗ 
gen ausgedrückt: wird & 34. 6.) 
(q-Hp sing sin Ox'—(g? —p?) cosP sin 
(q+psinpsin O7 =4Ag, 
indem von diefen jede, vermöge der vorhergehenben Spa 
in der anderen enthalten ift. Man hatte aber | 
P=(g-+peinpsin 9):— (g° —p)eosp* tin®®, 
folglich Ar? A’g’— (a? —p’)2” c0sp° an 6%, 
und mithin 


>» 


23 2 
| 1-4: Ir. 1 e=hcgeinß, 


wenn = 3; = u PEN 


geſetzt wird. Demnach ift . 
"7° (gppising sin O)z'=hq cos ꝙ sin ©.- IE 
Dividiet man diefe Gleichung duch oo. 
Gp sing sin O)Yx (4 - pꝰ) —8* sin O, 
en alfo n Fr IE, welcher 
Werth von h feine Zweideutigkeit der Zeihen mehe darbietet. 
Man hat nun 











fo kommt = 


7% 
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Asiny=—gc0sQ cos 03 folglich —siny sin 8 =I% 





Ag=(pfgsingsin 8) cospsin®; ———— 


Af⸗-(p sinpsin 0)qcos ꝙꝰ sin O2 
— 1 -Ag , Agcospsin® 
= Argapnet = T—, 


Folglich PR ——— 


Eben fo findet fh et, k= 128. | 

Durch den Eentrafpunct lege man eine Gerade, welche mit dem 
Aren z, y, z die Winkel e, &, e” bilde. Sind ferner i, i, i 
der Reihe nach die Neigungen diefer Geraden gegen die Mittel: 
kraft, und gegen die an dem Eentralpuncte wirfenden Seitens 
Pröfte der Paare A und B; fo Bat man: 


cosi —=g c0ss+-k.c0s+-sinp sin ® cos” 

cos i’ 8 cos&-}Ht coss'-cosp sin ® coss 

cosi’"——sinYsin O cose—cos sin 9 cose'-+-cos © cose”, 
Man fege cose=—O, d. h. die Gerade liege in der Ebene zx, 
fo fommt: \ 


ci FE Ne, ysin cos. 


ZIr q cos ꝙ * cos s 


cosi'= +cospsin ® cose" 


cosi' pl Gone, Ocoee. 
Nun fi gqcoss-hcoss"—=0, fo ergiebt ſich: 


osi=T- ‚cosi= >, cos i’—0. 
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Die Gleichung der Geraden in der Ebene xz iſt ang 


cos & 
oder , g-+bı=0, 
oder, weil har =(q’—p’)2 ſſt, 
_x zz i 
— 0. 
tr 


Die Gleichung der Tangenke des Kegelſchnittes in dem Vineie 
(x’z’) ift bekanntlich Fotn= 1; daher ift offenbar die 


Gerade diefee Tangente parallel. Und da, während ꝙ und © 
ſich durch die Drehung ändern, die Neigungen der Kräfte gegen 
diefe Gerade ungeändert bfeiben, wie die obigen Werthe von 
cosi, cosi', cosi” zeigen; fo folgt, daß die Kräfte um diefe 
Tangente gedreht werden müffen, mie oben behauptet wurde. 

* Da ale Refultanten, die vom Berührungspuncte aus nach dem 
Umringe des anderen Kegelfchnittes gehen, mit disfer Tangente 
gleiche Winkel Ci) bilden, fo folgt noch, daß fie alle in einem 
geraden Kegel liegen. 

Der Inhalt des Vorftehenden laͤßt ſich In folgenden Satz 
zufammenfaffen: Man denke fih den Körper in einer Stellung, 
in. welcher die Kräfte ſich durch eine einzige erfegen laſſen. In 
dem Durchfchnitte derfelben mit der Ellipfe (oder in dem mit dee 
Hpperbef) ziehe man eine Tangente an die Eillipfe (oder an die 
Hyperbel) und drehe den Körper um diefe Tangente, als fefte 
Arez fo laſſen die Kräfte ſich beftändig durch eine einzige erfegen, 
deren Lage, Richtung und Größe während der Drehung gänz- 
(ih unverändert bleiben. Dieſelbe trifft mithin den einen Kegel: 
ſchnitt beftändig An- feinem unveränderlichen Berührungspuncte 
mit der Drebungsarge, während ihre nach und nach die ſaͤmmtli⸗ 
hen Puncte des anderen Kegelfchnittes begegnen. Iſt diefer Bes 
ruͤhrungspunct im Raume feft, fo beftcht zwifchen den Kraͤf⸗ 
ten, während der angegebenen Drehung des Körpers in allen 
Stellungen Gleichgewicht. Der einfachfte Fall diefes Sotes 
wurde ſchon in 8. 32. hervorgehoben. _ | 


vr 
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36. In’ Vorftehendem find. nur ſolche Stellungen des Ey 
ſtemes in Betracht gekommen, welche der Bedingung V=O Ge 
nüge leifteten. Man betrachte ferner das Spftem in allen den 
Stellungen, in welchen die Mefultante ine "gegebene Richtung 
hat, oder mit den Eoordinatenagen gegebene Winkel bildet, deren 
Eofinus a, b, c fein mögen. Da in diefem Falle ga, kb, 
sinpsin@z=c, ſo werden die Bleihungen. der. Reſultaute 
(8. 34. 1.) folgende: 


ay-bi—=N—Ve, " 
en ax—ar —=M—V, 
\ bz—cy=L—Va, 


wo LM ‚N, V diein 8.34. ‚angegebenen Ausdrücke bedeuten. Wer⸗ 
den die Quadrate derfelben addirt, ſo kommt auf der rechten Seite: 
. D’+-M?-+1?—2V(Nc-+Mb-+-La)-+-V?Cc?-+b’-+-a?), " 
oder, weil Vz=La-+-Mb-+-Nc, a?-+-b?-+-c?=51," fo echäft man 
00 NDEMHLI-2VHV d. i. 
NEMHLIVN; N 
mithin 
ab) Ham) br) = N’+-M?’+-L?—V?, 
Werden nun fuͤr L, M, N, V Ihre‘ Werthe aus 8. 34. ge 
ſetzt, fo fommt N®+M’+L?—V? 
" = (ptasin Yin Op? cos ꝙ 2 sin O2 cos @° 
1 | - (gt+p in sin 9)’ 
ptꝰ cos pꝰ sin P’—siny’sin 8] 
-#qg?[sin 9? sin ©? „10. 0::t"]. ° 
Man mie aber ohne Schwierigkeit finden, daß 
174-003? sin 9°—sin y. sin 0?==g? 
sin’p* sin @° 4 cos 9? —t?—k? 
ift, mithin, weil in dem vorliegenden Kalle ga, kb, 
N+-M?+-L’—V’==p’a’-+g?b?; 
und (ay—bx)’Hox—az)’Hbz—ey)’=p?’a?-+qg’b?. A) 
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Um die Bedentung Diefer Gleichung zu. nerfichen, ziehe man duch 
Den Anfang; der Coordinaten G die den Blidungen 2. 
nalen, j . ie mn tun 1" . 
ı br an. mie, 
eutfpuechende, alſo "der Reſultante parallele Linie H, nehmeaußer 
derfelben. einen Punct Ban, deſſen Coordimates x, y, 2’ feleh, 
und ſuche den: ſenkrechten Abſtand diefed Punetes von der Eine. 
Zu dem, Ende ziehe man die Gerade CB, und nenne oͤ den Wins 
te; :melchen fie. mit der’ Linie Hi: bilder, ſo ift:desyefuchte Mb: 
ftand geich GB + sine dr: Bein Find Die: Gleichungen dev. Ani CB _ 


Folgenden: u. EEE PR 


’ en FF 
jotgüg, Denn, man fie mit der Gleichung don ch verbindet, | 


175 75 
er .. . 8 nr g 
wer do rnee oo .ro.. cos ak x-+b} rC2,. >» M._\uT \ D 
Vx — 4 PER Er WERE: 72 


wi arh’-eiut,, und zuglejch die. Länge CB 
==V hy Ba „eoandermhrnter Hier: 
qus grgiebt ſich ra SEE FE 
e? he MR, u 
— (a? +b?4c?Xx? Ly2-2°2)—(ax-+by-+ez)? 0 
are Hazam’ Hz, u 
Der "zulegt ſtehende Ausdruck drückt mithin das iodret des 
kuͤrzeſten Abſtandes (o sin 2 des Punttes 5° von der Pille A 
aus, oder auch, wenn man dutlßBfeine-Lhriie"-Baralftg Deu FL ychk, 
den. kuͤrzeſten Abſtand diefer ‚Linie vom Apkangs, der Coordinaten. 
Aus der mit A) bezeichneten Gleichung geht demnach her⸗ 
vor, daß der ſenkrechte Abftand aller (jedesmal mit dem Flein: 
fen zufammengefegteir Paare verbanbenen) Nefultanten, welche 
die. naͤmliche Richtung haben, vom Centralpuncte C, eine heſtaͤn⸗ 
dige Groͤße, ‚nmli gleih V p DE AR; und‘ wein de 
Halt den Satz: hie Fan 
MWerden die arifte des Syſtemes um die feſtbleibende Rich⸗ 


22 


4 


104 Statik. Erweiterung der Lehre ‚sa 
tung, der Mittelkraft gedreht, fo. it der Det, in. weichen: fich de 
jedesmal mit dem kleinſten zufanmmengefegten Paare verbunden 
Refultante bewegt, ein Krelschlinder, deſſen Age Durch den 
Gentralpunct geht. 

Gebt. man der Reſultante eine der vorigen gerade entgegen 
geſetzte Richtung, ſo ſind die Eofinus Ihrer Meigungen gegen die 
Apen a, bh, —0; da aber: die Gleichung des vorftchenden 
Cylinders durch die Umkehrung der ‚Zeichen von a, b, o nicht 
geändert wird; ſo ‚folgt, daß auch die: den vorigen gerabe entge⸗ 
gengefekten Reſultonten in dem naͤmlichen (Sylinder: liegen. 


37. Es iſt noch au unterfuchen, wie ſich das zuſammenge⸗ 
ſetzte Paar aͤndert, indem die Reſultante auf dee Cylinderflaͤche 
fortgeht. Setzt man g=a, kb, sinp sin O=c, fo ergeben 
ſich, aus den beiden ‚eofen biefer Gleichungen, folgende Ausdräde 
für sin und cosy: | 


(a?-+-b’) iny ztasinp cos @—bcosQ, 
(a?+-b’}coosW=acosg-Hbeiny cos ©. 
Eliminiet mon demnach Y zunächft aus dem Werthe von 1, 
fo fommt: (dia cos 9—be+ cos pain 6; 
ferner “ 
‚@'+bYN Sage) co⸗ —E — cosꝙ sin G, 
@HvV= =a(q-+-pe) cos —J cos ꝙ sin ©. 
Nun werde, sole zuläffig iR, gefegt: 
c0s9=V a’+b’.siny, cosꝙ cin 9= —=Va?’+b?.cosy; 
ferner . alg-+-po)= Mcoses, bp4g)=u sin e, 
ſo kommt V ’+b3. Vrzu- sin eb). 
Fuͤr yzze wird V=0; dieſer Werth von 7 liefert alſo eine 
Nefultante, welche in dem Eplinder liegt und zugleich die Ellipſe 
F d Done trifft. Fuͤr dieſe Reſultante ſei L=L', M=M, 
, ſo ergieht ſich 
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L’=qVa’+brisine, mM =—pV a?-ph? «coss, 


‚ alp-+-ge) sine — b( ulZ 

N Van 
Legt man duch diefe Refultante und den’ Seatsalpunct ine 
Ebene, fo ift die Gleichung desfelben: 


Lx+My+Ne=0, 1. 


Man lege ferner duch eine zweite, zu einem bellebigen y ohe⸗ 
rige Reſultante und den Sentralpune eine bene, deren Glei⸗ 
chung fein wird: 


(L-aVx-HM-bV)y HR *o, 2 
wo L=qV a’+b’-siny, : M=ipV a’-+b?.c08Y, 
N „Aprge) iny—blg-Hpe) cosy 
= Bee , 
og ein (v2), U 
| Vat-+b? 
Es fin die Neigung der Ebenen 1.2. gegen einander, fo fommt 
LLU’--MM' ’ 
Se mie 
Man ni indet aber LU--MM--NN'==AHB4-C, wo gefeht R: 


„A=[art 30 — ein aine 

| — B20 cos8, 
—E 

Dieſe Husdräcde laſſen ſich weiter auf folgende Formen bringen; 


= [@-+HNg. Here? — b a Ze > r> sine, 


B= [e’-+H9r’-Ha0° — casycose, 


UL 


PR u? sine cose sin (yıl«), 


a?-+-b? I. 


und hieraus -fofgt, meil a’+-b’-4c’= Sy, - sur) pe cose, 


bep+g9=usine iſt, nn 
—&e +q —— en) 
und endlich De Be 
AH [6° +4 +) —H were? 
= ap ri 2) cos(&—Yy). 

Folglich iſt —R Cösle—y), und das Mohient des zufam: 
mengeſetzten Paakes V, gtkeich a . . 51 

er > VER 

Verb 

Diefe Formel fpricht Fehr einfach das, Geſetz der Aenderumg 
des Paares V aus. Kür. np und y—n wird V=0; « 
giebt alfo zwei Refultanten, für welche -V==0, und die mithin 
die Ellipſe und Hyperbel treffen. Die durch fie gelegte "Eben: 
geht zugleich durch die Are des Cylinders. Legt man durch dig 
Are und durch irgend eine Reſultante, zu welcher das Paar V 
gehört, eine zweite: Ebene, ſo iſt das Paar V dem Siuus der 
Neigung (m) dieſer Ebene gegen die vorige proportional. 

Iſt alfo die Refultante. der Richtang Und dent Sinne nad 
gegeben, oder find die Coſinus a, b, c nad) Größe und Zeichen 
gegeben: fo giebt es zwei eutſprechende Stellungen des Site 
mes, in welchen die Kräfte ſich jedesmal duch eine einfache Kraft 
erſetzen laſſen, deren Richtungslinien mithin durch die Ollipſe und 
die Hyperbel gehen. Beide liegen mit dem Centralpuncte in einer 
und derſelben Ebene. Kehrt man die Zeichen von a,b, c ſaͤmmt⸗ 
lich um, fo erhält man zwei andere, durch die Top und, Hy 
perbel gehende Refultanten, für welche wieder V=® ift, die 
aber im entgegenfeßten Sinne, in Bezug auf die beide vorigen, 
wirken. Es giebt alſo vier einander parallele Refultanten, für 
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welche VO. iſt. Da man m leicht ſieht, daß ſich im Alige⸗ 
meinen vier Gerade von der Ellipſe zur Hyperbel ziehen laſſen; 
die: einer gegebenen Geraden parallel find, und da, nach dem 
Worftehenden, jeder dieſet vier Geraden, aͤls Refultante, in einem 
gemwiffen Sinne genommen, ein verfchtoindendes Paar zufommt, 
fo folgt:- Zu irgend einer die Ellipſe und’ Hyperbél verbinbenden 
Geraden laͤßt fich immer eine, und im Allgemeinen nur eine? ruts 
ſprechende Stellung der Kräfte angeben, in welcher fich dieſe 
Durch -eine einzige erſetzen Iaſſen, die in der gegebenen Geraden 
wieft. . , ... . 4 .. . i .i 


38, Man ftelle ig die grofte in in einer beliebigen Stellung 
vor, nehme f enkrecht auf der Richtung der Mittelkraft eine 
beliebige Gerade als Axe, und drehe die Kräfte um dieſe Are. 
Die Mittelkraft oder die ihe parallele, mit dem kleinſten Paare 
V verbundene Refultante bleibt während diefer Drehung beftän: 
dig fenfrecht auf der Are. Man lege eine Ebene ſenkrecht auf 
die Are, durch einen beliebigen Punct, etwa den Centralpunct, 
und zerlege jede der Kräfte in zwei andere, die eine der Age, 
‚bie andere der Ebene parallel. Hierauf projicire man die ſaͤmmt⸗ 
lichen Angriffspuncte auf die Ebene, und bringe die der Ebene 
Parallelen Gomponenten jede an der Projection ihres Angriffs 
pundtes in ihres Richtung und in der entgegengefeßten an, fo er: 
halt man ein Syſtem von Kräften in diefer Ebene, und ein SH . 
ſtem von Paaren, deren Ebenen alle der Are parallel find.‘ Die 
Simimie aller der Are parallelen Eomponenter des Syſtemes 'ift 

offenbar Null, weil die Are fenkrecht auf der Refultante fteht; 
diefelben geben mithin ebenfalls ein der Are paralieles Paar, 
idelches ſich mit Allen Übrigen Paaren in ein einziges der Are 
paralkefes Paar sufammenfegen läßt. Ferner geben die fammt; 
lien Kräfte in der Ebene eine Refultante R=1, die während 
der Drehung beftändig durch einen feften Mittefpunct M geht. 
Man zerlege das der Are parallefe Paar, welches fi offenbar 
während der Drehung ftetig verändert, in ein mit der Refultante 


/ 
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paralleles und in ein darauf ſenkrechtes. Setzt man das der R 
parallele Paar mit der durch M gehende Kraft R zufammen, h 
erhaͤlt man eine der R parallele und gleiche Kraft, weiche offer 
bar eine der Are parallel durch den Punct M gesogene Gerade 
beftändig treffen muß. Dies giebt folgenden Sa: | 

Werden die Kräfte um eine anf der Richtung dee Mitte 
kraft ſenkrechte Are gedreht, fo fchneider die mit dem Fleinka 
Paare verbundene Refultante, indem fie dee Drehung der Kräft 
faigt, beftändig eine gewiſſe fefte, der Drehungsage parallele Ge 
rade, und zwar, wie ſich von felhft verfteht, immer rechtmwinfiig. 
Um diefe Gerade zu conſtruiren, projicive man die Angeiffspund 
der Kräfte und die Kräfte felbft auf eine gegen bie Age fak: 
rechte, alfo der Mitgelraft parallele Ebene, fuche den Mittel 
punct aller diefer in einee bene befindlichen Kräfte und m 
richte in denfelben ein Loth auf der Ebene, fo ift dieſes die ver 
langte Gerade. 

Die Kormeln für den Mittelpunct einer beliebigen Anzahl 

von Kräften in einer. &bene find in &, 20. gegeben morde. 
wu man denfelben durch Eonftruction finden, fo kann man jw 
erft den Mittelpunct von zweien ber Kräfte nah F. 11. befim 
men, an demfelben die Refultante diefer Kräfte anbringen, md 
diefe hierauf mit einer dritten Kraft zufammenfegen, wodurd an 
neuer Mittelpunct erhalten wird, u. ſ. f. Man kann aber auf 
ſaͤmmtliche Kräfte nach zwei Richtungen zerlegen (vom denen frint 
der Mittelfraft parallel fein darf, wenn nicht alle Kräfte einaw 
dee parallel find), und die parallelen Componenten an ihre 
Schmwerpuneten vereinigen; fo hat man wieder den Fall zweit 
Kröfte. 

Zum Schlufe mögen noch einige Bemerfungen über eimm 
befonderen Fall folgen, der in der Natur vorkommt, naͤmlich der 
Fall, in welchem die anfänglich gegebenen, an feſtbeſtimmten 
Puncten des Körpers angebrachten Kräfte in einer einzelnen Kroft 
und einem Poare beſtehen. Derfelbe trifft am der Oberjͤcht 
der Erde bei Körpern ein, die nicht allein ſchwer, ſondern zu⸗ 
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gleich auch magnetifch find. Denn der Madnetiömus beingt 
an dem Körper allemal ein Kraͤftepaar hervor, während die 
Schwerfräfte in allen Puncten fich in eine Refultante am Schwers 
puncte vereinigen. 


Da die Kräfte in einer einzelnen Kraft und einem Paare 
beftehen, fo find fie alle einer Ebene parallel; das Syſtem hat 
mithin Feine Central⸗Ebene, fondern nur eine Eentral:Are, Man 
fieht ferner leicht ein, daß es auch mit Rädficht auf die Dres 
bung geftattet iſt, das Paar in dem Körper, aber nur parals 
Let mit ſich ſelbſt, zu verlegen; man verlege demnach das 
Baar in dem Körper parallel mit ſich felbft fo, daß dee Arm 
deſſelben durch den Angriffspunct der einzelnen Kraft geht; fo 
ift der neue Arm zugleih die Eentralage des Körpers. Die 
Eentral: Are ift alfo eine dem Arme des Paares parallele durch 
den Angriffspunet der einzelnen Kraft gehende Gerade, wie man 
auch Teiche durch die Zufammenfegung der Kräfte nach den all⸗ 
gemeinen Regeln finden fann. An diefee Eentral:Are Fann nun 
wieder daB Paar, immer parallel mit ſich felbft, beliebig verſcho⸗ 
ben und 3. B. fo gelegt werden, daß der Angriffepunet einer 
feiner Kräfte in den Angriffspunet der einzelnen Kraft fällt; 
alle diefe Veränderungen find auch mit Rüdficht auf die Dres 
Hung der Kräfte gleichgültig. Fällt zugleich die Ebene des Paa⸗ 
red in die der Eentral:Age und der einzelnen Kraft, oder werden 
die Kräfte durch Drehung In eine diefee Annahme gendgende 
Stellung gebracht, fo haben fie in ihrer Ebene einen Mittelpunct, 
der in dem Umringe des Eentral-Kreifes liegt. Derfelbe laͤßt fich 
zwar nad) den allgemeinen Regeln leicht finden, kann aber auch 
auf folgende, fhon in F. 32. vorgefommene Weife beftimmt wer⸗ 
den. Es fein (Fig. 21.) CB==Bb==g die Kräfte des Paares, 
CC’=p die einzelne Kraft, CB=a der Arm des Paares, und 
der unveränderlihe Winkel C’CB=—y. Nun denfe man fich die 
Kräfte fo gedreht, daß die des Paares in die Verlängerungen 
feines Armes fallen, alfo 3. B. CB in die Verlängerung von BC: über 
C; fo wird die einzelne Kraft durch den Mittelpunct gehen muͤſſen. 


f 
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Wird: alfo von Caus unter dem Winkel BED=nn—y cm 
Gerade CD- gezogen, fo liegt in ihr der Mittelpunct. Mau 


nehme nun in diefer Geraden CN=S und zwar auf einer be: 


ftimmten Seite von C aus, nämlih fo, daß das Momenf de 
Kraft CC’ in Bezug auf M dem Momente des Paares entge 
gen wirke; fo ift M der gefuchte Mittelpunct.- Denn das Me 
ment von CC! in Bezug auf Mit =p-CM-sinC'CM, u 
das des Paare ft =—=gasinßCB; es if aber CCM 
=#—y—CCB, und BCB=CCB-+y; folgid sinC'cH 
—sinßCB, alfo.p-CM==ag; mw. ;. b. w. 

Die Central⸗Axe eines ſchweren und magnetifhen Körpers 
jäßt fi durch Beobachtung beftimmen, wenn der Schwerpund 
des Körpers und die Richtung der magnetifhen Kraft gegeben 
find. Wird nämlich der Körper in feinem Schwerpuncte frei 
drehbar befeftigt, fo nimmt er eine gewiſſe Stellung des Gleid: 


gewichtes ein, in welcher das magnetifhe Paar Null if. Zieht 


man. nun durch den in genannter Stellung befindlichen Körper 
‚eine der Richtung der magnetifchen Kraft parallele Gerade; fo 
bat man die Eentral:Age, worauf fi) auch der Central⸗Kreis in 
dem Körper leicht befiimmen läßt. Ueber diefen Gegenftand wer 
werden fpäter noch) einige Bemerfungen folgen. 
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Gleichgewicht biegfamer Spfteme.. 
Seilpoissen I: 


39. Es feien ($ig. 23.) AB, BC, CD,'DE, EF gerade 
Linien von unveränderlichen Fängen, welche fi um ihre End: 
puncte ohne Hinderniß drehen fönnen, fo daß fie ein biegſa⸗ 
mes Viele! ABCDEF bitden. An den Yuneten A, B «« F 
feien die Kräfte P, P', .. py angebracht, zwiſchen denen Gleich⸗ 
gewicht beſtehe, deſſen Bedingungen unterſucht werden ſollen. 

Bei dieſem Gleichgewichte werden offenbar die Seiten AB, 
BC, «+ den auf fie einwirkenden äußeren Kräften geroiffe Wider: 
ftände oder Spannungen entgegenfegen muͤſſen, durch melde 
allein das Gleichgewicht zu Stande fommt. Man denke ſich die 
Berbindung eines beliebigen’ Theile des Vieleckes, z. B. CDE, 
mit dem uͤbrigen Theile, gaͤnzlich aufgehoben, zugleich aber in 
den Endpuncten C und E die.nahd CB und EF wirkenden 
Spannungen 'al8 Kräfte angebracht; fo ift Flar, daß das Gleich⸗ 
gewicht in CDE nicht geftört wird. Betrachtet man alfo irgend 
eine einzelne Seite des Vieleckes, 3.8. CD, fo muß an derfelben 
zwiſchen der Kraft P", und der nach CB gerichteten Spannung, 
an C,'einerfeits, und. der Kraft P”’, fo wie der nah DE ge 
richteten Spannung, an D, andererfeits, Gleichgewicht beftehen; . 
folglich muß die Refultante der beiden erftgenannten Kräfte an 
C, derjenigen der beiden anderen Kräfte an D, gleich und ent: 
gegengerichtet fein. Jede Seite, 3. B. CD, mird alfo, wenn 
Gleichgewicht befteht, durch zwei gleiche und entgegengerichtete, 
on den Puncten C und D mirfende Kräfte "gezogen, des’ 
nen zwei Bleche innere - Kräfte Gleichgewicht halten müffen, 
welche die: Spannung der Seite CD ausmahen. Man 


-_ 
- 


m. Siaul. GSleichgewicht 2 
nenne die Spannungen in AB, BC, CD ««, welche die Prumcte 
A, B, C- besiehungsweife den Puncten B, C, D zu nähen 
ſtreben, der Reihe na t, t’, !’ +; fo laſſen fich die Ihnen gfeis 


chen und entgegengerichteten Spannungen, welche die Yuncte 


B, C, D +« der Reihe nach den A, B, C +“ zu nähern fireben, 


durch —t, —t, —t oo bezeichnen; fo daß man fih 5 B. in 


der Seite BC an dem Punete B die Kraft It’, an C dagegen 
—t vorzuftellen hat, 

Es muß nun, wenn Gleichgewicht befteht, die Spannung 
-»t (an A) der Kraft P Gleichgewicht halten, beide muͤſſen alfo 
einander gleich und entgegengefeßt fein. Eben fo muß an B 
zwiſchen den Spannungen —t und -+t' und der Kraft P’, und 
an C zwifchen —t, t" und P", Gleichgewicht befichen; m. f. f- 
an allen Epigen des Vieleckes. Oder, was auf daſſelbe hinaus⸗ 
fommt, jede dee Spannungen +t, pt, + iſt der Refultante 
aller äußeren Kräfte gleich und entgegengefekt, die von A bi zu 
dem Anfange der Seite, in welcher die Spannung wirft, an dem 
Vielecke angebracht find. Denn indem z. B. die Spannung 
-+t' in B den Kräften P’ und —t Gleichgewicht hält, braucht 
man nur zu bemerfen, daß die Kraft —t Peine andere if, als 
die Kraft P, deren Angriffspunet von A nach B verlegt merden 
kann; alfo it Pt! mit der Refultante R von P und P’ im 
Gleichgewichte. Da mithin R in der Richtung BC wirken muf, 
fo fann ihre Angriffspunct von B nach C verlegt, oder es kann 
R anftatt —!geſetzt werden; und mithin fit, in C, die Kraft 
pt" mit der Refultante von R und P”, oder von P, P’, P”, 
im Gleichgewichte; u. f. fe Zolglih muß auch In E die Kraft 
-+t!V mit dee Refultante der Kräfte P, P’, + PIY im Gleichge⸗ 
wichte fein, und da --t!V nichts Anderes ift, als die von dem 
Angeiffspuncte F in ihrer Richtung an E verlegte Kraft PY; fo 
muß die Kraft PY der Refultante aus allen übrigen äußeren Kraͤf⸗ 
ten P, P’ «+ PWV, Gleichgewicht halten, 

Sind alfo die äußeren Kräfte P, P’«,' die an einem biegs 
famen Vielecke im Gtleichgewichte fein ſollen, nach Richtungen 
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und Intenfitäten gegeben, fo ift das Gleichgewicht, wofern das 
Viele ganz frei beweglich if, nur dann möglich, wenn die Mit- 
telkraft aus allen diefen äußeren Kräften Null iſt. Wenn aber 
dieſe Bedingung erfüllt ift, läßt fich allemal eine dem Gleichge⸗ 
voichte zwifchen den anzubringenden äußeren Kräften genügende 
Geftalt und Stellung des Vieleckes angeben. Bezeichnet man, 
wie gewöhnlich, die Neigungen von P, P',«- gegen drei auf einz 
ander fenfrechte Axen mit a, B, 9; a, «5 «+ und die Neigun⸗ 
gen von at, ti, gegen die Axen, durch welche zugleich die 
Richtungen der Selten AB, BC, ««- beftimmt werden, mit a, b 
c; a’, b', c'; ++; fo hat man nad dem " Borbergebenden fotz 
gende Gleichungen: 

P cosa -Ht cosa =0 

P’ cos« —t cos.a + cosa —=0 

P” cos —t cosa’ t" cosa” —=0 

P" cos" —t" cosa" 1” cosa” —=O 

PIVcosal!—t" cos a" -Ht!Vcosa!—=0 


P cosß +tcosb =0 
P' cosß' —t cosb -H’ cosb’ ==0 
P” cosß" —t cosb' -H” cosb" =0 
P"” cosß"” —t” cosb" -+t'" cosb” = 0 
PIVcos BY—t"cosb"HtlYcosb!Y’=0 


P cosy -Pt cosc —=0 
P' cosy —t cosce +i cosc =0O 
P“ cosy" —t' cosc' +" cosc" =0 
P” cosy" —t" cosc" t" cosc" —=0 
PYeosy —t" cosc"-HtYcos cc! = 


Zu diefen kommen noch die Gleichungen PYcosaY—t!Ycosal!—=0, 
Peoosß'—UV cos =0, PYcosyY—tVcosyV—0, Jede 
derfelben ift jedoch nur eine Kolge der Ihr entfprechenden 5 ans 
deren; denn werden 3. B. die 5 erften addirt, fo Fommt, meil 
die Mittelfraft aus allen P, P’, «+ PV Null, mithin auch 
ZP cosa==0 ift, unmittelbar —PYcosaV-ptlV cas al!==0; wie. 


\ 
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behauptet wurde. Durch vorftiehende Gleichungen werden cr 


. bar die fämmtlichen Componenten der Spannuugen, alſo N 


7 .. 


Spannungen felbft, und zugleich die Richtungen der Seiten, ve: 
ſtaͤndig beſtimmt. Man erhält z. B. Pcosa-+-P'cos a’-4-t' cos- 
—=0, Pcosß-+P'cosß'+t' cosb'=0, P cosy-+-P'cos y’-I-t'cosı 
=D, zur Beftimmung von t'; u. f. f. für die übrigen. 

Iſt der Endpunct A des Vieleckes unbemweglich, fo dradi } 
den Widerftand aus, welchen der Punct A leiften muß, und de 
dieſer Widerftand jede beliebige Richtung und Größe Haben fan 
fo wird auch die Bedingung, daß die Mittelfraft aus aße | 
-Außern Kräften, den Widerftand in A mit eingerechnet, Wut 
fein muß, immer von felbft erfüllt, oder das Vieleck, in melden 
ein Punct A unbeweglich ift, läßt fih immer in eine Geftalt m 
Stellung des Gleichgewichtes bringen, welche Kräfte auch ante: 
uͤbrigen Puncten angebracht werden. 


Wenn beide Endpuncte unbeweglich find, fo ſei h ike 
Entfernung von einander, und A, u, 9 die Neigungen von 
gegen die Aren, ferner AB—=1, BC], + die Langen der Sa 
ten; aledann iſt die Summe der Projectionen der Seiten ar 
jede Are gleich der Projection von h auf diefe Are, d. 5. 
Slcosa=hcosi, Slcosb=hcosy, Zlcosc=h cosr. 2 
Diefe drei Gleichungen müffen mit den Gleichungen 1. verbunden 
werden, um die fämmtlichen Unbefannten t, t', +» cosa, cosc- 

* zu beftimmen, zu welchen auch die Widerftände P und PV in den 
feften Puncten gehören. Laͤßt man aus 1. die drei Gleichungen 
weg, welche den Widerftand P enthalten, fo bleiben, wenn da} 
Vieleck n Seiten hat, 3n—3 von einander unabhängige Gle; 
ungen übrig, zu welchen noch die Gleichungen 2. und die be 

kannten n Bedingungen cosa?++-cosb?’-+-cosc?=1, u. f. m. 
hinzugefügt werden müffen, um die An Unbefannten (t, t * »b, 
c, a, +.) zu beftimmen. 


Iſt das Vieleck in fih gefchloffen, fo beruht die Be 
fiimmung feinee Geftaft und der Spannungen feiner Seiten im⸗ 
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mer auf dem nämlihen Sage, wie vorhin, daß jede äußere Kraft 
mit den In ihrem Angriffspuncte wirkenden Spannungen im 
Gleichgewichte fein muß. Die Anwendung diefes Gates giebt, 
für ein ned, 3n der obigen 1. ähnliche Gleichungen zwifchen den 
Eomponenten der Kräfte P, P’, +» und der Spannungen t, t, .., 
von denen aber 3 aus den übrigen folgen. Serner erhält: man 
3 Gfeichungen, indem man (in 2.) h=0 fegt, und hat noch die 
n Bedingungen cosa?+cosb?-F+cosce?—=1, uf. w.; alfo 
im Ganzen An von einander unabhängige Gleichungen zwiſchen 
eben fo vielen unbefannten Größen, nämlich den n Spannungen 
t, U,» und den 3n Eofinus von a,b, c, a’, b’, c’.«, durch 
welche die Richtungen der Seiten beſtimmt werden. 


Es ſei z. B. ein Viereck vorgelegt, an deſſen Spitzen A, B, 
C, D die Kräfte P, P', PB”, P" twirfen (Fig. 24.). Heißen die 
Seiten AB, BC, CD, DE, der Reihe nach l, F, N, I”, ar 


ns. 


B.cosa + coaa —t"cosa’ Zei) 
P' cos«’' et cosa'—t cosa ,—0 
P'cos«'-Ht"cosa"—t' cosa' == | 
Die vierte Gleichung, nämlid P"cosa”-+-t"cosa' "cos" 
ift eine Folge diefer drei, weil SPcosa=0. Bertaufcht man 
in den vorfiehenden Ausdruͤcken «, a, mit ß, b, und mit 9, c, 
fo erhält man noch 6 andere Gleichungen. Ferner ift 
Slcosa=0, Slcosb=0, Zlcosc==P0, 
und cosa?-+cosb?-Fcosc=1, u. f. w. 
alfo ergeben fih im Ganzen 16 Gfeichungen zur Beftimmung 
der 4 Spannungen und der 12 Eofinus von a, b, c, a’ «- 


Anmerfungs Man ann auch annehmen, daß die Längen 
der Seiten des Vieleckes ABCD... (Fig. 23.) nicht unveränder: 
lich find, fondern daß eine ſolche Seite, wenn fie in ihren End⸗ 
puncten von zwei gleiche und entgegengerichteten Kräften nach 
auffen oder nach innen gezogen wird, ſich verlängert oder ver: 

8* 
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kuͤrzt, indem zugleich die Spannung beſtaͤndig waͤchſt, bis fie te 
äußeren Kräften gleich wird und Gleichgewicht eintritt. Es # 
Plar, daß die Ausdehnung dur die Spannung bedingt fein muf: 
am einfachften wird fie derfelben proportional gefeßt, und Diek 
Annahme ift auch mit der Erfahrung verträglih, fo lange we 
nigſtens die Spannung getoiffe Grenzen nicht überfchreitet. Wen 
nun an dem ausdehnfamen Vielecke das Gleichgewicht beftch, 
fo kann man die Seiten als unveränderlich betrachten, und mit 
hin gelten die oben entwickelten Gfeihungen auch für ein au: 
dehnfames Vieleck, wofern man nur in ihnen nicht die urſpruͤng 
lichen, fondern die durch die Spannungen geänderten Seitenläs 
gen in Rechnung bringt. FR L die urfprünglihe Länge eine 
Seite, und 1 die durch die Spannung geänderte, fo hat mas, 
nach der obigen Annahme, I=L(1-yÜ, wo y ein conftante 
Coefficient iſt. Diefer Werth von 1, und eben fo die Werthe 
Lat), LA"), · von 7, 1’, müflen in Die obige 
Gfeichungen 2. gefegt werden; dadurch erhält man in allen Faͤl 
fen eben fo viele Gleichungen zwifchen eben fo vielen Unbefans: 
ten wie vorhin. Iſt das Vieleck ganz frei und nicht gefchlofm, 
fo faffen fich die Berlängerungen feiner Seiten finden, wenn dk 
Spannungen aus den Gleichungen 1. beftimmt find. 

Im Solgenden foll aber, der Einfachheit wegen, die Aus 
dehnfamfeit bei Seite geſetzt werden, wofern nicht ausdruͤcklich 
das Gegentheil geſagt wird. 


40. Wenn die Kraft P den Winkel zwiſchen den in ihrem 
Angriffspuncte zufammenftoßenden Seiten 1 und I halbiert, fo 
muͤſſen auch die Spannungen t und t' in diefen Seiten einander 
gleich fein, weil ihre Refultante der P Gleichgewicht Hält. Es 
fei u der Winkel zwifchen den Schenken 1 und N, fo it 
P=2t cos Ju. Sind nun die Seiten 1 und 1 einander gleid), 
und bezeichnet man mit r den Halbmefler des Kreifes, der fi 
um das durch die Seiten 1, 1’, mit dem eingefchloffenen Winkel 
u beftimmte Dreieck befchreiben läßt, fo ik 2rcosgu==l; mit 
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Hin Pr=il, Werden alle Winkel des Vieleckes durch die an 
gebrachten Kräfte halbiert, fo ift auch die Spannung überafl 
gleich ; und find alle Seiten einander gleich, fo it das Product 
Pr für alle Spigen des Vieleckes von gleichem Werthe, nämlich 
gleich U. 


Man denke ſich ein biegfames Seil über eine Fläche ges 
gefpannt, 3. B. etwa in dem einen Endpuncte auf der Fläche 


befeſtigt, und in dem andern eine fpannende Kraft angebracht. 
Der Drüd, welden das Seil in jedem Puncte auf die Flaͤche 
' ausübt, muß. mit den Widerftand der Fläche im Gleichgewicht, 


— — — -- 


— — — — ⸗ - 


alfo nach der Normale der Fläche gerichtet fein. Diefer Druck 
ift aber die Refultante der Spannungen, die in zwei unendlich 
feinen auf einander folgenden Elementen des Seiles an dem ges 
meinfamen Endpuncte derfelben wirfen, und liegt mithin in der 
Ebene diefer Elemente oder in der Ebene des Krümmungsfrei- 
ſes; und da er zugleich auf der Curve normal if, fo fällt er in 
die Richtung des Kruͤmmungshalbmeſſers. Das biegfame Seil 
muß alfo auf der Fläche eine folhe Lage annehmen, dab der 
Kruͤmmungshalbmeſſer feiner Curve in die Normale der Fläche 
fällt. Diefe Curve kann die Fürzefte zwifchen ihren Endpuncten 
auf der Kläche fein (vgl. I. F. 159.); fie ift e8 aber nicht not» 
wendig 3. B. auf einer Kugel muß ein gefpannter Faden, zwi⸗ 
ſchen zwei gegebenen Endpuncten, wenn weiter feine Außeren 
Kräfte auf ihn wirken, in dem Bogen eines größten Kreifes lie 
gen; ift nun der von dem Faden gebildete Bogen Fleiner als die 
Hälfte des größten Kreifes, fo iſt er der Fürzefte auf der Kugel, 
zwifchen feinen Endpuncten; er ift dies aber nicht, wenn er groͤ⸗ 
fer tft als der Halbkreis, und es verfteht fich von felbft, daß 
alsdann feine Länge auch Fein Marimum fein Fann, da eine un: 
bedingt Tängfte Linie zwifchen zwei Puncten auf einer Flaͤche, 
tiderfinnig wäre. Ob die. Länge eines gefpannten Fadens ein 
Minimum ift oder nicht, kann im Allgemeinen, nach den Regeln . 
dee Variationss Rechnung, nur durch die Unterfuchung der Va⸗ 
tiotionen zweiter Ordnung entſchieden werden. 
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Da der Widerſtand der Flaͤche in jedem Puncte ſenkrecht 
auf der Curve fteht, fo halbirt er den Winfel zwiſchen zwei au 
einander folgenden Elementen der Curve, und folglich ifk de 
Spannung der Eurve überall gleich, Theilt man die Eurve ia 
unendlich kleine gleiche Elemente ds, fo gilt die obige Steichung 
Pr=tl auch für denıäber die Fläche gefpannten Faden, wenn 
l=ds gefegt wird. Der Druck P ift alfo in jedem Puncte der 
unveränderlichen Spannung t und der Krümmung des Kadans 


G) proportional. 


Wenn der Angriffspunct einer Kraft (er heiße B) an dem 
Seile hin und her gleiten Fann, fo muß derfelbe, damit Gleich⸗ 
gericht beitehe, eine folde Stellung einnehmen, daß die Richtung 
der Kraft den Winkel der anftoßenden Seiten (fie mögen AB, 
BC heißen) halbire. Denn wenn Gleichgewicht befteht, fo kam 
man ſich, ohne baffelbe zu ftören, die Puncte A und C als uns 
beweglich denfen; alsdann kann, weil die Summe der Seiten 
(AB-+-BC) unveränderlih ift, der Angriffspunct fi nur noch 
auf einer Ellipfe bewegen, welche die Puncte A und C zu Breun⸗ 
puncten hat, und die Kraft muß demnach auf der Ellipfe nor 
mal fein, alfo, nach einem befannten geometrifchen Sage, den 
Winfel ABC halbiren; w. z. b. w. Alsdann find mithin auch 
die Spannungen der Seiten AB, BC einander gleich. 


‚ 4. Us ein Beifpiel zur Theorie des Geilpolygons, wel 
ches ſich mit einem geringen Aufwande von Rechnung durchfuͤh⸗ 
ren läßt, diene folgende Aufgabe: 

An dee feften lothrechten Stange ch (Fig. 25.) iſt inc 
eine Schnur cdQO befeftigt, deren Ende mit dem Gewichte Q 
befaftet, auf der fehiefen Ebene ae ruht, und welche noch im 
Puncte d durch ein angehängtes Gewicht P gefpannt wird. 
Welche Stellung nimmt die Schnur im Zuftande des Gleihge 
twichtes an, und tie groß find die Spannungen in ihren beiden 
Theilen cd und Qd? 





% 
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Man fälle aus c das Loth ck auf ae; Ne Länge läßt fich 
als gegeben anfehen, und fei k. Zerner ſei Winkel eab—a 


die Neigung der fehiefen Ebene gegen die wagerechte ab, mithin . 


aub eck—a. Man verlängere Qd bis f; es fei der unbe: 
Fannte Winfel dQe=x, und cdf=y; ferne fi dQ=b, 
dc==c gegeben. Projicirt man Qde auf ck, fo kommt 
bsins+csin(s+-y)=k 1. 
Es fei noch © die Spannung in Qd, t die Spannung in de; 
fo müffen erftend die drei Kräfte ©, t und P an d einander 
Gleichgewicht hälten, woraus fich ergiebt: 
O sin(x Fa) +P=t sin (x-Hy-+o). 2. 
©cos(s+a) =tcos(ı+y-Fo) 8. 
Zerlegt man ferner das Gericht Q und die Spannung © nad 
der Richtung ae und nach einer auf ae fenfrechten, fo mAfen 
die der fchiefen Ebene parallelen Eomponenten einander Gleichge⸗ 
wicht Halten. Diefe Componenten find Qsina« und Ocosz; 
mithin erhält man 
QOsine=®cosx, 4. 
Aus diefen vier Gleichungen find die vier Unbefannten t, 9, x, 
y au beftimmen. . 


Man fee zue Abkürzung <--y=z, und eliminire t aus 
den Steihungen 2, 3., fo kommt — O siny-+-P cos(z-Fa)—=0; 
und' mithin durch Elimination von © aus 4: 


cosx___Qsina 

sin y —Pros(z+ra)’ 
oder P=Qsina-q geſetzt, 

q coſsx c0s(z- Fa) =sin(z—x), 
oder  gCos@cosz—gsinasinz=sinz—coszigx, oder 
(i-+qsina)igz==gcosartgx. 5. 
Die Gleichung 5. muß, verbunden mit der Gleichung 1., namlih 
bsinspesnz—=k 6. 
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die gefuchten Werthe von x und z liefern. Man koͤnnte zevar 
eine diefee Größen, 3. B. x aus beiden Gleichungen eliminicen; 
alllein es ift befler, beide in der gegebenen Korm beizubehalten. 
. Zur. ferneren Auflöfung ift dann die Bemerfung dienlid, Daß der 
Winkel dee 5 —1—o offenbar zwifchen Rull und dem Win⸗ 
tel & enthalten fein muß, welchen die Schnur bei c 'mit cb bit 
den würde, wenn fie nur durch das Gewicht Q gefpannt, alfo 
P=0 wäre. Da nun o-4+-b die Länge der ganzen Schnur, und 
Ldck in diefem Kalle gleih s-r« ift, fo hat man 
k 

cos CH)=—r 
woraus der Werth von 8 ſich ergiebt. Demnach I 
Z—e-a>0 und <s, und mithin find ; Z— a und a 
zwei vorläufige Grenzen, zwiſchen denen z eg muß. 

& ſei z. P=1, Q=1, 0=85°, b=c=k>=1. Yu 
diefem alle erhält man 'cos(o+e)—4, alfo a-Ee=60*", 
845°. Der gefuhte Winfel z liegt alfo zwiſchen 30° und 
45°. Man findet noch q=V2, und mithin aus 5. und 6. 
folgende Gleichungen: | 

sinx+sinz=1 md 2tgZ=i-+Higx 
Man fee sins-H-sinz—l=u, nehme einige Werthe von z 
zwiſchen 30° und 45° an, und berechne zu jedem aus der zwei⸗ 
ten Gleichung das zugehörige x und dann u. Hieraus ergiebt fich 
folgende Tafel: 
zZ. X. u, 
5° 45° +0,414 .. \ 
40° 34°5’ -+-0,202 o.. 
35° 2150 —0,055 ... 
Set man noch z==36° ein, fo ergiebt fi 
x==24°2227", u==-+-0,0004796 « 
mithin liegt z zwiſchen 35° und 36°. 
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Man erhält 

für z=35° 5930”, x=—=24° 21’ 10‘, u==+-0,0000214 

fürn z==35° 5929", x==24’21’ 7, u=—0,0000157, 
und hieraus durch nterpolation: j 
z==35° 59'239"; x==24° 21'8",2; ya 20, 
Die Spannnungen ſi find: 

0=0,77680, t==1,74871. 


Kettenlinie. 


42. Wenn bie an einem Seilpolygone wirkenden Kräfte alle 
einander parallel find, fo ift leicht einzufehen, daß das Polygon 
eben werden muß. Kin frei herabhängender fchwerer Faden wird 
Daher eine ebene Curve bilden, die man Kettenlinie nemt. 
Es fet ABD diefe Curve (Fig. 25.), A und B die feiten Ends 
puncte des Fadens. Man nehme den tiefften Punct D der Eurve 
zum Anfange der Eoordinaten, DE=x vertical, EC=y hori⸗ 
zontal. Es fei t die Spannung in C, aufwärts ziehend 
gedacht, ꝙ der Winkel [ welchen fie mit dee Are der x bildet, 


alfo gy = = Fl ds das Bogenelement der Curve, Pds das Ges 


wicht defelben ‚nr und ° die Widerftände in A und B, melde 
mit der Age x die Winfel und e’ bilden; ferner Bogen DÜ=s, 
DA==A; fo ift t die Refultante von 75 und dem Gewichte des 


Vogens AC, d. i. M Pan; mithin Die verticale Eomponente von t 


- Ä | 
tcosp=ncose— | Pds, 
8 


und die Horizontale Eomponente tsinpg=zsine Kerner 
hat man noch 

7% C08 8-4 cose' — JPds==0, 
wo das Yutegral SPds das ganze Gewicht ded Fadens ADB 


! 
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audrick— und zugleich J | 


7 sine + sine 0, 
weil: die Mittelfraft aus r, 7 und dem Gewichte des Faden 
Null fein muß. 
Kennt man © die Spannung im tiefften Puncte, für we 
den p=ir, s=0, fo ergiebt fih aus den beiden erſten 
Sleihungen: 


‘ A 
/ 0=mcoso—/ bas md O=nsins; 


alfo allgemein tcosp= „Dis und tsinp=®. 


Die horizontale Spannung Mr demnach überall gleich ©, bie ver: 
ticale Spannung tcosp In C ift aber gleich dem Integrale 


S, Pas, d. h. dem Gewichte des Bogens CD. 
0 , 


Iſt der Kaden überall gleihförmig, fo nehme man det 
‚ Gewicht feiner Längeneinheit als Einheit der Gewichte und mit 
hin der Kräfte an; alsdann wird P=1, und mithin 


t cos p=8 und tsinp=6; 
woraus durch Elimination von t, weil 149] ‚ folgt: 


sdy== Odx, a) 

in welcher Gleichung die pofitive Zahl © die Länge eines Guben 
von der Art des vorgelegten ausdrückt, deffen Gewicht das Mash 
der horizontalen Spannung ift. Ä 

Wird diefe Gleichung quadrirt und? dy?—ds’—dı? 96 
fest, fo fommt 

. 1 82a? dr?) Oꝛdaꝰ, 
mithin 8?ds?—(s?-+-9*)dx? 


dv — —— 
un Vs’-+-0° 
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wo die Quadratwurzel mit poſitivem Zeichen genommen it, weil 
x und s zugleich wachen. Durch. Integration ergiebt fich 
xpkz=V s?-+0°, 
und weil für x—=0, s=0 wird, k=9, alfo 
+-9=V s?+9°. b)y. 
Wird ferner der Werth von dx durd s ausgedrückt in die Bi 
Hung sdy==®dx gefeßt, fo fommt: 


fd een Er, 


da für s=0, y=0 werden muß. Fuͤr die letztere Gleichung 
läßt fih au ſchreiben: ! 


mithin ift ” 


J. 2 
—XE VB 028und GO. '— =Vs5s? +6; 
folglich, weil Vs’+0’=ı+ 9, . . 


ı _ı . 
10 Le’-Fe* | -.+0 d). 


2 _r 
‚und 39 e’—e |-.. e) 
Die erfte der beiden vorftehenden Gleichungen liefert die Gleis 
ung der Kettenlinie zwifchen den Coordinaten x und y. 


Es fein DF=a, FA=b die Eoordinaten von: A, ferner 
DG=a, GB=b' die Koordinaten von B (man bemerfe, daß 
b’ negativ fein muß, wenn b pofitio ift), ferner Bogen DA=A, 
DB=L—4, L die gange Länge des Zadens, fo hat man zwi⸗ 
fchen diefen Größen und. © aus ® u. e) folgende Gleichungen: 





sr 
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10 45)] =ı+9, 
18 Ko te :] =a-+09. 
jele’_] = 
18 le t_r]= LA. 
Sind nun die beiden Endpuncte der Lage nach gegeben, und di 
Länge des Fadens Li ebenfalls, fo find noch a—a—A, b—-b'=B 
befannte Größen. Demnach find zwifchen den 6 Unbekannte 


a, b, a’, b, 4, ©, 6 Gleichungen gegeben, welche ſich durch Ei 
mination von a’, b', zunoͤchſt ef folgende vier bringen laſſen: 


le? 3 Jeu+0. 

19 EN 408 ]J=2+6-4. 
1o[e? _.t Js 

1ele 7 _, 7 Je1-. 


Werden noch a und A aus diefen Gleichungen eliminiert, jo w 
Haft man folgende zwei Gleichungen zwifchen b und ©, naͤmlich: 


ol." _e rs ole ? T * 


— te — 


Man ſetze — ſo gehen dieſe Gleichungen in folgende üb: 


T 8 
lt. ” I. 
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B | 
7 _EB | 
‚ol_142_. 'zl=l | 


Werden diefe beiben Gleichungen addirt, und noch zur wbeücun 
B 


2 —n, alfo e — geſetzt, ſo kommt: 
(1 Z)=A+L; 
und werden jene fubtrahiet, fo kommt 


| Sa-m)=A—L. 


Multipliciet man diefe beiden Gleichungen in einander, ſo a⸗ 
giebt ſich 


8: (2-—- )=r- L3, 
j AN? 
oder 9? («-2) ==L’—A?, 
mithin durch Ausziehung der Wurzel: 


B ._B\ 

o(. '—e *) =VL’—A®, 
wo die Wurzelgröße pofitio zu nehmen ik, weil, indem © und 
B poſitiv find, die Größe links nur einen pofitiven Werth habet 
kann, wie leicht zu fehen ift. Aus dieſer Gleichung muß die unr 
bekannte Spannung © gefunden werden. Um biefelbe in eine 
für die Auflöfung duch Verſuche mehr geeignete Form zu bein 
gen, beftimme man einen fpigen Winfel „ durch die Gleichung: 

20=VL’—Artgu, undfege  B=pV L’—A?; 
ſo kommt 

ed er FA —2colg u. - 
Nun ift (ed eier „ne? sr)? (ed irre P elgr)? 


daher folgt: 
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\ . | 
ed eig. e—P rotes —2UV 1+coigu =. | 
in welcher das pofitive Wurzeljeichen gewählt werden muß, wei 
der Ausdruck finds mm pofitive Werthe Haben fann. Werden 
die beiden vorftehenden Gleichungen addirt, fo kommt 
— — 1-+ cosy 

æπανσ La "77h ‚sin M 


mithin ift Bceotgu=log nat cotg ii, oder 





=colg zu; 


B 
tgu-log nat Au an f) 


aus welcher &leihung, da B, L, A befannt find, der Winfe 

u durch Verſuche gefunden werden muß, was mit Leichtigkeit 

gefchehen Fann. ft u gefunden, fo erhält man zunaͤchſt &, 
b N 





fodann ze’, mithin b; und hieraus die übrigen Größen a,2, 
a’, 4, wodurch die Lage des tiefften Punctes gegen Die feften 
Endpuncte vollftändig beftimmt ift. u 
Um die Spannung in - jeden Punete zu finden, bat man 
tcosp=s, tsinpg= %, dh = Vs’+9:, und weil 
s+-9=V8?-+-9°, fo kommt 
32602 =s--9, €) 
wodurch die Spannung in jedem Puncte-fehr einfach ausgebrädt 
if, fobald © bekannt if. 
Demnach if dx=dt; wird dieſer Werth in die Gleichung 
a) geſetzt, fo kommt 
| sdy= Odt. h) 
Differentiict man die Gleichung h), indem man t als unabhäns 
gige Veränderliche betrathtet, fo kommt 
dsdy-+sd’y=0. i). 
Wird zuerft s aus h) und i) eliminirt, fo erglebt ſich 
dsdy?-+ Odtd?’y—=0, 
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Nun war, nach c) tdy=@ds (indem t—=V s°+-0°); ‚alfo 
dy⸗ Ods Wird diefer Werth von dy in die vorftehende Glei⸗ 


dt 
chung gefest, fo Fommt: 
| 9.0 HdtdryZ0, 
ds® _t 
oder ya © 


Da in dem Ausdrucke auf der linken Seite dx ftatt at geirgt 
werden Fann, fo giebt derfelbe den Krümmungshalbmefjer der 
Kettenfinie an. Wird diefer mit o bezeichnet, fo ift in jedem 


Puncte —E . Fuͤr den tiefſten Punct wird t=@, alſo au 


e=9; d. h. die Spannung im tiefſten Puncte wird durch das 
Gewicht eines Fadens gemeſſen, deſſen Laͤnge dem Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer in dieſem Puncte gleich iſt. 

Entwickelt man die Exponentialgroͤßen in der Gleichung ch 


oder 15 re 7] 


in Reihen, fo kommt 


v 2 4 
tat 
mithin, wenn für fehr kleine y rechts nur das erſte Glied bei⸗ 
behalten wird, 
2%x=y?, 
d. h. in der Nähe des Scheiteld nähert fi a die Kettenlinie einer 
Darabel, deren Parameter © ift. 


Seftimmung der Geftalt und Spannung eines biegfanen 
Fadens, unter beliebigen Kräften. 


43. Wirfen auf jeden Punct eines biegfamen Fadens 
Kräfte, die allgemein als Zunctionen der Eoordinaten Ihrer Ans 
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geiffspuncte gegeben fein mögen, und beſteht Gleichgewicht, fe 
wird dieſes nicht geftört, wenn beliebige Theile des Fadens fer 
werden. Man theile Daher den Kaden in unendlich Fleine Eile 
mente ds, und betrachte jedes derfelben ald ein unveränderlicher 
oder feſtes Syſtem; ‚fo laffen fih die an ihm wirfenden Kräfte, 
nach Zerlegung in drei den Axen x, y, z parallelen Componen 
ten, in drei Refultanten vereinigen. Da immer vorausgefegt 
werden fann, daß die an einem Elemente wirfenden parallelen 
Eomponenten von einander nur um eine Größe verfchieden find, 
ale im Verhaͤltniß zu der in jedem einzelnen Puncte wirkenden 
Tomponente unendlich Fein ift, fo find diefe parallelen Compe⸗ 
nenten auch als gleich anzufehen, und geben mithin Drei der 
Länge ds proportionale Refultanten 3 ds, Yds, Zds, paralid 
den Aren x, y, z. In diefen Ausdruͤcken bedeutet 4. B. X di 
Intenſitoͤt derjenige Refultante, welche ſich ergiebt, wenn an je 
dem einzelnen dee Länge ds gleichen Elemente der Längen-Ein 
heit diefelden der Axe x parallelen Eomponenten angebradt 
werden, welche an dem: Kadenelemente wirken. Denn es fei ds 
der nte Theil der Laͤngen⸗Einheit, (n ift alfo unendlich groß); fo 
ft n-ds=41, und da auf jedes Element die Kraft X ds wirkt, 
fo wirft auf alle zufammen die Refultante n-Xds=X. Di 
Kräfte X.ds, Yds, Z ds kann man fih nun in der Mitte dei 
Elementes angebracht denken; es ift aber vielmehr ganz eimerlei, 
an welchem Puncte des Elementes diefe Kräfte angebracht wer: 
den, da Innerhalb deilelben überhaupt Fein angebbarer Unterfchied 
der Angriffspuncte Statt findet. 


Die zur Beftimmung der Geftalt und Spannung des Fadens 
nöthigen Gleichungen ergeben ſich aus dem Sage, daß die Epan: 
nung in jedem &femente der Refultante aus allen Kräften, die 
vom Anfange des Fadens bis zu diefem Elemente wirfen, GSleich⸗ 
gericht Hält. Die Componenten diefer Refultante find SXds, 
Vds, /Zds; nennt man nun t die Spannung, welche in der 


Richtung der Tangente des Elementes wirkt, fo find T 
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138 — A ihre Componenten nach den Aren; und mithin muß fein: 
t ar /Au=0, Hr /Yde= 0, Er SZde=0. 4. 


Werden dieſe Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz mub 
tiplieiet, und die Producte addirt, fo fommt 


— ZEN Ndet Zu Zie=0. > 


Hieraus ergiebt fih der Werth von t pofitiv oder negativ, je 
nachdem t in der Richtung des Elementes oder in der Richtung 
feiner Berlängerung wirft; alfo, je nachdem bie äußeren Kräfte 
das Clement auszudehnen oder zufammen zu druͤcken fireben, 


Diefer Ausdruck für t ift jedoch nur dann antoendbar, wenn 
die Geſtalt des Fadens, alfo die Größen =, JXds, u ſ. f. 


ſchon anderweitig befannt find. Im Allgemeinen aber muß, man 
die Gleichungen 1. differentüren, um die Curve des Kadens zu 
beftimmen. Man erhätt: 


a(()+X0=0, a(15?)-+-Yas=0, a(t)+Zis=0. 3. 
Multiplicirt man diefe Gleichungen der Reihe nach mit ds, dy, 
dz, und betrachtet ds als conftantes Differential, ſetzt alfo- 
| dxd?x-+-dyd’y-+d2d?z==dsd’s=0; 
fo fommt: - 
dt--Xdx-+-Ydy-+Zdz==0. 4, 
Multipfieirt man. die erfte der Gleichungen 3. mit dy, die zweite 
mit ds, und fubtrahiet, fo fommt: 
Udyd’s—dıd’y)=—(Xdy—Yar)de?. 5. 
Multiplicirt man auf gleiche Welfe zuerft die dritte Gleichung 


mit dx, die erfte mit dz; fodann Die zweite mit dz und die 
dritte mit dy, und fubtrahirt, wie vorhin, fo kommt: 
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t(dsd’z—dz d?r)—=— (Zdx —Xdz)ds? 5 
t(dzd’y—dyd?z)=—(Ydz—Zdy)ds? } " 


Bon diefen drei Gleichungen 5. ift jede eine Folge der beiden an 

deren. Man erhält aus ihnen, durch Elimination von t, 

dyd’xs—dıd?y_ dxd’z—dzd’x _ dz d?y—dyd?’z 6 
Xdy—Ydx — Zdx—Xdz Ydz—Zdy ’ " 


weiche Gfeichungen jedoch nur für eine gelten. 


Um die Bedeutung derfelben zu verftehen, bemerfe man, daß 
die Zähler in vorftehenden Ausdrücen fi der Reihe nach ver: 
halten, wie die Eofinus der Neigungen der anfchließenden Ebene 
der Eurve gegen die Ebenen xy, zx, xz (vgl. 8 70. 1... Die 
wenn auf der anfchließenden Ebene ein Loth errichtet wird, deſſen 
Neigungen gegen die Aren x, y, z mit a, B, 9 bezeichnet wer: 
den, fo verhalten. fich diefe Zähler der Reihe nah wie cosy 
cos ß:cosa; mithin geben vorftehende Steigungen Die Pro: 
pottion: 

cos a2cos B:008s y=Ydz--Zdy: Zi Kar :Xdy—Ydz, 
woraus folgt: cos a.-dx-Fcos B-dy-Fcos y-dz=0 
X cosa-pY cosß-pZ .cosy=0; 
Die erfte diefer Gleichungen befagt weiter nichts, als daß das 
Loth auf der anfchließenden Ebene zugleich auf der - Tangente 
fenfrecht iſt; was fi von felbft verfteht. Die zweite Gleichung 
lehrt, daß die auf das Element ds wirkende Kraft Pds, deren 
Eomponenten Xds, Yds, Zds find (alfo P=-VYX?’+-Y?’+Z°) 
in die anfchließende Ebene fallen muß. Denn zerlegt man P im 
eine auf der anfchließenden Ebene normale und eine dieſer paral 
lele &omponente, fo iſt die erftere von beiden offenbar — 
X .cosa-+-Ycosß-+-Zcosy, und nach obiger Gleichung, Null, 
m der That muß die Kraft Pds mit den Spannungen der beis 
‚den in ihrem Angriffspuncte zufammenftoßenden Elemente im 
Gleichgewichte fein, alſo in der Ebene beefeben, d. h. in der am 
fchließenden Ebene legen. 
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Um die noch nöthige zweite. Gleichung zu. erhalten, fuche 
man den Werth von dt aus einer der Gleichungen 5. und fee 
ihn in dig Gleichung 4. ein; fo ergiebt fich eine Differentialgleis 
chung dritter Drönung. Mean hat alfo. zwifchen x, y, z eine 
Differentialgfeihung zweiter, und eine britter Drdnung, deren 
Integration fünf willfürliche Eonftanten .herbeiführt. Diefe wer: 
den, wie leicht zu fehen, völlig beftimmt, wenn z. B. die beiden 
Endpuncte des Fadens und feine Länge gegeben fi fi nd. ö 


88 fei © die Neigung der Kraft Pıs—V DIV+Z. ds 
gegen die Tangente der Sadencurve, fo iſt Pcos O bie tan: 
gentiale, Psin 9 die normale Componente von P. Zerlegt 
man aber jede der Kräfte X, Y, Zz in eine ‚tangentale 


und eine normale Eomponente, fo find offenbar az, 


väz, , * die tangentialen Componenten, deren Summe mit⸗ 
bin =P cos 9 fein muß. Alſo if 
dx 


dz__ 
er vI+zE =P 0050; 


und mithin, nach) 4. 
dt-+P cos 8-ds==0. 7. — 


Nun iſt Pds die an dem Elemente ds wirkende Kraft; vorſte⸗ 
hende Gleichung beſagt mithin nichts Anderes, als daß die Zu: 
nahme der Spannung von einem Elemente zum andern. mit der 
tangentialen Componente diefee Kraft im Gleichgewichte iſt. In 
der That haͤlt die Spannung an C, in dem Elemente CD 
(ig. 23.) der Refultante von P, P', P" Gleichgewicht. Bezeich⸗ 
net man daher die in der Richtung CB wirkende Refultante von 
P und P' für einen Augenblick mit R, und den Winkel m—BCD. 
mit u, ferner den Winkel a—P'CD mit ©, und die Spannung 
in CD, an C (wie in F. 39.) mit t”; fo fielen Rcosu und 
P"cos@ die nach CD gerichteten Eomponenten von. R und P" 
dar; mithin iſt RcosurP"csO+t"=0, Es ift aber 
’ 7% 
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Rz+—t, d. h. gleich der Spannung in BC, an C; alte 
—t" cosa-+-P” cos O-t =D, Fuͤr eine Curve wird der Win 
fel u unendlich Plein, alſo cou=i1, md tY’—tcosu= 
"dt; ferner muß auch die Kraft P” unendlich klein fein, 
oder P"ds anftatt P"” gefchrieben werden; alfo ergiebt fich 

= di’ -+P” cos 9-ds=0, 
wie vorhin. a 


Addirt man noch die Quadrate der Gleichungen 5, und 
bemetkt, daß 


——— 
eẽ 


wo den Kruͤmmungshalbmeſſer bedeutet (vgl. 8.70.1.), fo fommt 
god - —(& dy—Y dı)?-HZdı—X d2)’-HYdz— Zdy)’ 

—= (X?+-Y?-+2°)ds’— Xdı-+-Ydy-+Zdz)? 

— P?ds’—P? cos ©? ds?, 

oder t=eoP sn, 8, 


Die Spannung in jedem Puncte ift alfo dem Produfte aus dem 
Krümmungehalbmefler in die normale Componente der dafelbk 
wirkenden Kraft CPds) proportional. Um diefe Gleichung rid- 
tig zu verfichen, muß man bemerfen, daß die Zahl P nicht allen 
von der Einheit der Kraft, fondern auch von der Ginheit der 
Länge abhängt, wie im Anfange diefes $. in Bezug auf Die Com: 
ponenten X, Y, Z bemerft wurde Wird z. B. die Längenein: 
heit verdoppelt, fo verwandelt fi P in 2P, Dagegen e in to, 
und mithin bleibt t unverändert, twie erforderlich ift, da t nur 
‘von der Einheit der Kraft abhängt. \ 


.. 
2 


Anmerkung. Fuͤr die Kettenlinie war ($. 42.) P=1, 


© gleich dem dortigen 9, alfo sin —E und mithin, nach 


vorſtehender Gleichung (8.) 
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dy 
t=e® Fr 


Zugleich aber ift, nach c) und g) in F. 42, wenn woch 7 fe 
das dortige. :O' gefeßt wird, 


dy_T 
ds t7 — 
folglich ergiebt ſich 
e?=T:e, 


wie am Ende von 8. 42, 


44. Iſt der Faden über eine Kläche gefpannt, fo wirkt 
auf ein Element ds außer der äußeren Kraft Pds noch der Wir. 
derftand der Flaͤche Nds, deſſen Neigungen gegen die. Agen. A, 
u, » fein. Die Gleichungen 3. des vothergehenden g. gchen 
daher in folgende uͤber: 


| alt E)+N c0s% ds-Xds—=0 
alı$ T)+NoosndtYa=0} 1. 


a(e]2) +-Nooer de+24:=0. 


Zugleich ift, da der Widerftand Nds in die Normale fällt: 
cos. dx-Fcosu-dy-+cosy-dz=0. 

Mit Hülfe diefer Relation ergiebe ſich wie vorhin: 
dt-+Xdx-+-Ydy-+Zdz==0. 2. 

Ueberhaupt iſt klar, daß die Ergebniffe des vorigen $. fi auf " 
den gegenwärtigen Fall anwenden laffen, wenn man die Refuls 
tante von P und N. an die Stelle von P fegt. Bei einem 
freien Faden muß die Kraft Pds in der anfchließenden Ebene 
liegen; bei dem auf einer Flaͤche ruhenden Faden muß daffelbe 
von der Refultante der Kraft Pds und des Widerftandes Nds 
gelten. Wirken Feine äußeren Kräfte auf den Saden, oder ift 


I 
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IO, Y=0, Z=0, fo muß der normale Widerſtand N in 
die anfchließende Ebene, und mithin in die Richtung des Kruͤm⸗ 
mungẽhalbmeſſers der Curve fallen. Zugleich ift alsdann (nach 
2.) dt==0, oder die Spannung conftant (vgl. auch 8.40.). Die 
obigen Gleichungen 1. gehen in diefem Galle in folgende über: 


ge > +Ncosi=0, =+Ncosu==0, 33 


und dieſe geben, nach Wegſchaffung von n, die Proportion 


: mcosh:cosuicoer, 3. 

welche in der That nicht Anderes befagt, als daß der Kruͤm⸗ 
mungshalbmeflee der Curve in die Normale der Kläche fällt. 
Um dieſes nachzuweiſen, gehe man auf 8. 70. im erften. Theile 
zurüc, wo von der Beſtimmung des Krümmungshalbmeffers die 
Mede if. Set man man in N Kormeln 13. diefes 8. anftatt 


A®+-B’-+-C? feinen Bath; ‚ fo laſſen fich diefe folgender- 
maben [oe rare: 
_ elCdy—Bdz) y-b_ ee, 
ds* ı E 


_ e@Bdx—Ady), 
Ir ds* 


+Ncosy—=0, 


Nun iſt aber 
Cdy—Bdz=(dıd’y—dyd’z)dy—(dzd’x—dxd’z)iz 
= dx(dıd’x-+-dyd’y-Hdzd?z)—ds?d’x, 

alfo, weil dxd?xs+-dyd*’y-+-dzd?z==dsd?s==0, 

Cdy—Bdz=—ds? d?x 
Eben fo fi! Ada—Cdi=—ds’d?y 

Bdx—Ady=— ds? d’z. 

Nennt en, c die Neigungen des Krümmungshalbmeflers gegen 
die Aren x, y, z, fo ift offenbar 
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c088="—, wsn=I— sb cos ,; 
E E E 
folglich 
. 3. 
0088 2c08n co= 9%: : er, 


und alfo, nach 3. | 

coss: cosn 2 cosl=cosk : cos : com; w. z. b. w. 
Es fei f(x, y, zJ=0 die Gleichung der Flaͤche und duch Dif⸗ 
ferentiation derfelben fei gefunden da=pdx-Hgdy (die Be 
zeichnung iſt wie in $. 72. L); fo hat man befanntfich für die 
Neigungen der Normale gegen die Aren: 

cool, cosu:cosv=p!gqg! —i. 

Alſo ift nach 3. . 


ı d’z d?y d?z 
oder . Hp *0, ta 1730. I 


Die ziveite * Gleichungen iſt einerlei mit der, welche in 8. 
1509. J. für die kuͤrzeſte Linie entwickett worden (man ſehe $.40.). 
Die erſte aber iſt eine bloße Folge der zweiten; denn multiplicirt 
man die erſte mit dx, die zweite mit dy, addirt die Producte, 
und bemerkt, daß pdx-+qdy==dz, fo kommt die Gleichung 
dxd?x--dyd’y-+dzd?z 

' —433 — 
welche ſchon oben vorausgeſetzt iſt. 

Der Druck des Fadens auf die Flaͤche ergiebt ſich ſofort, 
wenn man in der Gleichung 8. des vorigen $. N ſtatt Pain © 
ſetzt; nämlich 


=0, 


N=—, 


E 
alfo der Krümmung (2) proportional, übereinftimmend mit 8.40, 
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45. Beifpiel. Gin gleichförmiger ſchwerer gaben ABDE 
(Sig. 27.) fei über einen horizontalen Cylinder gelegt und durch 
zwei gleiche Gewichte Q, Q’ gefpannt. Es ift offenbar, daß der 
Saden in einer verticalen Ebene liegen wird. Man nehme diefe 
Ebene zu der der xz, die x horizontal, die z vertical und pofitiv 
nach oben; der Anfang derfelben ift der Mittelpunct c des kreis⸗ 

förmigen Querfchnittes ADEA, vom Halbmeſſer a; mithin 
x?+-72?— a?’ —=0 
die Sfeichung der Fadencurve. Man hat nach 1. 
d d 
a(t7) HN c0s2de=0, alt=) -+N cos» de—Pds=0, 
wo Pds das Gewicht des Kadenelementes ift. 

Man fee für einen Punct B des Fadens ZBCA=g, 

und x—a cos p, z=asiny, fo it ds=ady, E=—.ung, 


= ==c0sp5 ferne cosA=cosp, cosy=sinp (teil Nds 
in die Richtung des Halbmeſſers CB fällt); alfo 
—d(tsinpg)--Ncospds==0, d(tcosp)--N sinpde —Pde=0, 1. 
oder, weil ds=adg: 
d(tsing)=-FaN cosp- -dp 
| dt cosp)=—aNsinp: .dpraPdg, 


Multiplieiet man die erfte diefer Gleichungen mit sin P, die zweite 
mit cos p, fo kommt durch Addition: 


dt=aP cosy-dgQ, 

alfo t==Const.-FaP sing, 

oder, weil für den Punct A, wo P==0, offenbar t=Q ift, 
t=Q-+aP sing. 


Multiplicirt man die erfte der obigen Gleichungen mit cos, die 
zweite mit sing, {md ſubtrahirt, ſo folgt: 


t=aN—aP sin ꝙ. 











‘ 
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Demnach ift der Druck 
n—_Q +2aP sin 
— — 


Beruͤckſichtigt man noch die Reibung des Fadens gegen den 
Cylinder, fo koͤnnen die beiden Gewichte Q und Q’, oder die 
Spannungen in den vertical gerichteten Elementen A und E uns 
gleich fein, ohne daß das Gleichgewicht aufgehoben wird. Es 
fel 3. B. die Spannung Q in A etwas größer als die Span: 
nung Q’ in B, fo ftrebt der Faden in dem Sinne EDA 
auf dem Enlinder zu gleiten; diefes aber Fann durch Reibung 
verhindert werden. Man bezeichne diefelbe, für ein Element 
ds, mit fds, und bemerfe, daß fie in dem Sinne von t (Bit, Fig. 
27.) tangential wirft; daher —fsin pds ihre Horizontale, 
Pf cosꝙ ds ihre verticale Eomponente ift. Werden diefe in 1. 
hinzugefügt, fo kommt: 
—d(tsinp)+N cos pds—fsin pds==0 
d(t cos ꝑ) N sin pds-+f cos pds—Pds==0 
oder dtsinpy)= : (Ncosp—fsinp)adp } 
d(tcosp)=—(Nsinp-+fcosp—P)ady. 
Hieraus folgt zuerft: 0 
dt=(Pcosp—fDadp, 3 
ferner: —=aN— aP sin. 4 \ 
Die Reibung f ift, der Erfahrung nach, dem Drucke proportios . 
nal, alfo f=uN, u eine von N unabhängige, dur Beobach⸗ 
tung zu beftimmende Größe. Die Einfegung diefes Werthes 
von F giebt: de—(Pcosg—uN)ady. 5. 
Zugleich aber ft aus. de=adN—aPcospdy; folglich 
dN—P cosgdp=(P cosp— uN)dg; 
alfo . dN-+-uNdp=2P cospdy. 
Diefe Gleichung werde mit dem integrivenden Factor e*? multi: 
pliciet (vgl. $. 131. 1.); ſo ergiebt fih ' . 
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KetN)—=2P et cospdp. 
\_ e**(sin ꝙ A cos ꝑ) 
Nun iſt ſen cos pap 
(dieſes Integral folgt leicht aus 8. 121. Formel 8. im erſten 
Theile); alſo erhaͤlt man 
—2* e(Sin ꝙ u cos p) 
ir -r Const,, 
2P(sinp-Fu cos 9), 
1-Fu? 
Um die Eonftante c zu beftimmen, hat man die Spannung in A, 
für 9=0, gleih Q, alfo, nad 4., für 90, =Q, 
aN=Q; 


oder N=c-e*+ + 


folglich 


—e— ‚ode c= -2_er. 





IE 2 
Demnach ift 


_(Q ___2Pu 
N= Zar 


2P (sinP-4-4.c0sQ) 
4-ru? 
und zugfeich t=aN—aP sing, 
Kür pr ergeben ſich die Spannung O’ und der Drud N’. 
in E, nämlich 





= (2 u) _ De 
a i+ru? 1+p° 
und Q=iN. , 
Es braucht alfo der Faden in E nur mit dem Gewichte 
, 2a P 2P 

e=(0-0)° — 
| gefpannt zu fein, indem dieſes mit Hülfe der Reibung der Span: 
nung Q in A Gleichgewicht zu halten vermag. Gebt man das 


Gericht de Kadens Null, alſo P=O, fo erhält man 
Q’=E0Q.e-""; duch. das eigene Gewicht des Fadens wird 
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aber der Deu, und mithin die Reibung, verftärkt; alfo ift der 
obige Werth von Q’ Fleiner als diefer zweite, für P=0. 


Biegung elaftifcher Federn, in einer Ebene, 


46. Es fei ABCDEF ($ig. 28.) ein biegfames Vieleck, 
zunächft beliebig im Raume, auf welches in den Spigen A, B, . 
äußere Kräfte P, P’,«- wirken, wie in 8.39. Indem aber durch 
die Biegung die ndpuncte je zweier auf einander folgender 
Seiten, wie A und C, B und D, C und E, u. f. f. einander 
genähert werden, nehme man an, daß zwiſchen denfelben eine ges 
genfeitige Abftoßung eintrete, welche die Seiten in eine einzige 
gerade Linie zuruͤckzufuͤhren ſtrebe. Es wird alfo z. B. der 
Punct D von B mit einer gewiffen Kraft p in der Richtung BD 
abgeftoßen, und ftößt diefen wieder mit der gleichen umd entge⸗ 
gengerichteten Kraft —p ab. Man beinge an C die Kraft p 
in ihrer Richtung und in entgegengefegter an, fo wird nichts ges 
ändert; es ergiebt ſich aber ein Kräftepaar (p, —p) an dem 
Arme CD, und ein zweites Paar (p, —p) an BC; beide liegen 
in einee Ebene (BCD) und find dem Sinne nach einander ents 
gegengeſetzt. Eben fo fei q die Abftoßung zwiſchen C und E, 
und man bringe in D die Kraft q in ihrer Richtung (CE) und 
in entgegengefegter an; ſo entfteht wieder ein Kräftepaar (q, —g) 
an dem Arme CD, "und ein zweites Paar (g, —q) an dem 
Arme DE. Un dem Arme CD wirken demnach zwei Paare 
(p, —p) und (q, —g), die fih in ein einziges zufammen fegen 
laſſen. Es feien ferner die Seiten des Vieleckes alle einander 
gleih, Cihre Lange S1); und man nehme an, daß das Mos 
ment des Paares (p, —p) an CD, melches die Seite CD in 
die Verlängerung von BC zu drehen ftrebt, dem Biegungswinkel 
in C, d. i. dem Nebenwinfel von BCD, fo wie das des Paares 
(q, — ), weldes CD in die Verlängerung von ED zu drehen 
ftrebt, dem Biegungswinfel in D, d. i. — CDE, proportional 


\. 
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t(dxd?z —dz d’x)— — (Zdäx —Xdz)ds? 5 
t(dzd?’y—dy d?’z)=—(Ydz—Zdy)ds? \ 


Bon diefen drei Gleichungen 5. iſt jede eine Folge der beiden an- 

deren. Man erhält aus ihnen, durch Elimination von t, 

dyd’s—-dıd’y__dxd’z—dad’z_ dzd’y—dyd’z 6 
Xday—Ydı Zar Xdz Ydz—Zdy y’ j 


welche Gleichungen jedoch nur für eine gelten. 


Um die Bedeutung derfelben zu verftehen, bemerfe man, dag 
die Zaͤhler in vorftehenden Ausdrücken fi der Reihe nach vers 
halten, wie die Eofinus der Neigungen der anfchließenden Ebene 
dee Eurve gegen die Ebenen xy, 2x, xz (vgl. 8. 70. I.). Oder 
wenn auf der anfchließenden Ebene ein Loth errichtet wird, deffen 
Neigungen gegen die Axen x, y, z mit a, B, y bezeichnet wer⸗ 
den, fo verhalten ſich diefe Zähler der Reihe nach wie cosyp 
:cosß:cosa; mithin geben vorftehende Gleichungen die Dros 
portion: 

cos a:cos B:cos y=Ydz-—-Zdy: Zds—Xdz :Xdy—Ydz, 
woraus folgt: cos a-dx-Fcos B-dy-Fcos y-dz=0 
X cosa-&Y cosß-pZ cosy==0: 
Die erfte dieſer Gleichungen beſagt weiter nichts, als daß das 
Loth auf der anſchließenden Ebene zugleich auf der Tangente 
ſenkrecht iſt; was ſich von ſelbſt verſteht. Die zweite Gleichung 
lehrt, daß die auf das Element ds wirkende Kraft Pds, deren 
Componenten Xds, Vds, Zds find (alfo P=VX?’-+-Y?-+-Z?) 
in die anfchließende Ebene fallen muß. Denn zerlegt man P in 
eine auf der anfchliefenden Ebene normale und eine. diefer paral- 
lele Componente, fo ift die erftere von beiden offenbar = 
X cosa-FYcosß-+Zcosy, und nach obiger Gleichung, Null 
In der That muß die Kraft Pds mit den Spannungen der beis 
den in ihrem Angriffspuncte zufammenftoßenden Elemente im 
Gleichgewichte fein, alfo in der Ebene berfeben, d. h. in der ans 
ſchließenden Ebene Irgen. 


% 
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Um die noch nöthige zweite. Gleichung zu. erhalten, fuche 
man den Werth von dt aus einer der Gleichungen 5. und ſetze 
ihn in dig Gleichung 4. ein; fo ergiebt fich eine Differentialgleis 
hung dritter Drönung. Man hat alfo. zwifchen x, y, z eine 
Differentialgleihung zweiter, und eine dritter Drdnung, deren 
Integration fünf willfürfiche Eonftanten herbeiführt. Diefe wer⸗ 
den, wie leicht zu fehen, völlig beftimmt, wenn 3. B. die beiden 
Endpuncte des Fadens und feine Länge gegeben fi nd. E 


&s fei © die Neigung der Kraft Pa=V XV". ‚ds 
gentiafe,, Psin © die normale Eomponente von P. Zerfegt 
man aber jede der Kräfte X, Y, zZ in eine tangentiale 
und eine normale ° Eomponente, fo find offenbar ‚se, 
v2, * die tangentialen Componenten, deren Summe mit⸗ 
hin =P cos © fein muß. Alſo iſt 

dx dz dz__ . 
re =P.c0s 0; 
und mithin, nach 4. 
dt+P cos ®-ds==0. 7. W 


Nun iſt Pds die an dem Elemente ds wirkende Kraft; vorſte⸗ 
hende Gleichung befagt mithin nichts Anderes, als daß die Zus 
nahme der Spannung von einem Elemente zum andern. mit der 
tangentialen Eomponente diefer Kraft im Gleichgewichte if. In 
der That hält die Spannung an C, in dem Elemente CD 
(ig. 23.) der Refultante von P, P', P" Gleichgewicht. Bezeich⸗ 
net man daher die in der Richtung CB wirkende Refultante von 
P und P’ für einen Augenblid mit R, und den Winkel —BCD 
mit u, ferner den Winfel am—P"CD mit ©, und die Spannung 
in CD, an C (wie in. $. 39.) mit t"; fo ftellen Rcosu und 
P”cos@ die nach CD gerichteten Componenten von. R und P” 
dar; mithin it Rcosa-rP"cos9-+t"=0. Es iſt aber 
7% 
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mithin: 

—t>=cosu:-SPcosa--sinu-EPsina } 
Q=sinu-SPcosa—cosu-ZPsina, j 


Man hat Ol=klp'—p), oder, wenn man auf beiden Seiten 
mit 1. multiplict, Q122 I(-9). Nun find, nah der 
Vorausfegung,, alle Seiten des Vieleckes einander gleich, und 
mithin ift das Product kl conftant; man fchreibe daher k 
ftatt kl, wodurch erhalten wird OP’ —klp—Yp). 

Man denke ſich anftatt des elaſtiſch biegfamen Vieleckes eine 
ftetige Curve, oder eine elafiifche Feder. Für diefe wird 


1 ds, gu— X ‚ sina=“Y, on=$; 


bezeichnen ferner Xde, Yds die Eomponenten der an einem Ele⸗ 
mente wirkenden aͤußeten Kraft, fo ft 

ZPcosa=/Xds, ZP sina—/Yds; 
und mithin, indem man alle diefe Werthe in 2. fegt: 


= fiu+% 
’ ——— 


Ferner wird noch 9, d. i. der Winkel zwiſchen zwei auf einander 
folgenden Elementen der Curve gleich du, mithin P’—p=d?u, 


d folgli 
und foie id Q-dst—kdtu. 


Bezeichnet E den Rehnmumgehalbuncer, 4 die Kruͤmmung 
der Eurve, fo iſt bekanntlich A= - —,. und edu=ds, alfo 


du—äds, d’a=dids; mithin Q=kXt, und, nad 3, 


kdA=dy/Xds—dx/Yds. 
47. Man nehme an, daß nur an den Endpuncten A und 
F dee elaftifchen Feder äußere Kräfte wirken, welche, wie früher 
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bemerft worden, einander gleich und entgegengerichtet fein müffen.. 

Die Eurve der Feder ift alsdann nothiwendig eben. Es ſei A 

der Anfang der Eoordinaten, AF die Are der x, u und P die an 

A angebrachte Kraft, fo ift offenbar (Xds==P, SYdg==0, und 

mithin wird die vorftehende Gleichung: 
kdA==Pdy, 

alfo ‚ki=Py-+Const _ 


Für den Anfang A ift aber nicht allein y==0, fondern auch 
nothwendig die Krümmung 4 Rull, mithin Const. =D. Denn 
e8 fei AB=ds das erfte Element der Curve, s feine Neigung 
gegen das folgende Element BC (alfo = der Nebenwinkel von 
ABC), fo ift eds, und mithin hat das der Biegung wider: 
firebende Paar an dem Arme AB,.d..i (As, Bh) (8ig.28. a) 


den früheren Annahmen gemäß, das Moment ne oder kA, Die: 


fem Momente muß offenbar das Moment der Kraft P, in Be: 
zug auf den Punct B, d. i. Pay, Gleichgewicht halten; daher 
muß Pdy==kA, folglih A unendlich klein fein, w. 3. b. w. (Der 
Contingenz⸗Winkel eAds iſt demnach im Anfange der Curve 
ein Unendlich⸗Kleines der zweiten Ordnung). Es ergiebt ſich 
alſo fuͤr die geſuchte Geſtalt der elaſtiſchen Feder - folgende 
Öfeihung : 
kizmPy. 1 

Da an jedem Elemente ds der Eure das Paar Odnmkai 
wirkt, fo it SOde=kA die Summe der Momente alker:diefer 
von A an bis zu irgend einem Punete der Curve wirkenden Eier 
mentar= Paare, welche man das Moment der Elafticität, in Bes 
zug auf Biegung, oder auch das WBiegungsmoment nennt. Die 
Gleichung 1. drüdt demnach aus, daß das Moment der Kraft 
P, in Bezug auf jeden Punct der Curve, dem Blegungsmomente 
in Bezug auf dieſen Punct, Gleichgewicht halten muß. 


Der Werth der Krümmung 4 ift bekanntlich 
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a 
„ee (ost. 1. 5. 48., wo 9 


folglich hat man, wenn noch zur Abkürzung k=Ph? aeſett 





wird, aus 4. 
avu( 
*— 
Es fi og, fo giebt vorſichende Gleichung 
+ hfdg 
—— 
ober, auf beiden Seiten mit dy multiplicirt: 
„_b* d 
*24 3*ydy. 
J (1-+9?)? 
Die Integration dieſer Gleichung giebt 
J 4Const., 
ar 4 +-dx 
oder weil Vie —⸗ 
ſo kommt mot + Const. 


Für den Punct A fe Yzigy = cosp, fo wird 


Const. -2hꝰ cosu, und man erhält mithin 
. % 
Eh? cosuky?. 2 





Hieraus ergiebt fich weiter 


a2“ —=:EV4h—Qhtcosu3Ey’)’ 3. 
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Set man zu Abkürzung 

u V 4h*'—(2h? cosuty’)’=U, 
folgt dm Ahlen nie 4 


>h?d 
ds 5. 
Die Gleichung 4. ift die Differentialgleihung dee Curve, deren 
Integration Feine neue Conftante herbeifuͤhrt, weil für x—0, 
auch y==0 merden muß. Man fieht aus diefer Gleichung, daß 
nichts an Allgemeinheit verloren geht, wenn man bloß das eine 
der vor y? ftehenden Zeichen in Betracht zieht, und zwei Fälle 
unterfcheidet, je nachdem cos u pofitiv oder negativ ift. (Der Tall, 
in welchem cosu=0, braucht nicht befonders hervorgehoben zu 
werden.) Man fete alfo: 
U=V4h’—(2h? cosu+y”)*, 
und 
+-DÜdr=(2h? cos uü-+-y?)dy, =Uds==2h?dy. 

Indem nun y und s von Null anfangend wachſen, gilt in den 
vorftehenden Gleichungen das pofitive Vorzeichen von U, bie für 
den größten Werth von y, welcher mit f bezeichnet werde, 


. 


70, U=0 wird. Indem alsdann y toieder von +-Ff bie 


—f abnimmt, gilt das negative Zeichen von U; für ym—f 
wird U bieder Null, und wechſelt das Zeichen, u. ſ. f, in's Un- 
endlihe Der Werth von £ ergiebt ſich aus der Gleichung 
4h'! =(2h*cosu--f?)?; man findet 

Es ſei (Fig. 29.) AB==c, BC=f, Bogen AC=], fo hat man: 


f(2h? cosu+-v?)dy 
c= Ss mp 7. 


0 
_ [('2h?’dy 
\ l= 0 "U ® 8, 


10 
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X=0, Y=0, Z=0, fo muß der normale Widerfiand N im 
die anfchließende Ebene, und mithin in die Richtung des Krüm⸗ 
mungshalbmeffers der Eurve fallen. Zugleih ift alddanız (nad 
2.) dt=0, oder die Spannung conftant (vgl. auh 8.40). Dir 
obigen Steichungen 1. gehen in diefem Kalle in folgende über: 
Kl x 
t 153 2 
und diefe geben, nach Wegfchaffung von S, die Proportion 
d’x, d’y,d’z 
ds? . ds? °ds? 
welche in der That nichts Anderes befagt, als daß der Arüm 
mungshalbmeffer der Curve in die Normale der. Kläche fällt. 
Um diefes nacdhzumelfen, gehe man auf 8. 70, im erften. Theile 
zurüc, wo von der Beftimmung des Krümmungshalbmeffers die 
Mede if. Setzt man man in ie Formeln 13. dieſes 8. anftatt 
A®’-+-B?’-+-C? feinen Beh S; ‚ fo laſſen ſich diefe folgender: 
mahen ſor een : 
_. elOdy—Bdz) y-b_ eAdz—Cdx) 


Tr) Ncosi=0, — NCcoSu—o, (9% 


ds 3 trNcosr==0, 


2 ==c081.2C08 a:C0sP, 3. 


— ds* ı ee: dt 
_ e@Bdx—Ady), 
ru dt 
Nun ift aber 


Cdy—Bdz=(dıd’y—dyd’z)dy—(dzd’xs—dxd?z)dz 
= dx(dxd’x-H-dyd?’y-H+dz d?z)—ds?d?x, 
alſo, weil dxd’x-Hdyd’y--d2d’z—dsd?s—0, 
' Cdy—Bdz=— ds? d’x 

Een fol: Adı-Cde=—ds’d’y 

| Bdx—Ady=— da? d’z. 
Nennt e, 7, 6 .die Neigungen des Krümmungshalbmeflers gegen 
die Agen x, y, z, fo ift offenbar 
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cos cn? 008 (= ——; 
— E ’ — E Lu — ’ 


folglich 
. . 3x 
0088 2c0osn: cof= 9%; I: = 
und alfo, nach 3. 
cose: cosn : cosl=cosk : cosp : cos»; w. z. m 
Es ſei fx, y, z)=0 die Gleichung der Fläche und duch Dif⸗ 
ferentiatton derfelben fei gefunden da=pdx-Hgdy (die Be 


zeichnung ift wie in F. 72. L); fo hat man befanntlich für die 
Neigungen der Normale gegen die Aren: 


cool: cosu:cosv=p!qg!:—1. 


Alfo iſt nach 3. | . 
d’x , d’y , d’z "Lo 
wigimmigi 

d’x _ 'd’z d’y d?z 
oder " da tP Is” =, ‚ds? Fre Froieel I 


Die zweite dieſer Gleichungen ift einerlei mit der, welche in $. 
"459.1 für die Fürzefte Linie entroickeft worden (man fehe $.40.). 
Die erfte aber ift eine bloße Kolge der zweiten; denn multipliciet 
man die erfte mit dx, die zweite mit dy, addirt die Producte, 
und bemerkt, daß pdx-Fady==dz, fo fommt die Gleichung 
dx d’x--dyd’y-+dzd?z —0 
ds? ’ 

welche ſchon oben vörausgefegt ift. 

Der Druck des Fadens auf die Kläche ergiebt fich fofort, 
wenn man in der Öleihung 8. des vorigen 5. N ſtatt P sin © 
ſetzt; nämlich 


! 


N=—, 


E 
alſo der Krümmung (>) proportional, übereinftimmend mit 5.40. 
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45. Beiſpiel. Ein gleichfoͤrmiger ſchwerer Faden ABDE 
(Fig. 27.) fei über einen horizontalen Cylinder gelegt und durch 
zwei gleihe Gewichte Q, Q’ gefpannt. Es ift offenbar, Daß der | 
Faden in einer verticalen Ebene liegen wird. Man nehme diefe 
Ebene zu der der xz, die x horizontal, die z vertical und pofitiv 
nach oben; der Anfang derfelben ift der Mittelpunct c des kreie⸗ 

förmigen Querfchnittes ADEA, vom Halbmeffer a; mithin 


x+2—a?=0 
die Gleichung der Fadencurve. Man hat nach 1. 
dx da nn. 
alt) HN cosAda=0, a(t7}) HN cos» de—Pda==0, 


two Pds das Gewicht des Kadenelementes ift. 
Man fege für einen Punct B des Fadens ZBCA==g, 


und x—a c0sp, =asing, fo it de=ady, S=— ung, 


2 =cosp; ferne cosA==cosp, cosy=sinp (meil Nds 
in die Richtung des Halbmeffers CB, fällt); alfo 
—d(tsinp)-4-Ncospds=—0, d(t cosp4-Neinpds—Pda—0, 1. 
oder, weil de=adgp: 
d(tsinp)=-+raNcosp: dp 
ı  d(tcosp)=—aNsinp- .dp-raPdp, 


Multiplicirt man die erfte diefee Gleichungen mit sin Y, Die zweite 
mit cos, fo Fommt durch Addition: 


dt=aP cosg-dg, 
.alfo t==Const.-FaP sing, 
oder, weil füe den vum A, wo p==0, offenbav t—=Q if, 
=0Q-raP sing. 


Multiplieiet man die ah der obigen Öleihungen mit cos ꝙ, die 
zweite mit sin, und fubtrahiet, fo folgt: 


. t=aN—aP sin ꝙ. 








— .m — — 


* 
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Demnach ift der Drud 
n—Q+2Psinp, 
— 


Beruͤckſichtigt man noch die Reibung des Fadens gegen den 


.Eylinder, fo koͤnnen die beiden Gewichte Q und Q’, oder die 


Spannungen in den vertical gerichteten Elementen A und E un- 
gleich fein, ohne daß das Gleichgewicht aufgehoben wird. Es 
fei 3. B. die Spannung Q in A etwas größer ald die Span 
nung Q’ in B, fo ftrebt der Faden in dem Sinne EDA 


“auf dem Enlinder zu gleiten; diefes aber Fann duch Reibung 


verhindert werden. " Man bezeichne diefelbe, für ein Element 
ds, mit fds, und bemerfe, dag fie in dem Sinne von t (Bi, Fig. 
27.) tangential wirft; daher —fsinpds ihre horizontale, 
-+fecosp ds ihre verticale Componente if. Werden diefe in 1. 
hinzugefügt, fo kommt: 
—dltsinp)+-N cos pds—fsin pds=0 
d(tcosp)-FN sin pds-Hf cos gpds—Pds=0 
oder dltsinp)=  (Ncosp—fsinp)adp 
d(tcosp)—=—(Nsinp-+-fcosp—P) adp. 
Hieraus folgt zuerſt: 0 
dt=(Pcosp—Dadpy, 3 
ferner: t=aN—aP sin. 4 \ 
Die Reibung f ift, der Erfahrung nach, dem Drucke proportios 
nal, alfo f=uN, u eine von N unabhängige, durch Beobach⸗ 
tung zu beftimmende Größe. Die Einfegung dieſes Werthes 
von F giebt: dt=(Pcosp—uN)adp. 5. 
Zugleich aber ft au. di=adN—aPcospdY; folglich 
dN—P cosgdg=(P cosp— uN)dg; 
alfo IN-+-uNdp=2P cospdy. 
Diefe Gleichung werde mit dem integrivenden Factor e*? multi 
pliciet (vgl. S. 431. 1.); ſo ergiebt fih ' . 
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ſei (das Geſetz der Abſtoßung, welcher aus dieſer Hypotheſe fol 
gen würde, braucht hier nicht weiter unterfucht zu werden). I 
nın ZBCD=s—9, CDE=n—o'; fo kann demnach dx: 
Moment des Paares (p, —p) an dem Arme CD —kgp, un 
das von (q, —qg) an demfelben Arme =ky’ gefett werden, zoo 
k eine Eonftante if. Wird noch zur Vereinfachung das Vieleck 
ABCD « in der Folge immer ald eben angenommen, fo if 

Far, daß die Paare kp und kp an CD einander entgegentis ' 
ken, und mithin zufammengefegt ein Paar bilden, deſſen Momen 
—k(p9—p') if. Man denke fich daffelbe auf die Breite CD=I 
gebracht, und fege fein Moment SQl, it Ol=k(p—g) 
Diefes Paar fei in der Figur (Cc, Dd). Ein ähnliches hat 
man ſich an jeder Seite des Vieleckes zu denken. 


Sind nun an dem Vielecke beliebige äußere Kräfte mit den in 
neren Kräften, nämli den MWiderftänden gegen Biegung und 
den Spannungen, im Gleichgewichte, fo wird diefes nicht ge 
ftört, wenn die gegenfeitigen Entfernungen allee Spitzen de 
Vieleckes unveränderlich werden. Alsdann fann man alle der 
Biegung widerftrebenden Paare in ein einziges zufammenfegen; 
man fieht aber fogleich, Daß dieſes Paar Null if. Denn z; 8. 
dem Paare (p, —p) an CD entfpricht ein anderes Paar (p, —p) 
an BC; beide aber find dem Winfel n—BED=P proper: 
tional, alfo ihre Momente —=kp, und mithin einander glei; 
und da das eine dem anderen entgegenwirft, fo heben fie einan⸗ 
der auf, nachdem ihre Arme feft verbunden find. In der That 
muß die Summe der Momente aller der Biegung widerſtreben⸗ 
den Paare Null fein, teil diefelben, nach der Vorausſetzung, 
von gegenfeitigen Abftoßungen zwifchen den Puncten berrühren, 
die zu zweien einander gfeich und entgegengerichtet find. Es maf 
demnach an dem feftgermordenen Bielecfe, weil in diefem die der 
Biegung widerſtrebenden inneren Kräfte unter einander im Gleich⸗ 
gewichte find, zwiſchen den äußeren Kräften P, P',. Glechge 
wicht beftehen, mithin die Mittelfraft und das zufammengefegte 
Paat von diefen, Null fein. Wirken insbefondere auf das Vielec 


fl _. 


— 
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welches ein elaftifch biegfames heißen mag, nur zwei äußere Kruͤfte 
P und PY, in den Endpuncten A und F, fo müffen diefe einan⸗ 
der gleich und entgegengerichtet fein (Fig. 28.). Zugleich iſt alds 
Dann das Viele nothwendig eben. Denn es feien (Fig. 28. 

a.) AB, BC, die beiden erftien Seiten, auf welche die dem Bin 
kel #—ABC proportionalen, einander gleichen: Paare (Aa: Bb) 
und (BP, CP’), in der Ebene ABC, wirken. Eben fo twirfen 
in der Ebene BED der zweiten und dritten Seite, an BC und 
CD, die wiederum einander gleichen, dem Winfel n--BED pros 
portionalen Paare. Nun muß die Refultante der Kraͤfte P und 

Aa, aͤn A, in die Richtung AB fallen; indem ſie der Spannung 

in AB, an A, Gleichgewicht Hält; folglich muß P in der Ebene 

aäAB, d. i. an der Ebene ABC liegen. Ferner müffen die Kräfte 

Bb, BB, Be an Bmit den nad BA und. BC gerichteten Spans 

nungen an B im Gleichgewichte fein, alfo muß die Kraft. Be 

in die Ebene ABC der vier anderen fallen; -mithin muß auch. 
das Paar (Be, Ce) in der Ebene ABC liegen, und da diefes 

Paar auch in der Ebene BED liegt, fo muß CD fih in der 

Ebene ABC befinden; u. ſ. f. für die übrigen Seiten. 

Um die Geſtalt des Vieleckes und die Spannungen in ſei⸗ 
nen Seiten zu beſtimmen, verfahre man ganz eben ſo, wie bei 
dem biegſamen Vielecke in F. 39. Die Spannung in irgend 
einer Seite, 3. B. in CD, an C, hält der Mittelfraft aus allen 
Kräften Gleichgewicht, die von A bis C an dem Vielecke vors 
handen find. Diefelben find die äußeren Kräfte, P, P', und 
die Kraft Q=Cec (Fig. 28.), indem die noch Abrigen Kräfte 
dee Paare an AB, BC die Mittelfraft Null geben. Zerlegt 
man diefe Kräfte, die alle in einer Ebene gedacht werden follen, 
nach zwei auf einander fenfrechten Axen x und y, und bezeichnet 
die Neigungen der auf einander fenfrechten t und Q, gegen x, 


mit u und tu fo ergiebt ſich 


tcosu— Qsinur+ZP cosaz=0 } 4 
tsinurQ cosurZPsino==0 ü 
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mithin: 


—t=cosu-3 en} 
Q=sinu-ZSPcosa—cosu-ZPsina 

Man hat Ol=k(p'—Yp), oder, wenn man auf beiden Eat 
mit 1. multiplicit, QII(- 9). Run find, nah de 
Vorausfegung,, alle Seiten des Vieleckes einander gleich, m 
mithin ift das Product kl conftant; man ſchreibe Daher | 
ftatt kl, wodurch erhalten wird OP’ —klp—p). 

Man denke ſich anftatt des elaftifch biegfamen Vieleckes eim 
fietige Eure, oder eine sure Seder. Kür diefe wird 





1 ds, u- —R cos u;ʒ 


bezeichnen ferner Xds, Yds die Componenten der an eimem Ele 
mente wirkenden aͤußeten Kraft, fo ift 

ZPcosa=/Xds, ZP sina=/Yds; 
und mithin, indem man alle diefe Werthe in 2. fe: 


ma furs 


J 0O0=— If 2-5 — JYds. 
Kerner wird noch 9, d. i. der inte zwifchen zwei auf einander 
folgenden @lementen der Eurve gleih du, mithin P’—p=—d'u, 
und folglich 
Q+ds? —kd’u. 
Bezeichnet Ee den Reümmungeßalbunier, 4 die Krummung 
der Curve, fo ift bekanntlich A= 6 , und odu= ds, alſo 





du=id, d’u—=dlds; mithin Q=kl%, und, nach & 


47. Man nehme an, daß nur an den Endpuncten A md 
F dee elaftifchen Zeder äußere Kräfte wirken, welche, wie frühe 
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bemerft worden, einander gleich und entgegengerichtet ſein muͤſſen. 


Die Curve det Feder iſt alsdann nothwendig eben. Es ſei A 
der Anfang der Coordinaten, AF die Are der x, und P die an 


Fea 


“ , 


oT 


A. angebrachte Kraft, fo ift offenbar /Xds==P, /Yds==0, und 
mithin wird die vorftehende Gleichung: 


alfo ki=Py+Const. | 


Tür den Anfang A ift aber nicht allen y==0, fondern auch 
nothwendig die Kruͤmmung 4 Null, mithin Const. —O. Denn 
es fett AB=ds daß erfte Element der Eurve, & feine Neigung 
gegen das folgende Element BC (alſo s der Nebenwinkel von 
ABC), fo ift &==Ads, und mithin hat das der Biegung wider: 
firebende Paar an dem Arme AB, d. i. (As, 8* (8ig.:38.. &) 


den früheren Annahmen ‚gemäß, das Moment & * = ober kA, Die: 


ſem Momente muß offenbar das Moment der — P, in Be⸗ 
zug auf den Punct B, d. i. Pdy, Gleichgewicht halten; daher 
muß Pdy==kA, folglich A unendlich klein ſein, w. z. b. w. (Der 
Contingenz⸗Winkel s=Ads 'ift demnach im Anfange der Curve 
ein Unendlich⸗Kleines der zweiten Ordnung). Es ergiebt ſich 
alſo fuͤr die geſuchte Geſtalt der elaſtiſchen Feder - folgende 
Gleichung: 
LASPy. 1. 

Da an jedem Elemente ds der Curve das Paar Qda—kai 
wirkt, fo ift SOds—ki die Summe dev Momente alter dfefer 
von A an bis zu irgend einen Puncte dee Curve wirkenden Cie 
mentar= Paare, welche man das Moment der Efafticität, in Bes 
zug auf Biegung, oder ach das Biegungsmoment nennt. Die 
Gleichung 1. druͤckt demnach aus, daß das Moment der Kraft 
P, in Bezug auf jeden Punct der Curve; dem Biegungsmomente 
in Bezug auf dieſen Punct, Gleichgewicht Halten muß. 


Der Werth der Krümmung A ift befanntlich 
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| 
„ee (ost.1. 8. 48, wo =); 


folglich hat man, wenn noch zur Abkürzung k=Ph’ air 
wird, aus 4. 


„vara(zr) 





ds® =y: 
Es fei Z=q fo giebt vorftehende Gleichung 
u tdg 
c(6(4 —RX 
ober auf beiden Seiten mit dy multiplicet: 
__b*gdq | 
2 u Tat 
‚Die Integration diefer Gleichung giebt 


=Yy, 








s=ydy. 





—2h? 

vi sy” Const, 
EL 1 dx 
oder weil 140° ds ’ 
fo kommt 32h? ea" + Const. 


Für den Punc A fei Yzizw Z=cosh, fo wid 
Const.—:+2h? cos u, und man erhält mithin 
® L) 


22h coouky’. 2 
Hieraus ergiebt ſich weiter 


a V4h'—(2h? cosu&y?)”. 3. 
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Setzt man zu Abkuͤrzung 
V 4h‘—(2h?cosuty?’)?’=U, 
3 tx? 
fo folgt Kern 4 


ds 5. 


_, 2h? 2h’dy 
"I 
Die Gleichung 4. ift die Differentialgleihung der Eurve, deren 
integration Feine neue Conftante herbeiführt, weil für x=—0, 
auh y=O merden muß. Man fieht aus diefer Gleihung, daß 
nichts an Allgemeinheit verloren geht, wenn man blos das eine 
der vor y? ftehenden Zeichen in Betracht zieht, und zwei Fälle 
unterfcheidet, jenachdem cos u pofitiv oder negativ iſt. (Der Kalt, 


in welchem cosu=0, braucht nicht befonders hervorgehoben zu 
werden.) Man ſetze alſo: 


U=V 4h'—(2h? cos ury)®, 
und 
+-Uds=(2h? cosur-y?)dy, =Uds==2h?dy. 
Indem nun y und s von Null anfangend wachſen, gilt in den 
vorftehenden Gleichungen das pofitive Vorzeichen von U, bis für 
den Hrößten Werth von y, welcher mit f bezeichnet tverde, 
70, U=0 wird. Indem alsdann y wieder von +-f bie 
—f' abnimmt, gilt das negative Zeichen von U; für ym—f 
wird U wieder Null, und wechſelt das Zeichen, u. ſ. f, in's Un- 
endlihe. Der Werth von £ ergiebt fih aus der Gleichung 
4h'—=(2h*cosu-rf?)?; man findet 
f=2h sin! ai 6. 
Es fei (Fig. 29.) AB=ec, BC=f, Bogen ACzzl, fo hat man: 
f, 
e (2h? ey, 


zu 8 


10 


\ 
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Die Kigue 29, entfpricht dem Kalle, daß cos u pofitio, ode 
die Neigung der Tangente in A gegen die Richtung der Kraft 
P-fpig ift. In diefer Figur wird „0 für ı=2c—=AD, fer 
ne y=—f für x=3c=AE,u f. f. Die elaftifde Eure 
bildet hier mehrere gleiche, abmwechfelnd auf verſchiedenen Seiten 
der Are liegende Bogen; fie kann auch nur einen ſolchen Bogen | 
- bilden (Sig. 30). Feder der Durchfchnitte der Curve mit der | 
Ag AF, wie D, H in Fig. 29., ift zugleich ein Wendepunkt, | 
weil wegen dee Gleihung kA—Py die Krümmung dafeldft ie 
Zeichen wechfelt. 
Iſt cos negativ, fo wird, wenn man m— uw ftatt u 
fchreibt 


an ee iy, um ———0 


f==2h cos 4w'. 
Es fei noch q’=2h? cos, q pofitio, wie f, foift q<f, weil 
V2cosw <2cosiw, wie leicht zu fehen; man fege ferner 
x (%Ky?—2h cos uw')dy 
= f, ———— , 


wo p weſentlich pofitio if. Die Werthe von —p und q ſtellen 
die Eoordinaten (AM und MN, $ig. 31.) des dem Anfange A 
zunächft liegenden von denjenigen Puncten der Curve dar, ie 
welchen die Tangente auf der Are x fenfrecht fteht. Es feinod, 
wie oben, c die Mbfeiffe des Punctes C (Sig. 31.), in welſchem 
die Tangente der Age x parallel ift, fo hat man 


SH cos w)dy 
c= o 
0 U 


Diefer Werth von c kann eben ſowohl poſitiv wie negativ fein. 

In den Fig. 31. 32. 33. werden verfchiebene Formen der 
elaftifhen Curve dargeftelit, alle unter Vorgusfegung eines negas 
tiven Werthes von cos u. In denfelben ift überall A der Ans 
fang, AP die Richtung dee pofitiven x, AM—=—p, MN=g; 
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AB=c, BC=f; AM'=2c+p, MN'=q, u ſ. f. In Big. 
31. ift c pofitiv und größer als p. Wäre c Fleiner als p, fo 
wuͤrden die Bogen ACD und HKF einander fchneiden. In 
Sig. 32. 33. ift c negativ, und zwar in Sig. 32. auh 2c-+-p 
negativ, in 33. dagegen ift 2c-4-p pofitiv. 


Für die Spannung der Feder ergiebt ſich aus der erften dee 
Gleichungen 3. (8. 46.), weil /Xds=P, 
_p4dx__P(y’-+2h? cos u) 
—t—P Fi — . 9. 

Die Spannung iſt alſo in jedem Punete gleich der nach der Tan⸗ 
gente gerichteten Componente von P. Dies iſt in der That 
augenſcheinlich nothwendig; denn geht man auf das in 8. 46. 
betrachtete Vieleck (Fig. 28.) zuruͤck, ſo muß die Spannung z. 
DB. an C, In der Seite CD, der Mittelfraft aller an A, B, 
C wirkenden Kräfte Gleichgewicht Halten. Diefe, Mittelkraft hat 
aber zu Componenten nur die Kräfte P und Ce, indem. die 
Kräfte der an AB, BC wirkenden Paare einander aufhebent 
zerlegt man alfo P in eine nach CD gerichtete und eine darauf 
fenfrechte Komponente, fo muß die zweite mit, Ce, die erfte mit 
der Spannung im Bleichgewichte fein, mw. 5. db. wm. Die Span: 
nung ift 3. B. in Sie. 31. in dem Bogen AN pofitio, weil für 


diefen 2 negativ iſt; dagegen ift fie in dem Bogen NN’ nega⸗ 


tiv, weil für diefen & pofitiv ift. Die äußeren Kräfte ftreben 


mithin den Bogen AN auszudehnen, und den Bogen NN’ zufams 


menzudruͤcken. | 


Anmerfung Wied die gebögene Feder in einen Ihrer 
Puncte, 3. B. in N (&ig. 31.) feft eingeflemmt, fo wird das 
Gleichgewicht nicht geſtoͤrt; alfo bleibt 3. B. dee Theil AN un: 
gehndet. Wäre mithin nur diefer Theil AN, in N eingeffemmt, 
und in A durch die Kraft P gebogen, vorgelegt; fo müßte matt 
ebenfall® von der obigen Gleichung kKA==Py ausgehen, um feine 

10 * 


148 Statif, Biegung elaftifcher - 8. 


Geftalt zu beſtimmen. Man mürde nur zur Beftimmung de 
Sonftanten der Integration andere Gleichungen erhalten, di 
vorhin. 

Es fei die. Seder AB (Fig. 34.) in B eingeffemmt, in \ 
durch die Kraft P gebogen; fd erhält man, wenn wieder A zu 
Anfange, AP zur Are der x genommen wird, wie oben für ia 
Bogen AN in Fig. 31.: 


2_9h?% rnsı! 
a ey, ÜUÜU= 4h‘— (y’— 2h? cos «))", 


oder, wenn man u ftatt u’, und —x ftatt x fchreibt, alſo ix 
pofitiven x in der Richtung von A nad C annimmt: 


a emdr _2h® dy, 


‚ und ds 5” 


—dı— 


rZar den Punet B fü x=AC=a, y=CB=b, Yaie; 


die Länge des Bogens AB fei L; fo ergeben fich folgende Sie 
‚Hungen zur Beftimmung der Eonftanten a, b, u: 
2h? cosu—b? JE 
ois V Ah‘--(2h? cosu—b?)?’ ? 
= cos u—y?!)dy 
a ò— — — —————————— 
@ U 


48. Im diefem $. iſt wieder von einer freien, durch m 
in den Endpuncten angebrachte Kräfte gebogenen, Feder W 


Rede, Sind die Eonftanten P und k, mithin ——6— um 


die Länge der Feder (L) fammtlich gegeben, fo muß man, um 
Geftaft derfelben zu beftimmen, die Werthe von f, c, a aus m | 
Gleichungen 6., 7., 8. finden. In der Gleithung 8. if abtt 
der Werth von 1 nicht unbedingt gegeben; nur fo viel ik fan 
daß die gefammte Länge der Feder ein gerades Vielfache des de 
gens 1, alfo daß L==2ul iſt; welche Werthe von n zulaͤſſg frl 





—* 
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bleibt noch zu enfcheiden. Zu dem Ende werde u aus U elimi- 
nirt; mon hat nämlich 


U? —(2h?—2h? cosu—y?X2h*+2h? cos u-4-y?) 


und 2h?—2h? cosu=f?; 
fi 2 2U’=(P—y?X4h’—l?+y?), und aus 8. 

L_ 2 S. dy 

I=,=2) 7 


100 die Duadratwurzel U poſitiv zu nehmen ift, wie ins, Man 


fege y=f-z, und 5 in tu=g, fo wird, - 


fdy 2 dr J 

2h — Er ERBE SIE SIGHENERES Suppen eure 

f U U Rgensareen; G; 

wo das Integral G offenbar. eine Function von g ft. Für 


g—0 wird G= =, für 81, My ar ua. Ju 


dem ferner: g von O bis 1 waͤchſt, fieht man keit, daß G von. 
rin bis @ ftetig zuuimmt. Nun-muß. aber. fein 


L==2nhG, 
und da G>an, auch L>nhn. Folglich find nur diejes 
nigen Werthe von nn zuläffig, welche Kleiner find ale ni . © 


bald aber die pofitine ganze Zahl n kleiner als 2 und nicht 
Null ift, iſt auch die teanfeendente — L=2nhG, ober 


L=hf" 

VL —— 5 

nothwendig koͤsbar; denn da G ſtetig von 477 bis wo mächfl, 
und L>nhr ift, fo muß es einen, und nur einen. Werth von 
g, zwiſchen O und 1, geben, für welchen genau L—2nhG wird. 
Erst man alfo fürs u alle pofitiveg ganzen Zahten, die Fleiner 


find als = ‚fo erhoͤlt man eben ſo viele Werthe von g, die 
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alle von einander verſchieden find, weil zu einem größeren n 
offenbar ein Pleineres g gehört. Mithin:ergiebt ſich der bemer⸗ 
fenswerthe Sag: Eine elaftifche Feder von gegebener 
Länge L, kann durch zwei gleiche und entgegengerichs 
tete an ihren Sndpuncten angebrachte Kräfte (CP) im 
mer auf fo viele verfchiedene Arten gebogen werden, 
als die zunähft unter dem Quotienten aa; liegende 


ganze Zahl Einheiten enthält. | 

In diefem Quotienten bedeutet k eine von der Länge Der 
Feder unabhängige, durch die fonftige Befchaffenheit derfelben 
bedingte Eonftante; iſt ==3,1415 ++ Man Fünnte auch Dops 
pelt fo viele Biegungen zählen, in fo fern jeder Biegung eine 
zweite entfpricht, welche aus der erften Ducch Vertauſchung von 
Mechts und Links entfieht, Diefe kann aber mit der anderen 
für einerlei gelten. ' 


Außer diefen gebogenen Stellungen der Seder ift aber auch 
noch die gerade Stellung möglich, und zwar auf doppelte Weiſe, 
je nachdem nämlich die Kräfte P die Feder auszudehnen oder 
zufammenzudrücen ſtreben. In dem erften Kalle iſt das Gleich⸗ 
gewicht der Feder offenbar ſicher, d. h. wenn man die Feder ein 
wenig boͤge, ſo wuͤrde es ſich ſofort wieder herſtellen; in dem 
zweiten Falle kann das it fider oder unficher fein. 


Wenn namlich der Quotient AL nicht größer iſt a8 die Eins 


beit, fo folgt aus dem vorftehenden Sage, daß die Feder ſich 
gar nit biegen fann; das Gleichgewicht iſt alsdann ficher. 
Wird affo z. B. eine auf fefter Unterlage vertical ftehende gerade 
elaſtiſche Feder oben mit dem Owisr P gedrüdt, fo kann fie 


ſich nicht lange nice LITF -r 
Der Quotlent * 7 agiebt ein Maaß fuͤr die Feſtigkeit 
der Feder, in Beine auf Biegung, welche, wie man fieht, unter 





. 
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fonft gleichen Umftänden, dem Quadrate der Länge der Feder 
umgekehrt proportional ift. 
Iſt £ gegen h fehr Flein, fo Findet nur eine fehr geringe Diegung 


Statt. Alsdann ift auch =5; ein ſehr Fleiner Bruch, und 


man erhält, mit Bernactäfigung der zweiten und höheren Po: 
tenzen von g, G==4r; doch ift zu bemerfen, daß G nothwen⸗ 
Dig etwas größer ift als Ar. Folglich muß auch, menn eine 
fehr Pleine Biegung Statt finden fol, L fehr nahe =nhr, je 
j 3 2 
doch größer ald uhr fein. Alsdann iſt nahe P—=- * 
alſo folgt: 
Eine ſehr dieine Biegung der Feder kann nur dann Statt 
2 
finden, wenn der Druck P einem der Werthe 7 


Tr „“ſehr nahe fommt, den er aber zugleich übertreffen muß, 





Bei fehr geringer Biegung muß offenbar = überall fehe 


Fein, oder die Eurve gegen die Are der x, in welche die Richs 
tung des Druckes fallt, wenig geneigt fein. Man Pann. daher 
die Geftalt der Feder aus der Grundgleichung (8. 47. 1.) leicht 
ermitteln. Werden nämlich die zweiten und höheren Potenzen 


d d dy\? 
von = vernachläffigt, fo ergiebt fich EV Gi 4, 
wodurch der Ausdruck der Krümmung A fib in = +. 24 ‚ und die 


Sfeihung 1. in h? I —y verwandelt. Man überzeugt fi 


aber leicht, daß Hier das Zeichen nicht Statt finden kann, 
indem die aus der Annahme deflelben hervorgehende Curve der 
Vorausfegung einer fehr Pleinen Biegung twiderfpricht. Es muß 
daher das negative Zeichen gelten, d. h. die Curve muß gegen 
die Are x überall hohl fein, was auch ohne Rechnung klar iſt. 
Die Differentialgleichung iſt mithin: 
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d? 
a =T. 
und wird diefelbe fo integritt, daß y mit x zugleih Null wird, 
fo kommt y=isiT, 


wo f eine Eonftante ift, die gegen h fehr Fein fein muß. Be 
zeichnet man den Abftand der Endpuncte der Seder von einander 
(4. B. AF, Sig. 30.), mit e, fo muß für s=e, y=0O fein. 
Entweder ift alfo f=0, und die Feder gerade, oder, wenn f 


nicht Null iſt, sin 0 alſo e=hnr. Da aber e ſehr nahe 
Der Fänge L der Feder gleich ift, fo muß fehr nahe L=nhrz 
fein; wie fchon vorhin gefunden wurde Zür n=1 mird 
=, und y=sin 7°; alsdann hat die Feder die Geſtalt der 


== , oder die Feder ſchnei⸗ 
det die Apex dreimat, für x=0,x=!L,ı=L. $ürn=3 wird 


yafsindaX, die Geftalt der Feder entfpricht der Figur 29 


Figur 30. Für n=2 wird y=fsin 


L 
U. ſ. f. 


49.. Die elaſtiſche Feder ACB fei auf zwei Stuͤtzen A und 
B horizontal gelegt, und zwifchen denfelben in C durch ein Ge⸗ 
wicht P beſchwert; man verlangt die Biegung derfelben zu bes 
ſtimmen, jedoch nur unter dee Vorausſetzung, daß diefelbe fehe 
flein fei (Fig. 35.) 

Diefe Feder Fann angefehen werden ald zufammengefegt aus 
zweien, CA und CB, welche in C, in einer noch zu beftimmens 
deu gemeinfamen Richtung eingeflemmt find. Bon diefen beiden 
Theilen fei CA der Kleinere. Man nehme C zum Anfange dee 
Eoordinaten, die horizontale Ca zur Are der x; es ſei Ca=c, 
Cb=—c, (alfo c und c’ pofitiv); ferner bezeichne man den 
Drud in A und B mit Q und Q', fo hat man 
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QO+0=P, 0Oc=0lc, 


Pc ‚__ Pe N 
mithin = Q rc 


Nun ift CA in C eingeflemmmt, und wird durch die Kraft Q 
in A gebogen, deren Moment in Bezug auf irgend einen Punct 
von CA gleich Olc—x) if. Man hat mithin kKA=QL(c—z), 


d’y/dx 
oder, will A=,— — * 


d?y (dx\° 
M. 5 —0(c—:), 


Da nach der Annahme die Biegung fehr Flein fein fol, fo if 
2 ein fehr Fleiner Bruch, deſſen zweite und höhere Potenzen 





vernachläffigt werden. Hicraus ergiebt fich mi, und, 
d? 


k — Oz), 
mithin durch Integration: 





k = Q(cx - Ix?)+-Const. 
zur xD, alſo in dem Puncte C, ſei Fan; fo folgt: 


= kig w-+-Q(cx—4x?) 

. 
und durch weitere integration, indem für x=0, auch y=O 
fein muß: 

ky=kitgwr-QGea’—r) 41. 
Für den zweiten Theil CB, In welchem x negativ ift, ſchreibe 
man —x ftatt x, fo ift offenbar - O’(C—x) das Moment von 
Q’in B, für irgend € - zu von CB; alfo 


nn =Q'(d—3), 
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und durch Integration: 
k = —=Q'(cxı—4r?)-+ Const. 

Für 0 ift, in Bezug auf CB, Tg w; alfo 
Y= Ce —kigm, 

und ky=Q' = _ 2x )—kzigw. 2 


Für x=c werde in 1. yafaa (f. Sie. 35.); fo muß fr 
x=c in 2 ebenfalld y=Bb=f werden; alfo ergiebt ſich aus 


4. und 2, 

kf=41Q0c’-+keigw, k=3Q'c’—kc' ig w. 
Durch Einfegung der obigen Werthe von Q und Q’ ergeben ſich 
hierans für f und 1g w die Werthe: 


FE Pc?c’? j wo Peete—e), 
—3k(cHe)’ 5 W 3k(c-+c‘) 


. Da, mit Vernachläffigung der ztveiten und höheren Potenzen von 


9, de=dz if, find auch c und €’ den Bogen CA und CB 
gleich, oder c-+c’ ift die gefammte Fänge der Feder. 
Um den tiefften Punct jr „ finden, der zwifhen C und B 


liegen muß, fege man in 2. —==0, ſo fommt 


Q'(c ——— ig w, 
oder, wenn für Q’ und tg w ihre Werthe eingeführt werden, 
ci’ =1c(‘—.c). 
Hieraus folgt xz=c—V 4c(c+2c), mo das negative Zei⸗ 
ben Heften muß, weil Abſciſſe x von G nicht größer ald c’ fein 
fann. \ 
Es fei insbefondere das Gewicht P in der Mitte zwiſchen 
A und B angebracht, fo wird c=c, und der tiefſte Punct , 


| 
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fällt in C. Sein Abftand von der Horizontallinie ft alsdann 
=f, man findet; pe⸗ 
C 


=," 





50. Es fei (Fig. 36.) die Feder AB in A herizontal eins 
geflemmt, in B geftugt und in C, zwiſchen A und B, durch das 
‚Gewicht P beſchwert. Der unbekannte Druc auf B heiße 9; 
Die horlzontale AB fei Are, A Anfang der x, AD=c die Abfeiffe 
von C, AB=c, Die Biegung wird wieder als fehr Fein 
vorausgefegt. 

Man erhält zuerft für den Theil AC, welchen die Kraft P 
abwärts, Q aufwärts zu biegen ftrebt, 

3 
k nn =P(c—r)—Q(c—x) 


kP=Plx-41) les); 
ohne Eonftante, meil für x==0, wegen der horizontalen Ein: 


Flemmung in A, 0 ift. Kerner: 


cr? 1 
ky= Per) -Q(I-— xe) . 1 


Der Theil CB kann als eingeklemmt in C angefehen werben. 
Man erhält für denfelben: 


- k 5 =—(Q(C—x) 


—8 


x = Const. — Q(c'x—3x?). 


Fuͤr x==e muß dieſer Werth von = dem vorigen gleich fein; 


. a 
hieraus folgt Const.=—; alfo 


ıdy_P 
k = 2-10). 
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2 2 
Weiter kyart_ x e($ _z -++-Const. 
Fuͤr x=c muß der Werth von y aus diefer Gleichung mit dem 
auf 1. hervorgehenden einerlei fein; hieraus folgt Const. — z 
Pc?x Pc ex? x® 
mw. yag27) 2 
3 2 
Fuͤr x=c wird in 2. y=0, alſo 2 ((—Ic)= 2: un! 
2 — 
mithin: ————— 


wodurtch der Druck in B beftimmt iſt. 

Es fei insbefondere das Gewicht P in der Mitte angebradt, 
mithin C=2c, fo wird Q—=,%P. Die Gleichungen 1. un 
2. geben in dieſem Salle: 


und mithin = =;P@ex—'7z?) für AC 


kT=1Ple’—ter4422) für CB. 





Die erfte diefee Gleichungen giebt T=0 für x} c, melde 
Werth nicht zuläffig ift, weil für AC, x nicht größer ald c wer⸗ 
den kann. Die zweite Gleichung giebt — dy 0 für Da 


+i6et=0, d. i. s=2ci—}). St man diefen Werth 
von x in die Gleichung 2, fo kommt der Abftagd y' dei tif 
fien Punctes von dee Horigontalen AB: .- 


‚ Pe? 
ya V5-). 
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Stach dem vorigen $. war diefer Abftand be der blos geftügten 
ce? 

und in der Mitte beſchwerten Keder gleih LI 5 derfelbe wird 


mithin, durch die Einflemmung des einen Endes der Feder, in 


dem Berhältniffe von W5—2 :1 oder etwa von 14:19 ; 
‘ vermindert. 


51. Es fei die horizontal liegende Feder AC in den Puncten 
A, B, C geftügt, zwiſchen denfelben in D und E mit den Ges 
mwichten P und P’ belaftet (Fig. 37.. Man nehme A zum Ans 
fange der horizontalen x; es fi AD=c, AB=c', AE=c” 
AC=c”; ferner fein Q, Q', Q" die Drude in A, B, c. 
Man hat zuerſt: 
Q-+9Q +Q"=P-+-P', QO'c-FQ"c "—Pc-+P'c". 4, 
Fuͤr den Theil AD der Feder ift: 
d’y r . " UL 
:k 7 =Pc-9—Q’ ((—)+-P/("—D—Q"(c —» 


oder, mit Rücficht auf die vorhergehenden Bedingungen, 


d’y 
kam, 
En RR \ 
mithin — — ig w, 
und ky=30lcx—ir’)rkıtgw, 2, 
wennin D, für x=c, Tg w. Fuͤr den folgenden Theil DB: 
d’y ’ „ N 101 
kI=-0C-IHPl—N—Q""—x) 
oder auch 
Sy =— Qı—P(c—), 


= 30 HP lc—’+kigw, 


weil für x=c, diefer Werth von 7 mit dem vorigen überein 


— 
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Spannung proportionale Verkuͤrzung oder Verlängerung erlit, 
"in die Rechnung einführen. Es fei ds’ die urfprüngliche, & 
Die durch die Spannung geänderte Länge des Elementes; fo ü 
ds=ds(1-F-Yt), wo 9 einen conftanten pofitiven Coefficienta 
bedeutet, wie in der Anmerfung zu 8.39. Befteht nun zwifhe 
den an der elaftifchen Feder angebrachten Kräften Steihgerit 
fo fann jedes Element als unveränderlich betrachtet werden, m 
man erhält mithin Insbefondere für eine Feder, die duch zwe 
an ihren Endpuncten angebrachte Kräfte gebogen iſt, die noͤn 
liche Gleichung (1.) wie in $. 46. Die duch die Epannım 


geänderte Länge eines Elementes ds—=WV dx’-+dy? wird, wi 


. 2 I.- 
dort, durch die Gleichung 5. (ds +) ausgedrudt, 


aus diefer aber folgt die urfprüngliche Länge 
L 2h?dx . 
> ds 
Man nehme der Einfachheit wegen an, daß die Feder nur einti 
Bogen bilde, wie Fig. 30. Bezeichnet mun 21’ Die ganje ur 
fprüngliche Länge der Zeder, fo erhält man, anftatt der Gli 
‚ dung 8. in 8. 46., folgende: 


r— VE 2h?dy 
o (1-0) Ü 
Fuͤr die Spannung befteht die nämliche Gleichung, wie in $.46. 
Aus derfelben ergiebt fich 








_ yP(2h? cosu-+-y?) 


und folglich 


Be -/ om 4h'dy 
(2h?—„YP(2h? ——— 
Dieſer Ausdruck für I’, an die Stelle der Gleichung 8. in 8. 6. 
geſetzt, giebt, in Verbindung mit den dortigen Gleichungen 6. 7. dit 
Mittel zur Beftimmung der Conftanten u, f, c. Berechnet min 
ferner noch das Integral 


B 
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iQ 
If ER, \ 
vo U 


fo giebt die Differenz 2!’—21 die gefammte Verfärzung der Keder 
an, welche bei der Biegung Statt findet. 

Bisher ift auch die Dice der Feder, d. h. ihre Ausdehnung 
An der Richtung des Kruͤmmungshalbmeſſers, gänzlich bei Seite 
geſetzt worden. Es iſt aber wichtig, noch zu zeigen, wie auch dieſe 
Ausdehnung in Rechnung gebracht und namentlich die Conſtante 

k mit Ruͤckſicht auf dieſelbe beſtimmt werden kann. 
Ein biegſamer Stab, von der Geſtalt eines geraden Pris⸗ 
mas mit rechteckiger Grundfläche, ſei an dem einen Ende einge: 
klemmt, und zwar ſo, daß zwei ſeiner Seitenflaͤchen horizontal, 
alfo die beiden anderen vertical liege. An dem freien Ende 
werde ein Gewicht P angebracht, und dadurch der Stab gebo: 
gen. Es ſei ABCD ein verticaler Längendurchfchnitt deffelben 
(Fig. 38.), AB das eingeflemmte Ende Man denfe -fich den 
Stab als beftehend aus unendlich dünnen Längenfafern, mie ac, 
deren jede. einzelne ohne Widerftand biegfam, zugleich aber einer 
der Spannung proportionalen Berfängerung oder Verfürzung 
fähig if. Bei der Biegung werden einige Safern fi ausdeh⸗ 
nen, andere fi zufammenziehen; es wird aber angenommen, daß 
diejenigen Puncte der verfchiedenen Safern, welche vor der Bier 
\ gung in einem normalen Querfchnitte des Stabes lagen, fich auch 
nach der Biegung noch in einem folchen befinden, und zwar in 
der naͤmlichen Lage gegen einander, fo daß die Geftalt des Quer: 
ſchnittes nicht geändert if. Legt man alfo durch einen Punct 
N der gebogenen Safer AND (Zig. 38.) eine auf ihrer Tan: 
gente in N fenfrechte Ebene, fo ift der dadurch entftehende Quer: 
ſchnitt (in der Figur dargeftellt durch NM) ein Rechteck von der 
nämlichen Geſtalt, wie er ohne Biegung des Stabes ſein wuͤrde. 
Diejenige Safer ac, welche von den beiden äußeren AD und BC 
gleich weit abfteht, Heiße die mittle Kafer des Durchfchnittes 
ABCD. Es fei M’N’ eine der MN unendlich nahe Normale, 
K ihre Durchfchnitt mit jener, fo iſt Km==e der Kruͤmmungs⸗ 

1 
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halbmeſſer der mittlen Faſer, in dem Elemente mm—=ds. Di 
Länge eines Elementes nn’ einer anderen Kafer, in dem Abftant 
wınv von der mittlen, ift offenbar:, 


on = (1 + 2) ds. 


Ferner fei ds’ die anfängliche Länge, t die Spannung von mm, 
fo ft de=ds A470, und mithin 


nn (1 +2) (1-4) de. 


In der Anwendung werden — und 9» immer nur ſehr klein 


Brüche fein; vernachläffigt man demnach das Product derfelben 
‚fo kommt einfacher: 


— v " 
" =(14, +rt)d 
Die anfängliche Länge de’ des Elementes mn’ ift alfo un 
G +!) ds’ vermehrt; mithin entwidelt dieſes Element cin 


feiner Ausdehnung proportionale Spannung. Wird diefelbe —0 
gefegt, fo ift POds’ die ihr entfprechende Verlängerung; mit 


8 un v ’ 
bi iſ yOds =( +1 )ds 
BET, 


Man bezeichne die auf der Ebene ABCD fenfrechte Breite ii 
Stabes mit u, fo kann der unendlich" Fleine Querſchnitt der Zu 
fee on’ duch du-dv ausgedrückt werden, und die Kraft, mi 
welcher die Faſer ſich wieder bis auf ihre anfangliche Länge zw 
fommenzuziehen ftrebt, ift mithin 


=0.dadr=(t+7) dudv. 


Betrachtet man zunoͤchſt den erſten Theil dieſes Ausdrudet 
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nämlih t du dv, fo laſſen ſich die durch denſelben dargeftellten 
gfeichen und parallelen, an N’M’ wirkenden Kräfte in eine Re 
fultante vereinigen, welche an dem Puncte m anzubringen if. 
Segt man die halbe Diele des Stabes m'N'—v', fo iſt die Ins 


tenfität diefer Refultante =tdu f"Ir=äir du. 


Der andere Theil des obigen Ausdruces giebt, in Bezug 
auf die gefammte tänge von N’M integeirt, die Summe 


* var—0. Diefe Kruͤte geben mithin ein Paar, defen 


Moment offenbar = — [ v? dv ft. 


Denkt man ſich ABCD als den mittlen Durchfchnitt, 
d. 5. glei) weit von den beiden äußern verticalen Seitenflächen 
abftehend, fo ift nunmehr ame die mittle Faſer des Sta⸗ 
bes, d. h. diejenige, welche durch die Schwerpuncte aller feiner 
(als gleichartige Zlächen gedachten) Auerfchnitte geht. Wird 
nun noch in Bezug auf u integrirt, fo erhält man die gefammte 
Epannung 2tuv’, welche in m vereinigt gedacht werden kann, 


48 
und das Paar oral welches man fih ebenfalls in der Ebene 


des mittlen Durchfchnittes an der Normale NM’ wirfend vor: 
ftellen Fann. Diefem Paare wirft auf der anderen Seite der 
Stormale NM' ein zweites entgegen, welches von ihm um fein 
Differential verſchieden iſt; der Unterſchied beider Paare, d. i. 


PA u —a( >) ift e8 alfo, welcher die Normale N'M! zu drehen ftrebt. 


. "es wird nun nichts geändert, wenn man fi alle Faſern 
in der mitten Safer des Stabes vereinigt und an jedem Ele⸗ 


| PA 
mente derfelben mie mm’ das angegebene Paar 3 4(2) 
in gehörigem Sinne angebracht denft. Man fete 


12 
J —— ’ 


Y 
| 1* 
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und ſchreibe A für * fo iſt kdA das Moment dieſes Paarte, 
wie in 8. 46. Oder, wenn man das Paar auf die Breite “ beingt, 
und fein Moment =OQds fett, fo erhält man ort, Ma 


- Hat alfo einen biegfamen Faden, welcher in jedem Efemente a 
der Biegung tiderftrebendes Paar = Qds=kdi darbietet, ode 
eine elaftifche Keder, die genau den in 8. 46. gemachten Annah 
men entfpricht, nur mit dem Unterſchiede, daß fie zugleich ar⸗ 
zehnfam iſt. Man erhält mithin für die Curve der mitten 
Safer, wie in 8.47., kA==Py, und. eine weitere Kortfeßung diefe 
Betrachtungen würde überhaupt nur Worhergegangenes zu mie 
derhofen haben, alfo überflüffig fein. | 

Die Spannung t iſt hier, wie in 8.47., der nach der Tar | 
gente der mittlen Faſer gerichteten Componente von P glei. | 
Da nun bei nicht beträchtlicher Biegung diefe Tangente uͤberal 
nur wenig von der Horizontalen abweicht, fo ift alsdann die Span . 
nung t fehr gering, und mithin auch die mittle Zafer cr | 
wenig auegedehnt. 

Den vorftehenden ganz ähntiche Betrachtungen laſſen 16 
überhaupt in Bezug auf biegfame Stäbe von beliebigem Dur: 
fchnitte anftellen; diefelben follen jedoch hier nicht weiter ausge 
führt werden, um diefen Abfchnitt nicht über Gebühr zu we 
längern. 
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J 


Augemeine Unterſuchung über die Bedingung des 
Gleichgewichtes. 


53. Die bieherigen Unterſuchungen Aber das Gleichgewicht 
einiger Syſteme ſind nur als einzelne Beiſpiele zu betrachten, 
welche ihrer Wichtigkeit oder auch ihrer Einfachheit wegen her⸗ 
vorgehoben wurden; fie enthalten aber noch Feine allgemeine Res 
gel, nach welcher die Bedingungen des Gleichgewichtes beliebiger 
Syſteme gefunden werden Fönnten. ine folhe foll im Kolgens 
den unter der Vorausfegung entwicelt werden, daß die Verbin⸗ 
dung der Puncte des Spftemes unter einander ſich durch Glei⸗ 
ungen zwifchen ihren Eoordinaten in Bezug auf drei im Raume 
anbewegliche Axen ausdrüden laſſe. Diefe VBorausfegung findet 
z. B. Statt, wenn die gegenfeitigen Abftände einiger Puncte uns 
veränderlih, oder auch wenn Puncte auf unbeweglichen Flaͤchen 
oder Curven zu bleiben genöthigt find; und fie iſt überhaupt 
‚von fehe großer Allgemeinheit. Ä 
Man bemerke zuerft, daß das Gleichgewicht zwiſchen aͤuße⸗ 

ren Kräften an einem Spfteme nur vermittelft der durch die Ver⸗ 
bindung der Puncte bedingten Widerftände oder inneren Kräfte 
zu Stande fommt, welche allemal in dem Maaße an den Puncten 
auftreten, als gerade nöthig iſt, um diefe Verbindung unter Ein- 
mwirfung der äußeren Kräfte unverlegt zu erhalten. Denkt man 
fi diefe Widerftände an jedem Puncte als Kräfte angebracht, 
fo fann man von der gegenfeitigen Verbindung der Puncte gaͤnz⸗ 
"ih abfehen, und es muß Gleichgewicht beftchen zwifchen den 
äußeren und inneren Kräften an jedem einzelnen Puncte, der als 
gänzlich frei anzufehen iſt. Folglich kommt es bei Auffuchung 
der allgemeinen Bedingungen des. Gleichgewichtes nur auf die 
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Herleitung der Widerftände aus der gegebenen Verbindung der 
Puncte an; nach diefer hat man nur noch das Sleichgewicht 
zwifchen Kräften an freien Puncten zu betrachten. 


Die Widerftände werden jedoch duch die Art der Verbin: 
dung der Puncte, oder durch die zwifchen den Eoordinaten ber: 
felben beftehenden Bedingungsgleichungen nicht unmittelbar be 
ſtimmt, fondern laſſen fih aus dieſen nur mit Hulfe eines neuen, 
fogleih anzugebenden Grundſatzes herleiten. Um diefes Deutlich 
zu machen, betrachte man zwei feftverbundene Puncte. Zwiſcher 
zwei ſolchen ftellt man fi gern, als Mittel der feſten Verbin⸗ 
dung, eine ſtarre materielle Pinie vor; da aber die Puncte ven 
diefer wiederum mit einander feft verbunden fein müffen, fo wirt 
Dadurch nichts gewonnen. Die VBorftellung einer ftarren Linie 
muß vielmehr befeitigt werden, fo daß nur zwei materielle Puncte, 
in befiebiger Entfernung von einander, übrig bleiben; fie mögen 
a und b heißen. Ihre fefte Verbindung befteht nun darin, daß, 
wenn Außere Kräfte, an Ihnen angebracht, den Abftand ab zu 
vermehren oder zu vermindern ftreben, zwiſchen a und b fofert 
eine gegenfeitige Anziehung oder Abftoßung rege wird, toelde 
allemal gerade hinreicht, um diefen Abftand ungeändert zu erhal; 
ten. Ueber den Urfprung diefes Widerftandes, wie überhaupt 
aller Kräfte, hat die Statif nichts zu fagen; derfelbe ift mit dem 
Begriffe einer feften Verbindung gegeben. Da die Anziehungen 
(oder Abftoßungen) zwifchen den Puncten einander entgegengeric 
tet find, fo müffen auch die äußeren Kräfte, wenn jene diefen 
Gleichgewicht haften follen, einander entgegenrichtet fein. Daß 
fie aber auch einander gleich fein müflen, wie der Grundfag in 
8. 40. behauptet, folgt erft dann, wenn man annimmt, daf die 
Anziehungen (oder Abftoßungen) zwiſchen a und b einander glei 
find. Hieraus wird Mar, daß die Widerftände bei einem feſten 
Spfteme aus dem Begriffe der feften Verbindung allein noch 
nicht hergeleitet werden fönnen, fondern daß zur Beſtimmung 
derfelben noch der Grundfag erfordert wird, welcher unter dem 
Namen des Satzes von der Gleichheit zwifhen Wirkung 
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und Gegenwirfung (Action und Reaction) befannt if. Nach 
diefem Grundſatze ift die Wirfung (Anziehung oder Abftoßung) 
eines Puncted a auf einen anderen Punct b ohne Ausnahme 
begfeitet von einer gleihen und entgegengerichteten Wirkung (Ges 
gentwirfung) von b auf a; oder die Kräfte, mit welchen zwei 
‚ Puncte a und b einander anziehen (abftoßen), find allemal ein- 
ander gleich. Dieſer Sag gilt für alle in der Natur beobach⸗ 
teten Anziehungen oder Abftoßungen; derfelbe muß auch der theo- 
retifchen Unterfuhung der Bedingungen des Gleichgewichtes bes _ 
fiebiger Syfteme zu Grunde gelegt werden, wenn diefe nicht auf 
alle Anwendbarkeit verzichten will. Bon welcher Art alfo die 
Verbindung zwifchen den Puncten eines Syſtemes auch fei, fo 
wird in der Kolge unbedingt vorausgefeßt, daß jeder Punct auf 
jeden andern nur in der Richtung der ‚geraden Linie zwifchen 
beiden anziehend oder abftoßend wirken kann, und daß die Ans 
ziehungen (Abftoßungen) zwifchen je zwei Puncten allemal gegen> 
feitig, entgegengerichtet, und gleich find. Wie ſich nun mit Hülfe 
diefes Eirundfages die Widerftände allgemein beftimmen laſſen, 
ſoll im Folgenden gezeigt werden. 


54. Zunaͤchſt laͤßt ſich beweiſen, daß das Gleichgewicht allemal 
moͤglich ſein muß, ohne daß die an den Puncten angebrachten 
Kräfte, jede einzeln, Null find. Denn es ift- augenfcheinlich moͤg⸗ 
ih, an dem Spfteme folche Kräfte P, P’, P" «« anzubrins 
gen, welche die Verbindung. der Puncte zu verlegen ftreben, 
oder welche die Richtigkeit der zwifchen den Koordinaten derfels 
ben obwaltenden Bedingungsgleichungen aufheben würden, wenn 
ihnen Feine Widerftände entgegenwirften. Die Kräfte P, P’, + 
eetheilen nun den Puncten, wenn fie einander nicht Gleichgewicht 
halten, irgend welche Bewegungen. Da diefe Bewegungen aber 
mit den Bedingungen des Syſtemes verträglich fein muͤſſen, was 
diejenigen Bewegungen, welche die Puncte erhalten wuͤrden, 
wenn Peine Widerftände Statt fänden, nach der Vorausſetzung 
nicht fein würden, weil die Kräfte die Bedingungen des, Syſtemes 
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zu verleßen ftreben; fo find die wirklichen Bewegungen aller oder 
wenigftens einiger Puncte, nach Richtung oder nach Seſchwin 
digkeit, im Allgemeinen nach beiden, von denen verfchieden, 
welche die Puncte, als unabhängig von einander gedacht, durch 
die Kräfte erhalten würden. Nun denfe man ſich an jedem 
Puncte zugleich mit P eine zweite Kraft Q derjenigen Bewegung 
gerade entgegen angebracht, zu welcher der Punct durch tz 
Kraft P und durch feine Verbindung mit den übrigen Pumncten 


veranlaßt wird; und es fei Q gerade groß genug, um Diefe Be 
wegung aufzuheben; fo befteht zwifchen den Kräften P, P’, P’=, 
einerfeit8 und O, Q’, Q",«-. andererfeite, an dem Epfteme 
Gleichgewicht, dhne daß die Refultante der Kräfte P und Q a 


jedem einzelnen Puncte gerade Null ift; alfo ift das Steidhge | 
micht an jedem Syſteme moͤglich, ohne daß die an den Puncten | 
deſſelben angebrachten Kräfte, jede einzeln, Null find, w. z. b. . 


Nach der Vorausfegung beftchen zwifchen den Coordinaten 





der Puncte des Syſtemes, in Bezug auf die im Raume feften | 


Axen x, y, z, mehrere Bedingungsgleichungen, die durch L==0, 
M=0, N==0,..+ bezeichnet werden mögen. Nun denfe man 
fih, daß diefes Eyftem in irgend einer Stellung, die jedoch im; 
mer mit jenen Bedingungsgleichungen verträglich fein muß, gleich⸗ 
zeitig von mehreren Kräften ergeiffen werde, zwiſchen denen 
gerade Gleichgewicht beftehe, fo haben die Kräfte feinen Einfluf 
auf den Zuftand des Spftemes, in Binfiht auf Ruhe oder Be 
wegung. Sie fünnen auch feinen erhalten, wenn man ſich vors 
ftelt, daß in dem Augenblicke ihrer Anbringung zu den bisheri⸗ 
gen Bedingungsgleihungen des Syſtemes eine neue binzutrete, 
welche duch H==O bezeichnet werde, und die, wie ſich von ſelbſt 
verfteht, von der Art fein muß, daß die gegenwärtigen Wer 
the der Eoordinaten der Puncte ihe Genuͤge thun. lm dieſe 
Bemerfung noch deutlicher zu machen, denfe man fic) über das 
Syſtem ein zweites jenem ganz gleiches fo’ gelegt, daß beide cin: 
ander völlig decken. Werden an dem erften Spfteme (A) Kräfte 
angebracht, die einander Gleichgewicht halten, und wird zugleich 


% 
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an dem äweiten (B) die neue Bedingung H=n0 hinzugefügt; fo 
beftcht an jedem einzelnen Gleichgewicht; dehn: an A find Die 
angebrachten Kräfte im Gleichgewichte, und an B find gar Feine 
Kräfte angebradt. Wenn nun das Syſtem B, welches bisher 
nur über A lag, und vdiefes genau deckte, fich zugleich mit A 
unveränderli verbindet, fo wird dadurch augenfcheinfich an dem 
Gleichgeroichte der Kräfte an A nichts geändert, während doch 
Das ganze Syſtem nunmehr, außer den übrigen, auch noch der 
Bedingung H==0 unterworfen if. Eine ſolche Bedingung wäre 
z. B. die, daf die gegenfeitige Entfernung zweier Puncte unver: 
änderlich würde, oder die, daß ein Punct auf einer unbewegli- 
chen, durch feinen gegenwärtigen Drt gehenden Fläche von num 
an zu bleiben gestwungen wäre. Da das Gleichgewicht der 
Kräfte an dem Syſteme nicht geftört wird, wenn eine Bedin⸗ 
gung diefer Art Hinzufommt; fo Pann man deren eben fo gut 
zwei, oder drei, oder überhaupt beliebig viele hinzufügen, ohne 
das Gleichgewicht aufzuheben. Man kann 3. B. annehmen, 
daß ein bisher beweglicher Punct unbeweglich werde; alds 
dann fügt man, wenn der Punct nicht fehon vorher auf einer 
Fläche oder Curve zu bleiben gezwungen war, drei neue Bedins 
gungen hinzu, indem man feine Coordinaten unveränderlich 
ſetzt; dadurch wird das Gleichgewicht nicht geftört. 


55. Man betrachte jebt ein Syſtem, von deflen Puncten 
feinee unbeweglich oder durch. ein Außeres Hinderniß in gewiſſen 
Bewegungen gehemmt ſei; alfo ein freies Syſtem. Da die aus 
der Verbindung der Puncte hervorgehenden Widerftände gegen 
äußere Kräfte in gegenfeitigen Anziehungen oder Abftoßungen 
zwifchen den Puncten beftehen, welche, nach dem in 8. 53. er 
(äuterten Grundfage von der Gleichheit der Wirfung und Ge 
genwirfung, einander allemal zu zweien entgegengerichtet und 
gleich find; und da, wenn Gleichgewicht befteht, die äußeren und 
inneren Kräfte an jedem Puncte des Syſtemes mit einander im 
Gleichgewichte fein müflen; fo erfordert das Gleichgewicht, daß 
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_,4, . _2dL _,d 
x=1 * Eben ſo folgt 22 F—— z=1- 
Es verhalten fih alfo die Eompouenten von P, nad den Ir: 


3, y,2, d. i. X, Y, Z zu einander wie =: 5: z ds 
wie die Cofinus der Neigungen der Normale gegen x, z,:; 

folglich it ihre Refultante auf der Zlähhe normal, w. z. b.r. 
Mithin müffen die Componenten nad p, q, r der Kraft Ponl 


ſich verhalten, wie die Ableitungen 4 Fr — fie find dem‘ 
a ,df .df a 
Kin Kia’ In 
Da nun die Kräfte in den Kanten des Tetraeders einan« 
zu zweien gleich und entgegengerichtet find, fo muß z. 2. x 
dem Puncte A in der Kante p==AD ebenfalls die Sex 


2, wirken. Ferner aber müflen auch die Kräfte in den im 


in A zufammenftoßenden Kanten p, 1, m, fich zu einander m 
halten, wie die Ableitungen von 2: 4 und Aehnliches gi 
von den beiden noch Abrigen Puncten; folglich find nunmehr x 
Nichtungen und die BVerhältniffe der Intenfitäten aller Keift, 
welche an dem Spfteme einander Gleichgewicht halten koͤmn 
völlig beftimmt. Werden nun Kräfte in diefen beftimmten Rt 
tungen und mit diefen beftimmten Werhäftniffen der Intenſitaͤrn 
an dem Spfteme angebracht, fo muß auch zwiſchen ihnen Ola 
gericht beftehen. Denn es ift einleuchtend, daß das Blade 
gewicht an einem Syſteme, wenn es beftcht, dadurch nicht uk 
gehoben wird, daß die Intenſitaͤten aller Kräfte an dem Syſteme iñ 
einem gemeinfamen Berhältniffe geändert werden, während die Kb 
tungen derfelben, wie ſich von felbft verfteht, ungeändert bleiben. Odn | 
mit anderen Worten, das Gleichgewicht zwiſchen mehreren Kräfte 
£ann nur bedingt fein durch die Verhäftniffe zwiſchen den Jateftim 
der Kräfte. Denn befteht zwiſchen mehreren Kräften Gleichgewich, 
und wird jede derſelben an ihrem Angriffspuncte noch einmal angebtach. 
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fo befteht wieder zwiſchen den neuen Kräften Gleichgewicht; man 
Fann alfo die Intenfitäten alle z. B. verdoppeln, ohne das Gleich⸗ 
gewicht zu ftörn. Nähme man aber von allen ntenfitäten 
3. DB. die Hälfte, und beftände nunmehr nit Gleichgewicht; fo 
denfe man fi das Syſtem als zufammengefeßt aus zielen, die 
über einander liegen und einander genau decken, überhaupt aber 
ganz gleich find, und an deren jedem die Kräfte von den halben 
ntenfitäten wirken, welche, nach der Vorausſetzung, nicht im 
Steichgewichte find. Die Kräfte eetheilen mithin jedem Syſteme 
eine gewiffe Bewegung, und offenbar beiden diefelbe; dieſe Be⸗ 
toegungen ftbren auch einander gar nicht, fondern die‘ Syſteme 
begleiten einander nur fortwährend; man Fann alfo beide eben 
fo gut al8 ein einziges betrachten, an welchem mithin die: Kräfte 
von den urfpeimglichen ganzen Intenfitäten einander nicht Gleich⸗ 
gewicht halten würden; dies iſt aber gegen die Vorausfegung. 
Was Hier von den doppelten und den halben Intenfitäten ges 
fegt iſt, laͤßt ſich eben fo leicht auf die mfachen Intenſitaͤten oder 
die nten Theile derfelben anwenden, und gilt mithin auch aflges 
mein für jede beliebige Aenderung der Intenſi täten nach einem 
gemeinfamen Berhäftniffe. 

Wenn alfo an dem vorgelegten Spfteme von vier Puncten 
Kräfte angebracht werden, deren Richtungen und Intenſitaͤts⸗ 
Verhäftniffe den obigen Vedingungen genägen, und es "beftände 
zwifchen ihnen doch nicht Gleichgewicht; fo gäbe es überhaupt 
gar Feine Kräfte, die, an dem Syſteme angebracht, einander 
Gleichgewicht hielten; was dem in $. 54. Bewieſenen wider 
ftreitet. 


56. Es fei ferner ein Syſtem von beliebig vielen Puneten 
gegeben, zwiſchen deren gepenfeitigen Abftänden eine Bedingungs⸗ 
gleihung Statt finde, nämlich 

L=fl,m,n,p,qgr,p qg r,“)=0. 
In diefer Gleichung bedeuten I, m, m die Abftände zwifchen dreien 
der Puncte, namlich A, B, C, ferner p, q, r die Entfernungen 


' 





t 
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eines vierten (D) von dieſen, eben fo p',.g‘, r' die eines fünfte 
D’ ebenfall$ von A, B, C; uf. fe Denn welche Gleichux 
zwiſchen den ‚gegenfeitigen Entfernungen der Puncte auch gez 
ben fei, fo fann doc der Abftand zwifchen je zwei Punca 
wie DD’, ausgedrüct werden dur die Entfernungen derſelde 
von drei anderen A, B, C, und die Abftände zwifchen Dieie 
A, B, C. Man kann alfo annehmen, daß in der Stein: 
L==0 nur die Entfernungen der drei Puncte A, B, C von cu 
ander, und die jedes anderen von diefen dreien vorfommen. Ji 
n die Anzahl‘ der Puncte des Suftemes, fo hat man auf dir 
Weiſe n—3 Tetraeder, wie DABC, D’ABC, u f. f. zu betegd- 
sen, welche das Dreied ABC, deffen Seiten I, m, n find, zu 
gemeinfamen Grundfläche haben. Man zerlege die Kräfte P,P'- 
an D, D'.. beziehungsweife nach den Kanten p, q, rz; p',q. 
2; in die Eomponenten u, v, w; u’, v', w'5+«, und beine 
an den gemeinfamen Endpuncten A, B, C diefer Kanten dir x 
jede derjelben fallende Eomponente in ihrer Richtung und in ent: 
gegengefegter an; alfo z.B. an dem Punce A, in welhn 
p, p', zuſammentreffen, die Kräfte Pu und —u in der Ri | 
tung von p, Pu' und — u in der von p, u. ſ. f. Te 
Gleichgewicht wird nicht geſtoͤrt, wenn fämmtlihe Kanten unver: 
änderlih werden; alsdann halten aber in jeder der Kanten 
p, % 5, pP, g, ri, die beiden gleichen und entgegengerichtetes 
Eomponenten, wie z. B. u on D und —u an A, in der Kamt 
p, einander Gleichgewicht; folglih muß auch zwifchen den nech 
übrigen an A, B, C wirkenden Kräften Gleichgewicht beftchen. 
Diefe find u, W» an A, v, van B, w, w« an C, melde 
von D, D’,» nad diefen Puncten übergetragen find; aufe 
ihnen noch die an A, B, C wirkenden Kräfte (fie heißen Q, C, 
Q"), weiche mit den übrigen (P, P’, +) im Gleichgewichte find. 
88 fein R, R’, R’ die Refultanten von Q, u, u, an A, C, 
vv,“anB, Q’, ww,- an C; fo muß zwiſchen R, R, 
R" Gleichgewicht beftehen; diefe drei Kräfte müffen alfo in die 
Ebene des Dreieckes ABC fallen, und ſich nach den Seiten 1, 
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ın, n., deſſelben in je zwei gleiche und entgegengerichtete zerlegen 


Iaffen. - Hieraus folgt, daß die Kräfte des Syßemes, nämlich 
Q, 0, 0", P, P’,«., welche einander Gleichgewicht. haften, und 
ſich mithin überhaupt in je zwei gleiche und entgegengerichtete 


möüffen zerlegen laſſen, ſich allemal auch auf diefe beftimmte 


Weiſe, nämlich nach den Kanten der Tetraeder DABC, D’ABC, » 
in je zwei gleiche und entgegengerichtete zerfegen laſſen. 
Diefe Zerlegung vorausgefeßt, denfe man ſich die fämmtlichen 
nad) D’, D", «+ gerichteten Kanten, wie p', g,r;p,gqg,r + 
unveränderlich; es bleiben alfo nur noch die 6 Kanten I, m, n, 
p, q, r des Tetraeders DABC veränderlih. Die unveraͤnderli⸗ 
chen Kanten find für fi im Gleichgewichte, und flören die Be 
wegungen der Puncte D, A, B, C gar mit; alfo muß auch 
an dem Tetraeder DABC, welches nunmehr als gänzlich frei 
zu betrachten ift, Gleichgewicht beftehen, und mithin müffen die 
in den Kanten defielben (I, m, n, p, q, r) wirkenden, einander 
paarweiſe gleichen und entgegengerichteten Kräfte ſich verhalten, 
wie die Ableitungen der Function f(l, m, n, p, q, r,.) nad 
l,m,n,p, q, r. Werden alfo die beiden gleichen und entges 


gengerichteten Kräfte in der Kante p durch ji r- ausgedräct, fo 


find die Ya den Kanten 1, m, n, p, q, r wirkenden gleichen‘und 


| entgegengerichteten Kräfte beziehungsweiſe gleich Er A 4 


de’ 
IE ‚ Air ın. Wendet man diefelben Betrachtungen auf 
dag Tetrader D’ABC an, indem man fi jetzt p', q’, r’ als 
veränderfich, dagegen p, q, r als unveränderlich vorftellt, fo 
. müffen die nach den Kanten von D’ABC gerichteten Kräfte wieder 
den Ableitungen von f nach 1, a, n, p’, q’, r' proportional fein; 
und da die Rehft n den Kanten }, m, n diefelden md, wie 

PL 

vorhin, nämlich „a J, 15 ſo ſi nd auch die nach p 


q, r' gerichteten Kraͤfte gleich Et 4. 1.5 U. ſ. f. 


e 
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"Werden diefe Kräfte ſaͤmmtlich nah den Axen x, y,: 
legt, fo erhält man für die Eomponenten der Kraft P an 
Puncte D, defien Eoordinaten x, y, z feien, ganz wie in $.3 


Eben fo für die Eomponenten der Kraft P', an D', wenn s‘, 
z’ die Coordinaten von D’ find: 


dL „_,du „__,dL 

“= 225, Y= hy ZT 

In dem Punc A wirken nach den Kanten I, m, p, p, pP," 
„a df 


af | 
die Kräfte „Hi a 25— —5 A** Die Compona 
df L.; 


der Kraft 15 an D nad x, y, z find, nah S. 55., m i 


.„df ‚dp , * 
1* dp“ iy’ rar diefelben Componenten, aber mit entone 


geſetzten Zeichen, gehören der in A nach der, Richtung p wide 
den Kraft. Es fein xo, Yo, Zo Die Coordinaten von A, ı 
Y z die von D, wie vorher, fo ift 


PP=a—L)’Hy-yo)’+H2—20)”, 


ich P_—n __®, g__& 
folglich =, =-7, eben fo Ft 
IP 
dz I 


Folglich find die Eomponenten der an A nach der Richten 
p wirkenden Kraft, nach Größe und Zeichen: 
| dt dp zdf ,dp zaf,dp, 
ta dx,’ dr 45 dzo. 
Es feien noch xı, Yı, Zı die Coordinaten vonB, x,, ya, 2: N 
von C, und mithin 
‚» HH 
mw’ —L,)’Hy-Yı) H2o—23)) 
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2 fo. find wiederum 
ii 


Hd .d Fi af ai 
ern ‚ha dys’ Tree 


die Componenten von 2 nach x, y, 2; eben fo ae 


—— ... 


—— 
ide Componenten von „.t nah x, y, 25 Fölglic, erhält man 


überhaupt, wenn X,, Y. Z, die Componenten nach x, y, 2 
der Reſultante aller an A wirkenden Kräfte bedeuten: 


Re 


4 


at di _ a6 Im, df, dp — 2 
x,=(d..d dx, * mir, "u Kt +) 
" ' AL 


und eben fo Ye zur, 


" Auf gleiche Weife ergeben fich als Componenten der a an 3 wir⸗ 
2kenden Kraft: 


dL dL dL, 
Xi —* 124 — 
und für den Punct C: | 
R dL dL dL 
c” Leldr Y, 24 dys’ Zeh das 
Alſo find überhaupt 
dL .dL .dL 
j —— dy’ * dz . 


die Komponenten nah x, y, 2, der an einem Punete des Sy⸗ 

ſtems, deſſen Coordinaten x, y, ⁊ find, anzubringenden Kraft. 
Oben iſt vorausgeſetzt, daß In der Gleichung L==f(l,m,n, 

p, q.)0 nur einige der gegenſeitigen Entfernungen der Puncte 

vorkommen, durch welche alle uͤbrigen ſich ausdruͤcken laſſen. Wenn 

aber die Gleichung urſpruͤnglich zwiſchen beliebigen oder zwiſchen 

allen Entfernungen ohne Unterſchied gegeben iſt, und nun die Ents 

12 


i 
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fernungen durch Coordinaten ausgedrückt werden, fo erhält mu 


eine Bedingungsgleichung zwiſchen den Eoordinaten der Pundt, 


die ganz einerlei fein muß mit derjenigen, welde man nad) Ei 
minatlon einiger Entfernungen zwiſchen den Coordinaten erhal 
ten würde. Denn es fei z. B. ꝙ der Abftand zwifchen D ut 
D', und die gegebene Gleichung fei: 
L=f(l, m, n, p, q, nr, pP}, g, T, ge )=0. 
Der Abſtand g läßt fi durch die Abſtaͤnde der Puncte D mi 
D’ von A, B, C und die Seiten 1, m, n des Dreiecks ABC 
ausdruͤcken; alfo ift ’ 
0= pcl, m, n, pP, 9 F, pP, g, r'), 
wo @ eine gewiſe Function iſt, die hier nicht weiter geſucht 


wird. 
Wenn man nun alle Entfernungen }, m, n, «= Fr’ duo 
Coordinaten ausdrüdt, fo giebt die vorftehende Function 9 da 


Ausdeuc von E in Coordinaten; diefer aber Fann Fein andere | 


fein als der befannte: 
e=V (@ SyrG HG 2)’; 

folglich ergiebt ſich durch Einführung der Zunction 9 in di 
Gleichung L=0, feine andere Gleihung in Coordinaten, 
als wenn man in der Gleihung L==0 fofort alle Abftaͤnde 
durch Coordinaten ausdrückt, ohne einen derfelben zu eliminirn. 
Da es nun nach dem Dbigen, um die Componenten der ar 
einem Puncte anzubringenden Kraft, nach den Aren x, y, z, ans 


zudrücen, nur auf die Ableitungen von L nach den Eoordinam 
dieſes Punctes anfommt; fo folgt, daß man nicht nöthig hat, 


an der urfprünglichen Bedingungsgleihung LO, zwiſchen da 


‚gegenfeitigen Entfernungen dee Puncte, irgend eine Veraͤnderung 


vorzunehmen; fondeen daß vielmehr die Ableitungen von L nad 
den Coordinaten jedes Punctes, multiplicirt in einen für ale 
Puncte unveränderlichen, fonft aber beliebigen Eoefficienten A, die 
Componenten der an dem Puncte anzubringenden Kraft aus 
deücen. Und werden an dem Spfteme ſolche Kräfte angebracht, 


i 
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fo muß nothivendig Gleichgewicht beftehen, twelcher Werth auch 
dem Coefficienten A beigelegt worden ſei; wie iu 8. 54. erläus 
tert worden. 


57. Finden mehrere Bedingungsgleichungen zwiſchen den 
gegenfeitigen Entfernungen der Puncte Statt, nämlid L==0, 
M=0 n. f f.; fo fannı man erftens an dem ofen Kräfte 
anbringen, deren Komponenten 1m dL Bar: —* ſind, und die 
einander Gleichgewicht halten, weil Steigung L 0 Statt findet. 


Eden fo fann man Kräfte von den Eomponenten u, u 
„a anbringen, die wieder wegen der Gleichung M==0, unter 


“einander im Gleichgewichte find; u. f. f. Alſo befteht uͤberhaupt 


Gleichgewicht zwiſchen Kräften, deren Eomponenten find: 


dl dM dL_ dM aL dM 
Arte >", A dyra dy — oh, 4 dar“ 


Diefe Kräfte find, wie man fieht, die Refultanten von denjenis 
gen, welche wegen jeder einzelnen. Bedingung zum Gfeichgewichte 
erfordert werden. Um einzufehen, dag nur diefe an dem Syſteme 
einander Gleichgewicht halten Fönnen, denfe man fich alle Be: 
dingungen bis auf eine 3. B. LO, hinweg, zugleich aber an’ 
der Stelle von jenen paflende Kräfte angebracht, welche das 
Gleichgewicht ungeftdet erhalten; was offenbar möglich ift. 
Alsdann befteht nur noch die Bedingung L==0, vermöge„deren 


nmur Kräfte von den Componenten A 2 ‚« an dem Sys 


freme im Gfeichgewichte fein Fönnen. Alfo erfordert jede einzelne 
Steihung zum Gleichgewichte immer die nämlichen Kräfte, als 
wenn fie allein vorhanden waͤre; daher müffen, wie unmittelbar 
folgt, bei mehreren Bedingungen die Kräfte, welche im Gleichge⸗ 
wichte find, Refultanten von folchen fein, mie fie; jede einzelne 
Bedingung fordert; mw. 3. b. w. 

12* 
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58. Nun ftelle man fich vor, daß einige von den Puncta 
des Syſtemes unbeweglich werden; fo ift das Syſtem mik 
mehr frei wie bisher, das Gleichgewicht befteht aber fort zwiſche 
den nämlichen Kräften, welche fo eben angegeben wurden. Ti 
an den, unbeweglichen Puncten vorhandenen Kräfte find jet 
nunmehr nur Widerftände, welche diefe Puncte dem auf fie au: 
geübten Drude der übrigen Kräfte entgegenjegen. ı Eieht ma 


. daher von denfelben ab, fo befteht das Gleichgewicht an in 


übrigen Puneten unter Kräften, deren Componenten fit: 
„ac 

dx 
nur vermittelt der Widerftände jener unbeweglichen Punkte y 
Stande. Indem man alödann in den Gleichungen zwiſchen ta 
gegenfeitigen Entfernung, nämlid L=0, M=0, --- die Inc 
dinaten Der ımbeweglichen Puncte, als bloße Eonftanten, auft 
Acht Tat, gehen diefelben in irgend welche Gleichungen zwiſda 
den Goordinaten der beweglichen Puncte des Syſtemes üb. 
Umgefehrt, wenn eine ©feihung zwiſchen den Eoordfnaten da 
beiveglichen Puncte gegeben ift, welche fich nicht auf eine Et: 
Kung zwiſchen den gegenfeitigen Entfernungen dieſer Puncte je | 
ruͤckfuͤhren laͤßt, ſo kann man ſich immer die gegenfeitigen Ent 


+u re, u. f. w., mie oben, daffelbe kommt jedeh 


fernungen der Puncte ausgedruͤckt denken als Kunctionen M 


Eoordinaten dreier beliebig im Raume angenommener unbenty 


licher Puncte, und der Abjtände der’ bemeglichen Puntte den 


diefen; und da die Eoordinaten der unbeweglichen Puncte, cẽ 
Conftanten, nicht in Betracht Fommen, fo hat man wieder Mt 
Gleichung /zwiſchen den gegenfeitigen Entfernungen aller Punkt 
unter denen drei unbewegliche ſich befinden. Alſo muͤſen X 
- Kräfte an den beweglichen Puncten, weiche an dem Syſtem in 
Gleichgewicht find, ſich eben fo ausdrücen Iaffen, mie ob 
Uebrigens hat man die Bedingungsgleihungen L—0, M=I 
zwiſchen den Eoordinaten zu nehmen mie fie find, um aus IjrM 


die Ableitung = „u ſ. fr zu entwideln; denn wenn m 


ed 
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zuerft die Soerdinaten vermittelſt der Entfernungen, und nachher 
wieder die Entfernungen durch die Coordinaten ausdruͤckt, ſo 
bleiben die Gleichungen zwiſchen den Coordinaten ganz die naͤm⸗ 
lichen, welche ſie anfaͤnglich waren, wie ſchon in 8. 55. bemerkt 
worden. 
Hiermit iſt folgender allgemeine Lehrſatz der Statik be⸗ 
wieſen: 
Wenn zwiſchen den Coordinaten der Puncte eines 
Syſtemes die Bedingungsgleichungen 
L=0, M=0, N==0, «« 
gegeben find, ſo laſſen die den Axen x, y, z parals 
lelen Componenten von Kräften, welche, an dem Sp: 
.fteme gleichzeitig angebracht, einander Gleichgewicht 
Halten, für irgend einen der Puncte, deffen Coordi— 
naten x,'y, z, fih immer ausdrüden wie folgt: . 
een 


dL dN 
| Y= yte vrZ te a 
m dl. nn an 
Zeit ur’ * tin 


Diefe Eomponenten find ai, für einen anderen Punct des 
Spftemes, ‚defien Eoordinaten x’, y, 7: | 


db’: AM. _dN \ 
j X = Gtugs ‚rar | 


‚_y4dL dM dN | 
Y= ar —— B 


dM' 
Z= Er iz rt’ 5 NL. 


u. f. f. für alle Puncte des Syſtemes. 


59. Um aus dieſen Gleichungen die Bedingungen des 
Bleihgewichtes irgend eines Spftemes herzuleiten, muß man aus 


E 4 
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‘ \ 
denfelben die unbeftimmten - Coefficienten A, x, 9, -- efiminie 
die alsdann fi ergebenden Gleichungen zwiſchen Den Eoortu: 
ten der Puncte und den Componenten der Kräfte find die :: 
ſuchten Bedingungen. 


Es fei z. B. ein freies feftes Spfem bon n Puncten w: 
'a(n—1) 
— 





⁊ 


gelegt; ſo ſind von den gegenſeitigen Entfernungen de 


Puncte 3n—6 als gegeben anzufehen, durch welche alle übe 
beftimmt werden. Man hat alfo 3n—6 Bedingungegleichungenm 
L=(@&—r -Hy—y +07 ja t=0 

"M=@a—r Hy —y")’H2 _.:" J?— 2 —O 
| N=(I- x)0 —y")’H7 '—ı" 2 a”2 —0 
weh 
Der obige eeſdſat giebt für jeden Punct drei, im Ganım di: 
: 3n Bleihungen; in denfelben fommen aber 3n—6 unbeftimar 
Eoefficienten A, u, v, vor, nach deren Elimination mithin 6. 
Bedingungen des Oleichgewichtes oͤreis bleiben. Um dieſe p 
finden, bemerke man, daß z. B. 2 =, all 
dL . dL dM aM dN dN 
+7=0 eben fo to ==(, 57— 60, « 


iſt, nach obigem Satze: 





du. dM, dux 
X 

, dN 
x ——— dx Tr ‚+ .. a. 


dL M dN 
x" ——l Hr ‚y '" 
dx” dr’ 


F dL dM dN 
X Dein rent ent - 


Addirt man. alle dieſe Gleichungen, und bemerft, di 





= 


r 
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= + 5 EEE =0, alle übrigen Ableitungen von L aber, tie 
—* ſanmtich Bull And, und daf Aehnliches für die Mblel 
ungen von M,N, «* gilt; fo fommt XK+X-+X" ++ XR-0=0, 
der IX=0. Auf gleiche Weife ergiebt ih ZY=0, ZZ==0; 
hiermit find alfo drei Bedingungen des Gleichgewichtes gefun⸗ 
den. Man ſchreibe noch: 


— dL dM __dN 
’ Y= -ytrg — 42 dyr“ 


dL dN 
Y= run „rt“ . b. 





u. ſ. w., 
multiplicire die Gleichungen a. der Reihe nach mit y, y, y", «« 
die b. mit x, x’, x”, und fubtrahire die zweiten Droducte 
von den erften, fo fommt x 
K-NırlyYipem = Ay W)=AlHumt mt, 
in welcher Gleichung die zur Abkuͤrzung eingeführten Zeichen 
], m, n, +» folgende Werthe haben, die man fogleich findet, wenn 


dL__ dL__ dM_ ‚= 
= dN_ 
dL__ „dL 
l=y dx dpi m x5 dy’’ 


dM M ‚d „„dM 
m=y Ma, a — y” 


dN ,dN yrdN „AN 
— F dx” ray” 


dL, dL dL. dL 
De nun st =V) 1 ta fo ergiebt ſich: 
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1=6-NE-0-91. 


und weil 2- un), IN fo folgt offenbar 1=t 


‚Auf gehe Meile erhaͤlt man m=0, n==/, u. f f.; mithin 
SXx—Xy)=0. 


Anf dieſelbe Art laſſen ſich auch die beiden Bedingumn 
<(Zy—Yz)=0, 3(Xz2-—Zx) —0 herleiten; wodurch die jet 
Bedingungen für das Gleichgewicht eines frei beweglichen fit 
Enftemes auf's Neue, übereinfiimmend mit 8. 17., gie 
. den find, 


60... Aus den allgemeirten Formeln des F. 58. fafın fi 
die undeftimmten Coefficienten A, u, 9, auf eine allgemix, 
von der Zorm der zwifchen den Coordinaten der Puncte ohmi 
tenden Gteihungn L=0, M=0,.- ganz unabhängige Ie 
eliminteen, wodurch ein für alle Syſteme gültiger Saß erhalte: 

wird, welche unter dem Namen des Satzes der wirtuclla 
Geſchwindigkeiten bekannt ft. Um denſelben gehörig zu nr 
fishen, ift erforderlich, einige Bemerfungen über die Bere 
vorauszuſchicken, welche fih an bie erften 88. der Einleitw 
anfchließen. 


Wirfen auf einen anfaͤnglich mit gfeichfärmiger Geſchuir 
digfeit in gerader Linie Fortgehenden Punct nach einander md 
rere Kräfte in beliebigen Richtungen, fo ertheilt jede dem Pt 
eine Ihrer Intenſitaͤt proportionale Gefchwindigkeit, die fh m 
der fehon vorhandenen, nach der Regel des Paralfelogramme, 
in eine vefuftivende Geſchwindigkeit zuſammenſetzt. Die Rich 
des Punctes ift alfo im Allgemeinen eine von mehreren Braten 
gebildete gebrochene Linie, und feine Geſchwindigkeit, nah RE 
“tung und Größe, in jedem Augenblicke gleich der Reſultante a 
der anfänglichen und den inzrifchen durch die Kräfte hmm 

\ | 
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teilten Gefchroindigfeiten. Letzteres gilt unter allen Umftänden; 
Hier fommt es nun darauf an, den Ausdruck der Geſchwindig⸗ 
keit unter der Vorausfegung zu entwickeln, daß die Kräfte unz 
unterbrochen oder ftetig auf den Punct einwirken, und feine 
Geſchwindigkeit in jedem unendlich Fleine Zeittheile unendfich 
wenig · veraͤndern. Diefelbe ift alsdann ftetig veränderlih, und 
kann nicht mehr, mie die gleichförmige, Durch den in der Zeits 
einheit durdlaufenen Weg gemeffen werden; man findet aber 
ihr richtiges Maaß leicht auf folgende Art! Die den Aren- x, 
y, z parallelen &omponenten der Geſchwindigkeit, zur Zeit t, 
feien u, v, w; nach Ablauf der Zeit dt, alfo zur Zeit t4dt, 
feien fie u--du, v Pdy, w-+dw; nach der Borausfegung find 
du, dv, dw unendlich klein, wenn dt unendlich Fein if. Man 
kann immer annehmen, daß ‘die den Aren parallelen Componen⸗ 
ten der ſaͤmmtlichen Kräfte, welche in der Zeit dt auf den Punct 
wirken, nad jeder Age in einerlei Sinne wirfen, und mithin die 
Geſchwindigkeit nach jeder Age in der Zeit‘ dt entweder beftändig 
vermehren oder beftändig vermindern. Denn fände in diefer Zeit 
ein Wechſel zwifchen Ab⸗ und Zunahme in Bezug auf eine der 
Geſchwindigkeiten u, v, w Statt, fo fönnte'man dt Pleiner als 
zuvor und Pfein genug annehmen, um denfelben auszufchlicßen. 
Bezeichnet nun dx den in der Zeit dt nach der Richtung dee:x 
durchlaufenen Weg, alfo die Projection des yon dem Puncte in 
diefee Zeit durchlaufenen Weges auf die Are x, fo ift Par, daß 
derfelbe lediglich durch die mit x parallelen, von u bis u4-du 
fietig zus oder abnehmendeh Somponenten der Geſchwindigkeit des 
Punctes bedingt wird. Bliebe die Geſchwindigkeit nach x 
während der Zeit dt beſtaͤndig gleich u, fo würde der durchlau⸗ 
fene Weg gleich udt fein; wäre dagegen die Gefchtwindigfeit waͤh⸗ 
rend dieſer Zeit dt beftändig gleich u-+-du, fo wäre (u-F-du)dt 
der durchtaufene Weg. Da aber die Gefchmwindigfeit von u bis 
urdu beftändig wächft oder beftändig abnimmt, fo liegt auch 
der durchlaufene Weg dx nothmwendig zwiſchen den Grenzen udt 


⸗ 


188 Staͤtik. Allgem. Unterfuchung 


dL de dl dy  dL’dz , dL de dLdy  dLd 


—— DO — 


— — 


oder in Fürgerer Bezeihnung der Ausdrud 


dL ‚dr dL ‚gay dL _dz 
dx dt dy dt de di 


nichts Anderes als F und mithin gleich Null iſt; mi 


dt 
eben fo: 


dM dx ,dM dy , dM dz\ _ 
guryarz = 


‚fo, erhält man 


=0, uf. w. 


dy ‚d dy’ ‚dz’ _ 
Bar J dt E+YT J 
oder (vd; 2) 0, A. 


Es fei P Di Jutenftat der an dem Puncte (x, y, x) mitt 
'den Kraft, GE Fri = die Geſchwindigkeit diefes Punctes, beide A 


tio genommen; fo ift 


und 


— — — 2 2 3 
r=VIarrz, 5 -V Fre —— 
Man ſetze nd X==Pcosa, op cosß, Z==P cos?, 


= cos a, T=cos b, cos c, 

und cos cosa -coss cosb-4cosy cos c & cos 9, 

ſo wird ——— 

—P — cosa-4-c0sP cosb-+cosy cosc)—P : ..c0 6 

und die obige Gleichung A geht mithin in folgende über: 
‚=(P * cos 0) 8* B. 
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Diele, Gleichung enthaͤt nun den Satz der virtuellen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten, auf die einfachſte Form gebracht. In derfel⸗ 
ben bezeichnet: P die Intenſitaͤt der auf den Punct (x, y, 


2.) * wirkenden Kraft, =. die Geſchwindigkeit dieſes Punctes 
in irgendb einem Augenblicke der vorausgeſetzten Bewegung des 
Syſtemes (beide, P und 3, ſind poſitiv zu nehmen); ferner 


© den Winfel, welchen die Richtung der Kraft P mit der Rich⸗ 
tung der Geſchwindigkeit einſchließt. Die Bewegung des Syſte⸗ 
mes iſt ſchlechthin jede moͤgliche (nur durch die Bedingungen 
me , H=0, ... eingefchräntt, mit denen fie ımmer vers 
traͤglich fein muß); diefed wird durch den daflıe gebräuchlichen 
Ausdrucd virtuelle Bewegung einigermaßen angedeutet. , Die: 
Geſchwindigkeit eines Punctes in diefer vietuellen Bewegung heißt 
feine virtuelle Geſchwindigkeit, und das Product aus derfelben 
in den Ausdrud Pcos® das virtuelle Moment der Kraft 


D, welches mithin glid Pcos o.2 ift. Zerlegt man die Kraft 


P nad der Richtung der virtuellen Geſchwindigkeit ihres Ans 
; geiffspunctes und nad) einer darauf fenfrechten, fo ift die erftere - 
diefer beiden Eomponenten gleich Pcos 9; das virtuelle Moment 
iſt mithin das Product aus der virtuellen Geſchwindigkeit in die 
nach der Richtung derfelben wirkende Componente der Kraft. 


Oder zerlegt man die Befchwindigkeit in nach der Richtung der 
Kraft P, und einer darauf ſenkrechten, fo ift die eiftere Compo⸗ 
nente S°. cos O; dad virtuelle Moment ift mithin auch gleich 


dem Product aus der Kraft P in die nach der Richtung derfel- 
ben gefchägte virtuelle Gefehtwindigfeit. Das virtuelle Moment ' 
ift pofitiv oder negativ, je nachdem die Neigung (©) der Kraft 
gegen die Richtung der virtuellen Geſchwiudigkeit fpig oder 
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ftumpf ift, oder je nachdem die. in die Richtung der virtuda 
Geſchwindigkeit fallende Componente von P in dem Sinne de 


-. fer Gefchmwindigfeit oder demfelben entgegen wirft. 


Der in der Gleichung B. enthaltene Satz läßt fich nun fe 
gendermaßen ausſptechen: | 

Denft man ſich ein Syſtem in irgend einer beli: 
bigen, nur mit feinen Bedingungen verträgfider, | 
Bewegung begriffen, und, indem, es duch irgend ein 
Stellung hindurchgeht, gleichzeitig von Kräften ae | 
teoffen, zwiſchen denen Gleichgewicht beſteht; feit, 
die Summe der virtuellen Momente aller dieſt: 
Kraͤfte Rull. | 

Man fann auch aus der Kormel B. oder vielmehr aus de 
ihe gleichgeltenden A. die allgemeinen Kormeln des $. 58. be . 
leiten, und damit beweifen, daß auch umgekehrt an dem in: 
gend einer zuläffigen Stellung gedachten Syſteme Gleichgewidt 
befteht, wenn für jede mögliche (virtuelle) Bewegung von die || 
Stellung aus, die Summe der virtuellen Momente Ruf & i 
Denn fei das Epftem 3. B. zweien Bedingungen L=O, M=$, ' 
unterworfen. Man F nach A. 


xyz) oo | 
Ds ra ZuU)>° | 
dL_„(dL dx Fr dy , dLdz 
fen lm artaya taz) 
dM__ dM dx dM dy + 2)= 0. 
dt — \dı dt dydır dz dti/” 
Multiplicirt man die zweite diefer Gleichungen mit A, Die dritte 
mit zu und addirt die Producte zur erften, fo fommt: 
dM dh ' dM\dy_ 
((x5, FM) a + (iH5, dytkay 77 de 
| + (+4 „u E)=0 
Man beftimme die beiden Eoeffiienten A, u fo, daß fei | 
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oder weil cosa=sinycose, cosß=siny sine, u. ſ. w. 
Ra==\P(x cos a-4-y cosß) 
Rb==SP(ycosa—xcosß). 
Projiciet man die Kräfte eben fo auf die Ebene xz, fo erhäft 
man wieder einen Mittelpunct. Bezeichnet man die Koordinaten 
deſſelben mit.a’, c'/, fo ift 
Ra=SP(x cosa-%zcosy) 
Re=>2P(z cosa—xcosy). 
Folglich iſt 
= >P(xcosa-py cosß-+2 cos Y)—=R(a+a)—IPx cos . 


Setzt man IPxcosa—a"!Pcosa—Ra”, fo iſt offenbar 


a die Abſciſſe des Schwerpunctes der mit x, alfo mit der Mit⸗ 
telkraft parallelen Componenten der Kräfte; d. h. a‘ ift die Ab⸗ 
feiffe des Centralpunctes; und 

1=R(a-F-a’—.a”). 
Denft man fih nun an jedem der beiden Mittelpuncte in den 
Ebenen xy und xz die Kraft R in ihrer Richtung, und am Gen: 
tralpuncte diefelbe Kraft in gerade umgekehrter Richtung ange: 


bracht, und wird die Abfeiffe des Echwerpunctes diefer drei pas 


rallen Kräfte mit x, bezeichnet, fo ift offenbar x, —=a+a—a”, 
und mithin II=Rx,. 

Man bemerfe noch, daß der Werth von TI fih auch fo 
ausdrüden läßt: I=ZP/cosOds, weil dI=P(cos «dx-+--) 
2 cos Ods ift ($. 61.). Offenbar ift aber Scos©.ds die 
Projection des von dem Angriffspuncte der Kraft P durchlaufe: 
nen Weges auf die (unveränderlihe) Richtung der Kraft P, fo 
wie x, die Projection des von jenem Schwerpunete durchlaus 
fenen Weges auf die Richtung der Mittelkraft iſt; und die Be⸗ 
deutung der Gleichung I—=Rx,—=IP/cosOds laͤßt fi 
mithin folgendermaßen ausfprechen: 

Denft man fi ein Syſtem, an welchem Kräfte von uns 
veränderlichen Richtungen und Intenſitaͤten wirken, deren Mits 

13 * 
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X=+P 2), v=P(I), Z—+P —) 


r 





Je nachdem die Kraft P ihren Angriffspunct B gegen benz 
beweglichen Punct A Hinzieht oder von Ihm abftößt, muß: 
fiehenden Ausdrüden das eine oder das andere Zeichen ar 
men werden. Nun hat man nach der Formel A. int. 
wenn Gleichgewicht befteht | 

sup AH G=bdykt z—e)dz)__ 0, 

nn 

oder, weil (x«—a)dx-(y—b)dy-Hz—c)dz=rdr, mit: 
laffung von dt, " ' 
" ZHPdr=0. 
Die Stellungen des Gleichgemwichtes find alfo folche, bei wii: 
in Bezug auf die Werthe der Function SEPr das eintritt, e: 
in 8. 33. des erften Theiles ein augenblicklicher Stilftan : 
nannt worden ift, indem für diefe Stellungen die Adfeitung ne 
Function Null wird. Dabei findet in der Regel ih Baus 
die Sunction Z=Pr ein Wechſel zwifhen Ab» und Zune! 
alfo ein größter oder Fleinfter Werth Statt; doch müflen !: 
Umftände in jedem einzelnen Falle näher unterſucht mee 
Uebrigens gilt in der Kormel 2Pr das eine, z.B. wenn us 
will, das pofitive Vorzeichen von r für Kräfte, welche ihr & 
geiffspuncte gegen die unbeweglichen Puncte Hinzichen; für © 
fioßende Kräfte dagegen das andere Zeichen. 

In diefem Falle ift, wie man fieht, der Ausdrud 
3Xdx-+-Ydy-+Zdz) unmittelbar integeabel. Diefed kn: 
auch Statt, wenn die Intenfitäten der nach feften Puncten ? 
richteten Kräfte P, P’ «- nicht conftant, fondern beliebige Gun 
nen der Abftände r, r,-- ihrer Angeiffspuncte von jenen IR 
Duncten find. Es fi P=gor, P=gıir, u f. f, fo midi 
das Gteichgewicht . 
+or-drg,r.dr « =0, 
alfo im Allgemeinen die Zunction SH/gprdr ein Napa 


! 





J! 
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oder Minimum. Im diefem Ausdrucke Tann man wieder Die 
‚oberen Zeichen für anziehende, die unteren für abftoßende Kräfte 
„nehmen. 
. Der Ausdruck IX dxr-+Ydy-FZdz) iſt auch noch inte 
""grabel, wenn die Kräfte in gegenfeitigen Anziehungen oder Abs 
—ftoßungen zwifchen den beweglichen Puncten des Spftemes beftes 
hen, deren Intenſitaͤten Zunctionen der Entfernungen find. Denn 
es feien x, y, z die Coordinaten des Punctes A, x’, y’, z’ die 
"von B; r die Entfernung AB, und fr die gegenfeitige Wirfung 
- zwifchen A und B; fo find die Eomponenten der Kraft fr an A 


x=t (TE), Y=t(7T), z=t (2), 


„nd die der Kraft an B, welche der vorigen allg und ents 
1. gegengerichtet if, 


R X'=fr (£ =), Yolfr —S 2), 2 E 
"mithin erhält man, weil 

EEK) Y)ldy-AN)rlL— 2) (dz—dz)=erdr, 
„ Xdx-+-Yay-+Zdz-+-X’dx'-+-Y’dy-+Z’dz’—fr dr. 

» Folglich iſt überhaupt die Summe I(Xdx-«+)=2frdr, und 
.. mithin wieder integrabel; auch ift ihr Integral, wenn Gleichge⸗ 


. wicht befteht, im Allgemeinen ein Maximum oder Minimum, wie 
in den vorigen Fällen. 














t 63. Bemerfenswerth ift die Antvendung des Satzes der 
>» bietuellen Gefchwindigfeiten auf ſolche Faͤlle, in denen die Kräfte 
mit. unveränderlichen SIntentenfitäten in unveränderlichen Rich: 
tungen an ihren Angeiffspuncten haften, in welcher Stellung das 
Syſtem ſich auch befinde. In der Gleichung A. des 8.61. find 
alsdann die Größen X, Y, Z beftändig. Segt man X=—Pcosa; 
Y=P.cosß, Z=P.cosy, fo wird diefelbe 


ZP(cos a-dx-+cosß-dy-Fcosy-d2)==0, 
13 


l 
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fo iſt in dieſem n Sale, Für das Gfeichgemwicht, Die Function 
SP(x cos y cos B-FZ cos Yy) 


im Algemeinen ei ein Maximum oder Minimum. Man benfe 
ein beliebiges, aber nicht freies Syſtem, und es ſei die Mir 
kraft R aus allen P, P’««, welche in allen Stellungen dae & 
ftemes nad) Richtung und Größe die naͤmliche bleibt, nicht Ar. 
ferner wähle man die Are der x ihre parallel. Alsdam 
SPcosa=R, ZPcosß=0, SPcosy=0. Run pri 
man die Kräfte und Puncte des Syſtemes, in irgend einer ẽc 
fung gedacht, auf die Ebene xy, fo erhält man ein Syſtem x: 
Kräften in diefee Ebene, deren Mittelfraft wieder glei R, £: 
nicht Null ft, und welche mithin einen Mittelpunet haben. I: 
die Soordinaten defielben zu finden, verfahre man mie 8. 
Die Kräfte in der Ebene x, y, find Pcos«, P'cosa, pi: 
lel mit x, Pcosß, P’cosP' +» parallel mit y; die Eoordint 
des gemeinfamien Angriffspunctes von Pcosa und P cos? E 
x, y; u. ff. für die übrigen. 

Bei Auffuhung des Mittelpunctes muß man fi) vor 
dag die Kräfte in der Ebene xy fih um ihre Angriffspu 
drehen. - Man febe, weil cos a?-+cosß? —1—cosy’=a 
if, cosa=siny cost, cosßB=siny sine; fo ift e die Regmi 
der Kraft Psiny, d. i. der Projection von P auf die Ebene 1 
gegen die Mrex; welche Neigung allein bei der Drehung K 
ändert, während 9 ungeändert bleibt. Eben fo fi ans 
=siny cose, cos =sinysne; u. f. fi Nennt man 8 
ı die. Neigung der Refultante gegen die Are x, nad ein. 
wiffen Drehung der Kräfte, durch welche zugleich die Winkl i 
Ed, in ed, ed,» übergehen, und werden die Eoordinit 
des Mittelpunctes durch a, b bezeichnet, fo hat man, nad $? 


B(bcosv—a sin V)=ZPsiny(ycos(vHE)—x sin(uR)) 
Hieraus folgt, wie in 8. 20. 
Ra— IP siny(xcose-++-y sine) 














Rb=SPsiny(y cose—xsine),) 


- 
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. ze 
Vertauſcht man die: Buchſtaben y und.h mit x und ©, fd er⸗ 
hält man ?+G’= +9)", wie in 6.42... . 


Y, .mz kl 

64. Man denfe ſich noch einen ſchweren und. magnetiſchen 
Körper, wie in g. 38. Die magnetiſche Kraft wird hiet, wie 
an jarer Stelle, ohne Ruͤckſicht auf die Väriationen, welchen fid 
bekanntlich unterworfen ift, als unveränderlich betrachtet. Soll 
diefen Körper in einem Puncte A befeftigt, in Ruhe bleiben, fo 
müffen die an ihm wirkenden Kräfte fich durch eine einzigerens 
fegen laſſen, deren Richtung durch den Befeſtigungspunct "geht. 
Das an. der Centralaxe wirkende magnetifhe Paar muß 
mithin mit der Refultante der Schwerfräfte am Schwerpuncete 
in einer duch) -A. gehenden Ebene liegen. Es ſei ABD- Yiefe 
Ebene (Fig. 40.), BD die. Eentralage, D.der Schwerpunct; die 
verticale DP ftelle das Gewicht des Körpers, (Bm, Dm’) das 
magnetifhe Paar, MR die Refultante dar, welche parallel 
und gleih GP ift; fo muß MR durch A und zugleich durch 
den Mittelpunet M der Kräfte des Spftemes gehen, und der 
Punct M fich mithin in der durch A gehenden Berticalen befin- 
den. Diefe Bemerkung liefert ebenfall& ein Beifpiel zu dem Sage 
des vorigen 8. in Bezug auf Kräfte, die einet Ebene parallel 
find; der Leſer wird fich daffelbe bei einigem Nachdenken felbft 
genauer zu erläutern im Stande fein. Wenn blos von der Stel: 
lung des ficheren Sleichgemwichtes die Rede ift, fo muß M unter 
A und uhteir der Eentralare liegen. Der Punct M ift einer der 
beiden Durchſchnitte des Kentralfreifes mit der Ebene ABD. 
Würde der Körper in einem anderen, ebenfalls oberhalb BD in 
der Ebene ABD befindlichen Punct A’ befejtigt; fo würde in der 
Stellung des fihern Gleichgewichtes wieder der nämliche Punct 
M in der Berticalen unter A’ liegen. Dies giebt den Gap: 
Wird ein ſchwerer und magnetifcher Körper nach einander in ver: 
ſchiedenen Puncten befeftigt, die alle in einer und derfelben duch 
die Gentralage gehenden Ebene und auf derfelben Seite diefer 


x 
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telkraft R nicht Null ift, durch eine mit feinen Bedingung 
verträglihe Bewegung aus irgend einer Stellung in eine an 
gelangend, fo ift das Product aus der Intenfität der Mittelker 
in die- Verfchiebung eines gemwiffen Punctes, der ſich in it: 
Stellung des Syſtemes conftruiren (äßt, nach der Richtung jar 
Kraft, gleich der Summe der Produfte aus jeder Kraft in d 
Verfchiebung ihres Angriffspunctes, nach der Richtung der Krıt 
Jener Punct aber wird gefunden, wenn man das Epftem tr 
zwei gegen einander fenfrechte, der Kraft R parallele Emm 
projicet, an jedem der Mittelpuncte beider Projectionen ik, 
Kraft in ihrer Richtung, zugleih am Centralpuncte diefelbe fer 
in umgefehrter Richtung anbringt, und von den drei paralda 
Kräften CR, R, —R) den Schwerpunct fucht. 

An den Stellungen des Gleichgewichtes (folche giebt er 
doch, weil die Mittelkraft nicht Null ift, nur dann, wenn ii 
Spftem nicht frei ift) ift die Verfchiebung dieſes Schwerpunn 
nach der Richtung der Mittelkraft, im Allgemeinen ein Rr 
mum oder Minimum. j 

Iſt dagegen die Mittelfraft Null, fo Fann man mur (ar 
daß in jeder Stellung des Sleichgemwichtes die Summe der * 
ducte aus jeder Kraft in die Verſchiebung ihres Angriffipu« 
nach der Richtung der Kraft, im Allgemeinen ein Mapimun dr 
Minimum if. Diefer Fall bleibt im Folgenden, mie biehc 
ausgefchloffen. 

‚Sind insbefondere die Kräfte alle einer Ebene (fe fü) 
parallel, fo erhält man, 

I=2P(x cosa-$y cosß) 

weil cosy=0, cosy'—=D0, u. ſ. fe Der vorfichende Antnl 
bezieht fih auf den Mittelpunet, welcher durch Brojection du 
Kräfte auf die ihnen parallele Ebene xy erhalten wird; die Mr 
ſchiebung deſſelben nach der Richtung der Mittelkraft, oda ii 
Abftand von einer auf diefer Richtung fenfrechten unvrräne; 
hen Ebene tft alfo, im jeder Stellung des Gleichgewichtes, F 
Allgemeinen ein Maximum oder Minimum. 
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Um diefen Sat an einem möglichft einfachen Belfpiele an⸗ 
ſchaulich zu machen, fei ABCD (Fig. 39.) ein biesfames Vieleck, 
deffen Endpuncte A, D unbeweglich oder auf zwei in einer und 
derfelben Ebene befindlichen Eurven aa’, dd, beweglich find, und 
deffen Spigen B, C ſich ebenfall von diefer Ebene nicht ents 
fernen fönnen. Auf die Puncte B, C wirken zwei nach Rich⸗ 
tungen und Intenſitaͤten unveränderlich gegebene Kräfte P, Q, 
beide in der Ebene des Vieleckes, deren Mittelfraft niht Null 
ſei. Diefe ift mithin nah Richtung und Intenſitaͤt ebenfalls 
unveränderlih. In der Ebene des Vieleckes ziehe man eine bes 
liebige, aber unveränderliche Gerade (fie fei KN), ſenkrecht auf 
der Richtung der Mittelfraft. Giebt man nun dem Bielecfe 
irgend eine Stellung, fo wird man den Mittefpunct M der Kräfte 
P, Q auf die befannte Weife conftreuiren Fönnen, und wenn die 


. Stellung diejenige des Gleichgewichtes ift, fo ift der ſenkrechte 


Abftand des Mittelpunctes (MG) von der feften Geraden KN 


. (in dem durch Fig. 39, dargeftellten Falle) ein Maximum, oder 


mit anderen Worten, der Mittelpunct M ift, in der Stellung des 
Gleihgewichtes, in der Richtung der Mittelfraft möglichft weit 
vorgefchoben. 


Sind endlih alle Kräfte einander parallel, fo iſt in dem 


obigen Werthe von IT auch noch cosß=0, cosß'=0, u f. fu 


mithin TN=ZPxcosa=2=&Px, . meil cosa?—1, 
cos ?==1,..; alſo ift in diefem Falle der Abftand des Mits 
telpunctes der parallefen Kräfte von einer auf der Richtung der 
Mittelfraft fenfrechten Ebene ein Maximum oder Minimum. 
Nach diefem Gefege muß z. B. der Schmwerpunct irgend eines 
nicht freien Spftemes von ſchweren Puncten oder Körpern, wenn 
diefes in der Stellung des Gleichgewichtes ruhen foll, tiefer lies 
gen als in jeder anderen. Derfelbe koͤnnte freilih, nach dem 
naͤmlichen Gefege, auch fo hoch als möglich liegen, weil jedoch 
das Gleichgewicht alsdann offenbar unficher fein oder durch die 


kleinſte Störung gänzlich ‘aufgehoben werden würde; fo Tann 


ein Körper in der Natur, in welcher es niemals am ftörenden 
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Are fich befinden; fo trifft in der jedesmaligen Stellung des ſiche 
sen GSleichgewichtes die durch den Befeſtigungspunct gejegra 
Verticale immer einen und deufelben Punct des Körpers, näm 
lich den auf der anderen Seite der Eentralare liegenden Durch⸗ 
ſchnitt des Eentralfreifes mit jener Ebene. 

>: Wenn man den Körper, anftatt in A, in MI befefist, fo 
beſteht ebenfalls Gleichgewicht, welche auch durch Drehung ım 
eine duch M gehende auf der Ebene ABD fenfrechte Are nik 
seftört wird. Der magnetifhe Körper wird mithin aſtatiſch, 
wenn man diefe Are unbeweglich macht. 

Auch Aber den allgemeinften Zall eines Syſtemes unveris 
derficher Kräfte an einem feſten Körper, in welchem eine Central⸗ 
Ebene Statt findet, ließen fich ähnliche Betrachtungen anſtellen, 
weiche zu dem allgemeinen Gabe des vorigen F. Beifpiele lief 
wuͤrden; dieſe muͤſſen jedoch, befchränkten Raumes wegen, bi 
wegbleiben. 
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Dhnamik. 


Bewegung eines Puuctes. 


65. Es fein P und P’ die ntenfitäten zweier Kräfte, 
toelche demfelben mateiriellen Puncte beziehungswelfe die Ge⸗ 
fhwindigfeiten v und v’ ertheilen, fo hat man, weil die Kräfte 


den Gefchwindigfeiten proportional find, die Gleichung a > , 


oder der Quotient = ift, für denfelben Punct, eine under: 


änderlihe Größe, welche die Maffe des Punctes genannt 
wird. Nah dieſer Erklärung kommt die Einheit dee Maffe 
demjenigen Puncte zu, melhem die Einheit der Kraft die 
Einheit der Geſchwindigkeit mittheilt. Die Einheit der Ges 
fhmwindigfeit ift aber diejenige gleichförmige Geſchwindigkeit, 
vermöge deren in der Zeiteinheit die Längeneinheit durchlaufen 
wird. Kennt man die Gefchwindigkeit vw’, welche eine Kraft 
von befannter ntenfität P’ einem Puncte ertheilt, fo er 
giebt ſich die Maſſe m deffelden aus der Gleichung =, 
und für jede beliebige Kraft P und entfprechende Geſchwindig⸗ 
fett v gift, bei demfelben Puncte, die Gleichung P=mv, aus 
welcher nunmehr wieder die Intenſitaͤt irgend einer Kraft P ges 
funden wird, wenn die Ihr entfprechende Geſchwindigkeit v z. B. 
aus Beobachtung befannt iſt. Das Product aus der Maffe eis 
nes Punctes in feine Sefchwindigkeit heißt fein Bewegungs: 
moment. Ertheilt diefelbe Kraft P einem anderen Puncte von 
der Maffe w, die Gefchwindigkeit v., fo ift wiederum P=un,v;, 
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und mithin mv, —mv; d. h. die Geſchwindigkeiten, we 
gleiche Kräfte zweien Puncten erthellen, verhalten fich umgelche 


wie deren Maffen, oder mit anderen Worten: gleiche Kräfte m: 
theilen allen Puncten gleiche Bewegungsmomente. Weberhau 


aber fieht man, daß jedes Bewegungsmoment einer gewiſe 


Kraft gleich gilt. 


Die Kräfte in der Natur ändern die Geſchwindigkeiten her 
Angriffspuncte nie augenblicklich um endliche Groͤßen, fonden 
die Aenderung der Gefchwindigkeit einer unendlich kleinen au | 
ift immer unendlich Flein, wenn gleich nicht felten, z. B. bei den 
Stoße der Körper, große Aenderungen fo rafch erfolgen, daß k 
für augenblicklich gehalten werden. Kräfte, welche die Geſchwir 
digkeiten ihrer Angriffspuncte, durch ftetige Eintoirfung, in ein 
unendlich Fleinen Zeit unendlich wenig ändern, nennt man übe 
haupt befchleunigende Kräfte; die in der Natur vorhande 
nen find folhe. Da es aber in Bezug auf die zuletzt hervor: 
hende zufammengefegte Geſchwindigkeit eines Punctes einerla it, 
ob die Kräfte, welche dazu beitragen, gleichzeitig oder nad) fir 
ander angebracht werden, fo ift auch die Geſchwindigkeit, med 
ein Punct, duch die während einer beliebigen Zeit ftetig fort 
dauernde Einwirkung befchleunigender : Kräfte, am Ende die 
Zeit erhält, diefelbe, welche cr auf einmal erhalten würde, wen 
alle diefe Kräfte gleichzeitig auf ihn wirkten. Man denke ff 
zunächft eine gleichförmig befchleunigende Kraft, d.h 
‚ eine ſolche, welche immer in derfelben Richtung wiett und ihn 
Angeiffspuncte in gleichen Zeiten Immer gleiche Gefchwindigfati 
ertheilt. Wirkt diefe Kraft während der Zeiteinheit auf eimm 
Punct, deſſen Mafle der Einheit gleich fein mag, und bejeihnt 
man mit X die Gefchwindigkfeit, welche der Punct nach Ablauf 
der Zeiteinheit durch fie erhalten hat, fo druͤckt die Zahl X ww 
mittelbar auch die AIntenfität Der Refultante aus allen Elemm: 
tarkräften aus, welche während der Dauce der Zeiteinheit auf 
den Punct wirkten, und in diefem Sinne ift fie das Mach de 
ı $ntenfität der gleichförmig befchleunigenden Kraft. Theilt mar 








Ä 
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ferner die Zeiteinheit in n gleiche Theile, fo. ift 2. X die Ge. 


fchtoindigfeit, welche der Punct durch die Einwirkung der Kraft 
während der Dauer eines ſolchen Theiles erhält, weil die Kraft 
feine Geſchwindigkeit, nach ‘der Vorausſetzung, in gleichen Zeiten 
überhaupt um gleich viel ändert. Für ein unendlich großes n 
geht der nte Theil der Zeiteinheit ein unendlich kleines Zeiteles 
ment dt über, und mithin ift die Zunahme der Gefchwindigkeit 
des Punctes, während der Zeit dt, gleih Xdt. Stellt man fich 
alfo die Kraft parallel der Are der x vor, und bezeichnet dem⸗ 
gemäß (f. $. 60.) die diefer Are parallele Geſchwindigkeit des 


Punctes mit SE, fo wird die Zunahme dieſer Geſchwindigkeit in 
der Zeit de duch a (2) ausgedrückt, und mithin echäft man 


a 5) —Xdt. Dieſes gilt für die Einheit der Maſſe. Wirkt 


aber die Kraft X auf einen Punct, deffen Maffe überhaupt gleich 
m iſt, fo ift Xdt nicht die Zunahme feiner Geſchwindigkeit, ſon⸗ 


dern vielmehr die ſeines Bewegungsmomentes (m 2); mithin 
hat man alsdann: ma) —Xdt, oder, in fo fern man t - 


als unabhaͤngige Veraͤnderliche betrachtet, und mithin (7 F 1) 
2 
d’x 
Diefe Gleichung gilt auch, wenn die nach der Richtung der x 
wiefende befchleunigende Kraft nicht unveränderlich iſt, wie bis⸗ 
her angenommen marden. Alsdann bedeutet in derjelben X die 
Geſchwindigkeit, welche die Kraft einem Puncte von der Einheit 
der Maffe, wenn fie mit der nämlichen Intenſitaͤt während der 
Dauer der Zeiteinheit auf ihn wirkte, am Ende diefer Zeit ers 
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gehemmt wird, an demfelbeu Drte auf der Erdoberfläche, in g 
chen Zeiten um gleihe Höhen fallen; Hieraus folgt, daß die J 
tenfität, mit welcher die Schwere auf jeden Körper wirkt, de 
Maſſe deffelben proportional ift. Ferner zeigt die Beobadtun; 
daß die Geſchwindigkeit bei dem Kalle der Zeit, oder, mas de 
felbe ift, daß die Kallhöhe dem Quadrate der Zeit propoetimd 
tft; hieraus folgt, daß die Schwere, in der Nähe der Erdobe 
fläche, eine gleichförmig befchleunigende Kraft if. Die Gefhne 
digkeit, welche fie einem Körper in der Zeiteinheit ertheilt, pi: 
man mit g zu bezeichnen; diefe „Zahl g drückt mithin auf‘ 
Intenſitaͤt aus, ‚mit welcher die Schwere auf die Einhät de 
Maffe wirkt, und ift demnach überhaupt das Maaf der Yıta 
fität der Schwere, für irgend einen Det an der Erdoberfiak 
Auf einen Körper, deffen Maſſe fich zu der als Einheit ne 
nommenen verhält wie m: 1, wirft die Schwere mit der Ye 
fität mg; diefes Product nennt man das Gewicht des Kine 
Demnach find, an demfelben Drte der Erdoberfläche oder die 
haupt für gleiche Werthe von g, die Gewichte der Körper da 
Maſſen derfelben proportional; daher fih die Derhäftmfe w 
diefen aus jenen, bei irdifchen Körpern, duch Waͤgung bir 
men laſſen. 

Um den Werth von .g in Zahlen anzugeben, muß en be 
ftimmte Zeiteinheit und eine Längeneinheit angenommen werde 
Dos Zeitmaaß liefert die Natur felbft; denn nach den gem 
ften Beobachtungen ift die Zeit, in welcher die Himmeldfugdm 
fcheinbare, oder die Erde eine wirkliche Umdechung um ihre it 
vollendet, unveränderlich ſich gleich; man nennt diefelbe ma 
Sterntag. Ein Sonnentag dagegen iſt die Zeit eines ſcheinban 
Umlaufes der Sonne um die Erde. Seine Dauer beträgt em 
mehr, als die eines Sterntages, und ift überhaupt im Laufe W 
Jahres veränderlich; ihr mittlerer Werth heißt ein mittler Ew 
nentag und beträgt 1,0027379 mal fo viel als ein Steratn, 
Gewöhnlich rechnet man nach mittlen Sonnentagen, deren AM 
in 86400 gleiche Theile, Secunden (mittler Zeit) genannt, ge 
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theilt wird. Werden nun die Secunde mittler Zeit und der 
preußifche oder cheinländifhe Fuß als Cinheiten angenommen, 
fo beträgt, nad) den fchärfften Beobachtungen, der Werth von g 
zu Berlin 31',2649. Diefer Werth ändert fich ‚für verfchiedene 
Drte der Erdoberflähde um Fleine Größen, nimmt auch von je⸗ 
dem Drte nach der Höhe zu ab; für geringe Höhen ift jedoch 
die Abmahme, den Beobachtungen fowohl wir theoretifchen Grün: 
den zufolge, ganz unmerklich. 


67, Bedeuten X, Y, Z die Componenten einer befchleuni- 
genden Kraft, welche auf einen frei beweglichen Punct von der 
Mafle m wirft; fo ergeben fich zur Beftimmung feiner Bewe⸗ 
gung, nach den in $. 64. entwickelten Grundfägen, fofort Pr 
gende Gleichungen: 

d’x d? d?z 


ay_ AZL_y 
MR ——X, mar —=Y, berg =zZ 1. 


Die Aufgabe befteht nun, wenn X, Y, Z als Zunctionen bee - 


Soordinaten und etwa noch der Zeit t gegeben find, allemal 
darin, durch Integration der vorftehenden zu drei endlichen Glei⸗ 
ungen zwiſchen x, y, z, t zu gelangen, oder die Coordinaten 
als Zunctionen der Zeit zu beftimmen. Die fech3 Conftanten, 
welche bei der integration erhalten werden, laſſen ſich finden, 
wenn 3. B. die Eoordinaten ‚des Punctes und die drei Compo⸗ 
nenten feiner Gefchroindigfeit für einen gegebenen Augenblick 
befannt find. 

As einfaches Beiſpiel diene hier die Bewegung eines gewor⸗ 
fenen Körpers im leeren Kaume, bei unveränderlih gedachter 
Schwere. Es ift klar, daß die Bahn eben fein muß; ihre Ebene 
fei xy; die Are x vertical und poſitiv nach oben; fo hat man 

2 2 
= -& ==, 


und durch Integration: Set, 9 dy —k. Es ſei u die 


Anfangsgeſchwindigkeit, für t=0, i ir Neigung gegen den 
14° 


l 
Sn 


A — — 
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Horizont, fo wird c=usini, k=ucosi, und mithin, wenn 
man weiter intregiet, x=u sinict—4gt?, y=ucosi-t; mo 
für t==0, x und y glei Null angenommen ſind. Durch Eli⸗ 
mination von t folgt: 
2uꝰ cos i?-x=u?y sin i—gy?, 

oder, wenn die zur Gefchtwindigfeit u gehörige Fallhoͤhe gleich 
h, und demnah u?=—=2gh geſetzt wird: 

⸗ 4h cosi? -x=—=2hy sin 2i - 
oder auch (y—h sin A)? —4h cos iꝰ (h sin i?—x). 
Diefe Gleichung giebt eine Parabel, deren Parameter gleich 
4h cos i? ift, deren Scheitel die Eoordinaten x’=hsini”, 
yshsin2i, und unter allen Puncten der Eurve die Höchfte 
Lage hat. 


‚68. Bezeichnet man “ Geſchwindigkeit eines Punctes mit 


dx_dx de_ dx 
v, fo if, ö 8. 60., =®. Kerner ift Fri Fir hf Fr 


. eben 0 I= 3, n. Durch Differentiation dieſer 


—*8* erhält man, tie bisher t als unabhängige Veraͤn⸗ 


derliche betrachtend, 
a) dx dv 


= dt. — t% dt 
| dx dsd?x—dxd?s dsd?x—dxd?s 
Run iſt d ds = arm; 


weil de=vdt; mithin | 
d’x__dsd’xs—dxd?s s dx dv 


ad = Mg dt 


ds? ds " 


Aehnliche Ausdräcde ergeben ſich fü = und — F. Bezeichnet 


man ferner den Kruͤmmungshalbmeſſer der Bahn, in dem Orte 








ES I Be 2 


x 
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‚ des Puncted zue Zeit t, mit o, und die Coordinaten des Kruͤm⸗ 


mungsmittelpunctes mit a, b, c, fo hat man 
dxd?s—dsd’x__ dx dad?s—ds? d’x _x—a 
dd 77/ 
und ähnliche Formeln in Bezug auf b und y, c und z (diefe 
Kormeln find in 8. 44. bewiefen, wo hernach nur noch d?s=—0 
gefegt wurde, was Hier nicht gefchehen darf); mithin erhält man 
d’x__ v _ d« dv x 


dt? J— 8557 

X dy ‚v_Y 
dt? — 0 b)+7,' dt m 
d’z v dz dv Z. 
der — = Ir 


Zur Vereinfocheng nehme man den augenblicklichen Dr des 
Punctes zum Anfange der Koordinaten, die Richtung des Kruͤm⸗ 
mungshalbmefjers, nach- dem Krümmungsmittelpuncte hin, zur 
Are der pofitiven x, die der Geſchwindigkeit v zue Age der po- 
fitiven y, fo wird in den vorfiehenden Kormeln x=0, y==0, 
z==0, dı=0, dy==ds, dz==0, b==0, c=0 und a==e, zu⸗ 
gleich aber E pofitiv; mithin erhält man Z=0, und 
v? 


dv 
mn nT=Y. 


Hieraus folgt: Die befchleunigende Kraft läßt fich in jedem Au⸗ 
genblicke in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine (V) 
in der Richtung der Tangente, die andere (X) in der Richtung 
des Kruͤmmungshalbmeſſers der Bahn wirkt. In der That be⸗ 
darf es Feiner weitläufigen Erlaͤuterung, daß die Richtung der 
befchleunigenden Kraft in jedem Augenblicke in der anfchließenden 
Ebene der Eurve Yiegen muß; dies ift e8 aber, was der vorher: 
gehende Sag befagt. Die Yntenfität der erfigenannten Compo⸗ 
nente (Y) ift dem Momente der rise Befchleunigung des 


Yunctes in feiner Bahn Ge ET) gfeih, und fie iR pofi 
14* 
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oder negativ, je nachdem fie die Geſchwindigkeit v, mit welche 
der Punct in feinem Orte zur Zeit t anlangt, zu vermehren oder 
zu vermindern ftrebt. Die normale Componente X Dagegen ik 


gleich =, und dieſer Werth iſt, wegen der Wahl der Coordi 


naten, wefentiid pofitiv; d. h. diefe normale Componente ftrebt 
unter allen Umftänden den Punct dem Krümmungsmittelpunct 


zu nähern, oder fie hält dem Beſtreben des Punctes, fich in te 


Richtung des Halbmeſſers von dem Mittelpuncte der Krümmung | 


zu entfernen, Gleichgewicht. Dieſes Beſtreben heißt die Schwung⸗ 


kraft. Um feine Entſtehung deutlich einzuſehen, darf man nur | 


bedenfen, daß das Bemegungsmoment des Punctes am Ende jet 
unendlich Fleinen Zeittheiles dt ſich zuſammenſetzt aus dem Be— 
wegungsmomente mv, welches er am Anfange dieſes Zeitelemen 
tes beſaß, und dem Bewegungsmomente Pdt, welches ihm durd 
die beſchleunigende Kraft P ertheilt wird; man kann ſich dabä 
ohne Weiteres die Bewegung waͤhrend des Zeitelementes als 
gleichfoͤrmig, und die Wirkung der Kraft P bloß am Ende des 
felben augenblidlih Statt findend, vorftellen. (Der Fehler ik 
ein ‚unendlich Kleines der zweiten Ordnung.) Es fei m(v-4-dr) 
diefes reſultirende Bewegungsmoment, &. der unendlich ffcine 
Winkel, den feine Richtung (d. h. die Richtung der Gefchwirs 
digkeit v-+dv) mit der Richtung des vorigen nv, und © der 
endlihe Winfel, den fie mit der Richtung der Kraft P bilde. 
» Man zerlege die Bewegungsmomente mv und Pdt nach der Kid: 
tung des vefultivenden und nach einer darauf fenfrechten; fo 
find die Componenten mvcose und mvsine, Pcos Odt und 
Psin®©dt; und mithin ift das reſultirende Bewegungsmoment: 


m(v4-dv)=mt cos 6+-P cos * dt. 


un iſt aber e unendlich klein und gti © —, wie befannt; tie 


Differenn v—v.cose ift daher ein umendtic Kleines der zweiten 
. Dednung, alfo hier Null; und mithin it mdv==P cos Odt. er 
ner müffen die auf der Richtung des vefulticenden Bewegungs; 
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momentes fenfrechten Componenten einander Gleichgewicht hal: 
ten; dieſelben find? mvsine und Psin®dt; oder, meil 


in, fo find. fe "de und Pin Odı; 


beide müffen mithin einander gleich fein, alfo Peine); 


tv. 3. b. w. Die Schtwungfraft ift demnach nichts Anderes, als 
die auf der Richtung des reſultirenden Bewegungsmomentes 
fenfrechte Componente des unmittelbar vorheegehenden Bewe⸗ 
gungsmonientes; fie gilt einer befchleunigenden Kraft gleich, welche 
den Punct von dem Mittelpuncte der Krümmung feiner Bahn 
zu entfernen fteebt und deren Intenſitaͤt durch den Quotienten 


mvs mv? 
Tuer ausgedrückt werden muß. 


69. Wenn der Punct auf einer. läche-oder Eurve zu blei⸗ 
ben gezwungen ift, fo wirkt auf. ihn außer der befchleunigenden 
Kraft noch ein Widerftand N, deffen Somponenten N cos o, 
Ncosß, Ncosy fein mögen; alddann man 

„mix 

u TI 
Gefchieht insbefondere die Bewegung auf ae Curve, Deren 
Gleichungen L=0, M==0 feien, fo ift N die Refultante der 
von beiden Slächen L, und M dargebotenen Widerftände, Da. 
diefe normal find, fo möffen fi & ihre Eomponenten ausdrüden 


—=X-+Ncoso, n = =Y-++-Ncosß, m 





laffen durch an, “.., ui, os und mithin Fann man ſeken 


—— =, u. ſ. f.; alſo anſtatt 1. 


d’x dL, dM d’y_.: 
HH matt 


d’z ,„ AL dM 
TE wrirgtez 
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-Diefe Gleichungen gelten auch, wenn der Punct auf einer Fit: 
bleiben muß; it L=0 ihre Gleichung, fo braucht man m 
ud zu fegen. Zür einen ganz freien Punct wäre nod A=i 
Die Kormeln 2. umfaffen mithin alle Fälle Multiplicirt me 
diefelben der Reihe nach mit dx, dy, dz, und addirt die Ir 
ducte, fo fallen A, u heraus und man erhält: 

n ded?s 

dt? 


Wird die befchleunigende Kraft VX*+-Y’4+-Z* mit, die: 
ſchwindigkeit * mit v, und der Winkel, den die Richtungen m 


beben mit einander bilden, mit © bezeichnet, fo Hat mx 
xo+Y Z+ZE=P 0050. (Bgl. ©.188. Man fan ut 
den Bereit in$. 83. ©. 131. hier antvenden, wenn man m 


anftatt Babencurse Bahn fie.) Die Gleichung 3. wird be 
nad mV Fr T=Pcos®, welche fon im vorhergehenden $. ſt 


einen freien Punct gefunden wurde. Sie gilt alfo auch, ma 
der Punct auf einer Fläche oder Curve geht. Wirken auf der 


felben Feine befchleunigenden Kräfte, fo tft P=0, alfo ne) 


mithin die Gefchtwindigfeit unveränderlih. Der Punct geht die 
auf der Flaͤche oder Curve mit unveränderlicher Geſchu 
digfelt fort, fobald die befchleunigenden Kräfte zu wirken auf: 
ven. Es verſteht fih jedoch von felbft, daß der Werth von ' 
fi ändern wird, wenn der Punct in feiner Bahn auf Epipt 
=p c0s9 m 
fo lange unverändert gilt, ald der Contingenzwinkel (e) der Bahr 
unendlich blein, und mithin v—vcose ein unendlich Kent 
zweitee Ordnung iſt. (Man fehe den vorigen $., gegen du 
Ende.) Bewegt ſich der Punct ohne Einwirkung befchleuniger 
der Kräfte auf einer Zläche, fo if feine Bahn der Art, daß if 





—Xdx+Ydy-+Zdz. 3. 


ſtoͤßt; wie denn uͤberhaupt die Gleichung m 
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Krüämmungshafbmeffer in die Normale der Fläche fällt. Denn 
Da die Geſchwindigkeit unveränderlich iſt, fo iſt ds==cdt, c eine 
Sonftante; folglih wenn d?t=0, auch d’s==0; und mithin 

2 ‘ j 
um = 2, en; ; u. ſ. f. Zugleich find in 2. die 
Srößen X, Y, Z, u Null; mithin, nah 2, 

d’x, d’y, d’z_ _dL.dL,.dL 
ds?’ des‘ Fr — dy "dz’ 

woraus nad 8. 44. das Vehauptete folgt, weil  Abzd.di 
==p:qg: —1. Uebrigens ift dieſer Sat auch ohne alle Rech: 
nung einleuchtend. Denn da die Schwungfraft in der Richtung 
des Krümmungshalbmeflers wirft, und der normalen Compo⸗ 
nente der. befchleunigenden Kraft Gleichgewicht hält; da ferner 
die befchleunigende Kraft hier nur in dem Widerftande der Fläche 
befteht, defien tangentiale Componente Null ift; fo folgt erftens, 
daß die Beſchleunigung Null, mithin die Gefchwindigkeit unver: 
änderlich ift, und zweitens, daß die Schwungfraft dem Widers 
ftande der Flaͤche entgegen wirken, alfo der Krümmungshalb: 
meffer der Bahn in die Normale der Fläche fallen muß; 
w. z. b. w. 


70. Da ie =vdv, fo fann man die Sleicheng 3. 


auch ſo ſchreiben: 
3md(v’)=Xdx-+-Ydy-+Zdz 1.a. 
oder ud Hmdlv?)=P cos Ods. 1.b. _ 


Das halbe Product aus der Maſſe eines Punctes in das Quas 
drat feiner Gefchwindigfeit nennt man feine lebendige Kraft. 
Die Gleichung b. befagt mithin: Die Zunahme an lebendiger 
Kraft, während des Zeitelementes dt, ift gleich dem Producte 
aus der Intenfität der befchleunigenden Kraft in die unendlich 
Fleine Verſchiebung ihres Angriffspunctes nach der Richtung der 














> 
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Kraft. Dieſes Product iſt poſitiv oder negativ, oder die lebe 
dige Kraft wird durch die beſchleunigende vermehrt oder vermı. 
dert, je nachdem diefe mit der Richtung der Bewegung eine 
fpigen oder ftumpfen Winkel bildet. Man könnte nach S. 6%. 
geneigt fein, dieſes Product, noch durch de dipidirt, al: 


 Pcos®. m, das virtuelle Moment der Kraft zu nennen; es 3 


jedoch zu erwägen, daß * hier nicht jede beliebig gedachte (vir 


tuelle), fondern nur die wirkliche Geſchwindigkeit ift, und mi 
hin die Benennung virtuelles Moment bier nicht in ihrer gehen: 
gen Bedeutung angewendet werden würde. 

Menn der Ausdruck Xdx+-Ydy-+Zdz ein vollftäntise | 
Differential ift, oder wenn ſich eine foldhe Function TI von ». 
y, 3 finden laͤßt, daß 

— EEE ————— 


iſt Beiſpiele ſtehen in F. 62. und 63.), ſo erhält man Imd(57) 
di, und Durch Integration 


y 
- mv? =II-FConst, 


Sind nun vo und II, die Werthe von v und TI für einen bi 
fiimmten Augenblick der Bewegung, fo mird Iimv,’= 
Hot Const., mithin 


nv? ==3mv,?-+-II-II.. 2. 


Die Gefhmwindigkeit v iſt alfo immer die nämfiche, fobald zur 
I den nämlihen Werth hat, ungeachtet dabei die Abrigen Um; 
ftände der Bewegung noch ſehr verfchieden fein Finnen. Daı 
eine Zunction der Coordinaten des Punctes zur Zeit t, und I, 
diefelbe Function feiner Coordinaten zur. Zeit to iſt, fo erhält 
man, wenn II==a, II,=a, gefeht wird, wo a, a, Conftanten 
find, zwei Zlächen (FI und I1,), von deren einer (II,) der Punct 
zur Zeit t, mit der beftimmten Sefchwindigfeit v, inirgend einer Rich⸗ 
tung ausging, um auf der ztveiten II zu irgend einer Zeit t anju⸗ 
langen, Diefe Bewegung mag nun frei oder auf vorgefchriebe 





+ 
® 
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1er Bahn gefchehen; fo lehrt die in jedem Kalle gültige 
Bleichung 2., daß der Punct auf der $läche TI immer mit der: 
feiben Geſchwindigkeit anlangt. ft 3. B. die befchleunigende 
Kraft die Schwere, und nimmt man die Are x vertical und pos 
fitio nach unten; fo wird? X=mg, Y==0, mithin diI=mgds, 
YI=mgx, und nad 2, 
zr’=ıiv’ HR 3. 0 
Die Flaͤche TI und TI, find hier Horizontale Ebenen, denn’ Ihre 
Gleichungen find ex=a, gr, —a,. Ein ſchwerer Körper langt 
alfo, von einer horizontalen Ebene nach einer anderen fallend, 
bei gleicher Anfangsgefchtwindigfeit, immer mit der nämlichen 
Geſchwindigkeit in der zweiten Ebene an, welche Bahn er au 
inzroifchen durchlaufen habe. Dder wird 5.2. ein ſchwerer Koͤr⸗ 
per im leeren Raume ſchief in die Hoͤhe geworfen, ſo iſt ſeine 
Geſchwindigkeit in jedem Punete ſeiner Bahn derjenigen gleich, 
welche er, mit der naͤmlichen Anfangsgeſchwindigkeit gerade 
aufwärts geworfen, in der. gleichen Steighöhe befigen würde, 
In der That erhält man, nach den hier gegebenen Kegeln, für 
die Gefchwindigfeit des geworfenen Körpers ous $. 67. die Glei⸗ 
hung 4v?=4u?—gr, oder weil u?=2gh, v?==2g(h—x), 
welcher Ausdruck nur von der Anfangsgefchtwindigfeit u und der 
Steighöhe x, nicht aber von der Richtung von u abhängt, wie’ 
"erforderlich. ’ 
71. Es fei insbefondere die Anfangsgefchwindigfeit eines 
ſchweren, frei oder. in vorgefchriebener Bahn fallenden Körpers, 
Null; und der Anfangspunct der Bewegung auch Anfang der 
Coordinaten; fo erhält man aus der Gleichung 3. des vorigen $., 
da vo—=0, x,—0, die Gfeihung — ”, x die Fallhoͤhe 


ft. Aus derfelben folgt, weil ‚=S, dt= —— wor ‚ und mit: 
fe ds ds dx | 

in die Fallzeit t— 

‚ hin die Fallzei Vox dx 5 Kennt 


man die Curve auf welcher ſich der Yunc bewegt, ſo kann, wie 
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man ſieht, die Fallzeit aus dieſem Ausdrucke ſofort gefunda 
werden. Maͤn kann auch fragen, auf welcher Curve der Körp 
: fallen ug, um von einem gegebenen Puncte Anoch einem a 
deren tiefer liegenden B in Fürzefter Zeit zu gelangen. Died i 
eine fehr einfache Aufgabe dee WBariationsrechnung; dem of 


bar muß das Integral SE "de 175 ‚ In welchem h den Höhe 


unterſchied zwifhen A und B — ein Minimum fa 
Kun if, wenn man nad) y und z varirt, befanntfich 





_dyddy  dzödz 
Ia= ea tu ° 








und mithin, da bie Variation des obigen Integrales verfhwe 
den muß, - 


—( * 
daher durch sin — 


dy _ 
ST: x ds — ——— ds %2 = 
Iſt eine ducch die Grenzpuncte gehende Flaͤche gegeben, auf me 


cher der Punct beiden foll, fo hat man ı+=(F) dy=d 


und mithin 
(+ )= 


als Gleichung der Eurve tes ſchnellſten Falles, auf diefer Flüge 
Wenn aber Feine Zläche gegeben iſt, fo find öy und dz une 
hängig von einander; mithin find | 


U = d a 


oder Yzayz, T=bvx die Gleichungen für die Eur: 
a und b Sonfanten. Aus ihnen folgt weft bdy—adı=l; 


% 
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v h. die Eurve liegt in einer verticalen Ebene; was von felbft 


einfeuchtet. Diefe Ebene ſei die der x und y, fo ft dze=®0, 
b==0; ſchreibt man noch * anſtatt a, fo kommt Va · dy 
==Vx-ds; mithin ady?—x(dı?-+dy?”) und 
| 5 (a—x)dy?=xdx?, (a—x)ds’=adx?. 

Man fere E=cosg, fo fommt a—ı=ac0sp", 
x=asinp*; folglid dx=2a sinp cos Pd, und 


—— dx 2a sing? dp==all — cos29) dy; 


Daher durch Integration, da für den Anfangspunct A die Werthe 
von x, y, P alle Rull find: y=alp— sin2p). Man erhält 
daher, noch 4 anftatt 9 fchreibend: 

x—=32(1—cosY), y=4ald—einy) 
welche Gleichungen, wie man fieht, eine Eycloide geben, deren 
erzeugender Kreid den Durchmeſſer a hat. Zur Beltimmung 


deffelben fein x=h, y==k die Eoordinaten von B, und W ber 
entfprechende Werth von %, fo {ft 


hetall — cos), kelaly—sinW). 


Aus diefen Gleichungen laſſen fich die Unbefannten a und WW be; 
fiimmen. $ür den Anfangspunct A ift x==N, mithin au 
dy _ 
dx — 





——0; d. h. die Anfangsrichtung der Bewegung 


vertical nach unten ‚ wie übrigens auch die gefundenen Gleichun⸗ 
gen der Bahn lehren. Man denke fich in Fig. 15. AE horizon⸗ 
tal, und die Cycloide AGE vertical nach unten gelehrt, fo ges 
langt ein fallender Körper von A nach. C am fchnellften auf 
dem Bogen AC, und eben fo au von E nah C am fchnell- 
fen auf dem Bogen EGC. Es kann ſich alfo ereignen, daß 
der Körper, um am fchnellfien nach dem gegebenen Puncte zu 
: gelangen, erft unter diefen hrerabfinfen und nachher wieder fteigen 


— 
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muß. Liegen beide. Endpuncte in einer Horizontalen, fo bias 
das gefundene Refultat ebenfalls richtig; der Körper muf, r 
durh die Schwere am fehnellften. von A nach E zu gelange 
die ganze Cycloide AGE durchlaufen; feine Geſchwindigleni 1 
alsdann, bei der Ankunft in E, Null. 

Da Vı=Varsinkp, ds=a sinzu-d%y, fo if: 
Fallzeit N 


vis -VES“ dy= =vV5; 


alfo 3. B. die Dauer des Kalles durch die ganze Eycloide ACE 


gleich zu 2. (In Fig. 15. ft GD=a). 


Der Fall auf einer vertical oder auch ſchief Tiegenten & 
cloide, deren Scheitel G zugleich der am tiefften liegende ſur 
ift, hat noch eine andere. bemerfenswerthe Eigenſchaft, nimt 
die, daß ein ohne Anfangsgefchwindigfeit in irgend einem Pax: 
derfelben entlaffener- Körper immer gleiche Zeiten braudt, um: 
Scheitel anzulangen. Nimmt man in Fig. 15. die dudCle 
hende Horizontale KC zur Are der y, KG zue Axe der 1, w 
fest KG==h, Bogen CG==o, fo ift die Dauer des Falles m 
C nah G, wenn die Cycloide vertical fteht F * 
Nun iſt 024ahb, und allgemein, wenn s einen befiebign ı 
C anfangenden und zwifhen C und G endigenden Boy ir 
deutet, (o—s)?—4Aalh—x), nah einer ſchon mehrfad © 


wähnten Eigenfchaft Ber Epcloide; folglich Ka 


* — o=V: S ve —— 


Man u aber 





h\, Copsl. 





= (ET 


— — Were 1)? 
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h \ We 
Folglich S. ee 7; mithin =aV 2; alfo t 





‚ unabhängig von h, mw. 3. b, w. ft die Ebene der Cycloide 


nicht vertical, ſondern unter dem Winkel i gegen die Berticale 
geneigt, fo braucht man nur ftatt g die diefer Ebene parallele 
Componente von g, naͤmlich gcosi zu fegen. \ 


72. Es fei ein Punct auf einer Kugel beweglich, deren 


Gleichung L=x’+y’+r2?’=r’; fo erhält man aus 2, in 
‚8. 69., u=0 fegend: . 


ru 


vu .. 


mn 


md X 
TEL 


Iſt die befchleunigende Kraft die Schwere, fo heißt der Punet 
ein mathematiſches Pendel. Um die Bewegung deſſelben zu 
unterſuchen, nehme ‚man die Age x vertical und poſitiv nach 
unten; fo wird X=mg, Y=0, 2=0. Schreibt man An an: 
ftatt 24, fo Fommt: j 


d?x diy_,_ diz | 
mer Hain mi . 


o=X+2i,m{7=Y+2iy, m ng iren. 


- 


Diefe Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz muftipficiet, 
geben nach Addition der Producte und Integration (vgl. 8. 70.) 


d 2 . 
(7) =ıV +gÜ—X)). 2. 

Multiplieirt man die zweite der Gleichungen 1. mit z, die dritte 
mit y, und fubtrahiet, fo Fommt: 

zd’y— yd’z 

. dt? 

Nun ift aber zd’y— yd’z=d(zdy—ydz); daher fann man 
die Gleichung 3. fofort einmal integeiren; man erhält 

2 dy—y dz=c dt, 4. 


wo c eine Conſtante. Diefe Gleichung lehrt folgende Eigenfchaft 
der Bewegung des Punctes Fennen: Seine Projection auf die 


*0. 3. 
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durch den Mittelpunet der Kugel gehende Horizontal⸗Ebene (z 
bewegt fi fo, daß der von dem Mittelpuncte nach ihe geosr. 
Leitfirahl in gleichen Zeiten gleiche Flächen überftreicht. Der 
die Fläche ziwifchen zwei Leitſtrahlen ft Ifzdy—ydz) (f.: 
1083. 1). Dan fege nun: x=rcosYy, y Sin V si. 
z=rsinysinp, fo ſindet fich leicht, Durch Entwickelung = 
Differentiale dx, dy, dz (ie in 8. 108, ©. 211. L, w« 
aber r conftant bleibt) 
ds’—=r’(dy?+ siny?dp?), zdiy—ydz==r? sinw?dg. 
Setzt man no) x,=rcos«, fo geben die Gleichungen 2. u! 
r’(dy?-+sin y? dp?) (v,?-+r2gr(cosyp—cos a))dt? 5 
r? sinw? dp=cdt 

durch deren Integration und @ ald Kunctionen von t juk 
ftimmen find. Bier mag es genügen, nur den Fall ſehr Mer 
Schwingungen zu betrachten. Iſt nämlich die Anfangsgeihee 
digkeit, vo Null oder fehr Flein, und zugleich die anfaͤngliche E 
lenkung (a) des Pendels von der Berticalen fehr Flein, fo Ik 
die erfte der Gleichungen 5., daß cos V beftändig fehr nahe =! 
fein, und mithin u während der ganzen. Dauer der Bewegn 
ſehr nahe Null bleiben muß; der Punct muß alfo Fleine Schu 
gungen um Die Verticale machen. Seine Geſchwindigkeit iſt ie 


haupt in jedem Augenblicke gleich — (& 2) -»siny' p 


— iſt ihre horizontale, r die auf jener ſenftect 


Componente. Würde die letztere nie Null, fo müßte das Me 
dei beftändig fteigem oder beftändig fallen; da diefes fee 
nicht fein kam, fo muß es Zeiten geben, für welche Ser 
Einen folchen Augenblic® nehme man als Anfang , für ihn m t 


und noch 7 e, fo ergiebt ſich aus 5., da zugleich Se 


262 sina’—=v,? und ersinat—=c, 6. 


[4 
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oder weil a fehr Plein fi, zv,=rea, c=er?a?. Da au 
W beftändig fehr Fein ift, fo erhält man, mit Vernachlaͤſſigung 
der vierten und höheren Potenzen von « und V, cosy—cosa 
—1a?ıy?), siny’=Ww?; und mithin aus 5. 
ray? Hy? dpP)—lretat +gla—y’ydır] „ 
w’dp=sa?dt 


Man betrachte zuerft den Fall, in welchem «==0, alfo die hori⸗ 
zontafe Anfangsgeſchwindigkeit Null if. Alsdann ift dP==0, 
oder 9 conftant; die Bewegung erfolgt ganz in einer Ebene 


Segt man —yV&, fo giebt die erfte der Gleichungen 7. 
dp? —=n?(a?—ıy)dt?, 
folglich nd 5 und durch Integration: 


nt Consſt. arc cost . Mimmt man auf beiden Scen 


Seiten den Eofinus, fo fällt das Doppelzeichen weg; man findet 
cost + =; oder weil für ya, 1=0 wird/ 
coeC=1, und mithin 


Va cosnt. 


Der Werth von V geht alſo beftändig zwifchen « und —a hin 
und ber; die Dauer einer vollen Periode (Doppelſchwingung) 
findet man, wenn man nt==2 feßt, denn alddann wird V zum 
zweiten Male gleih a, mie für t==0 zum erfien Male; dieſe 


2rı 
Dauer ift mithin did — ia l/ I: 
n V & 





Fe nicht Null, fo erhält man ein conifches Pendel. 
Durch Elimination von dp ergieht fih aus 7., wenn wieder 
g=n?r ift: 

y? dıy? == (a? —H?%n? w2 —e?a?) dt? 
- oder, wenn noch e?a’==n?y? gefett wird: 
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vꝛdvy⸗ = (a? 12)? —y2)n2dt? s 
zuvdw 

- Va! epr—y?) 

Der Werh von %? geht mithin zwiſchen den Grenzen a? ı: 
yꝰ beftändig bin und her. Für t=0 mird Wa, nah! 
Vorausfegung; man kann aber den Anfang der Aut 
wählen, daß der Punct für t==0 zu fallen beginne, d. h.r: 
Zann, ohne der Allgemeinheit zu fchaden, annehmen, daf a’ x 
ee fei als y2, wenn nicht beide einander gleich find. fa 
gerade dieſer befondere Fall ftatt, fo müßte u? forte. 


mithin ndi⸗ 


gleich «2 fein; alsdann wäre, nach 7., auch * conftant; o 
Punct würde alſo mit gleichfoͤrmiger Geſchwindigkeit einen he. 
zontalen Kreis beſchreiben. 

Im Allgemeinen läßt obige Gleichung ſich auch fer: 
wie folgt: 

+21 dw ” 

Var —y?)? (2? a? —y?)? 
und giebt mithin durch Integration: 


ndt= 


>) 


2nt 4 Const.= =Larc cos 


oder, menn man auf beiden Seiten den Coſinus nimmt, mew: 
das doppelte Zeichen mwegfällt: 


(@a?—y?)cos @nt+C)= = 2 y, 

Fuͤr 1=0 wird Ya, fölglib cos C1, und mithin f 
20? = a? --y?-(a? —y?)cos (2nt). 8. 

Zur Beftimmung von dp hat man noch Wrdp—eardt; fi 
ge 

| 0’? +(@?—y°) cos 2nt 

Man ſche #49" =aa2y9), fo wid Varzi=H 

und 
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I et _ ya. Hi 


(a?-y?) (a-4-cos 2nt) 
weil zu (die Werthe von e, a, y, n find fämmtlich als 
pofitiv zu betrachten). Hieraus erhält man durch Integration, 
wenn in 8.27. ©. 72. das dortige 2p=—=nn—2nt geſetzt wird: 
4-Fa cos 2nt 
a-4-cos 2nt ’ 
oder auf beiden Seiten den Sinus nehmend: 


. 1-Pa cos Znt, 
sin (C--29)= a--cos Ant 
Nimmt man an, daß für t=0, P=0 iſt, fo wird inC=1; mithin 
2 cos 2nt 1—cos2p__a—1 1—cos2nt 
c0s2p= "a-+-cos 2nt ’ ober 1400529 1 Trcos nt‘ 


Cons.— 29 = arc sin 


oder endlich, weil = z ‚ nad Ausziehung der Wurzel: 
atgy=yignt. 0. 

Hier ik das pofitive Wurzelzeichen gewählt, weil, indem t von 
O an wächft, zufolge 9. auch ꝙ von O an fletig wachfen muß. 
Man hat, nah 8. 

at yscosint) 

=Za%(cosnt)?-4y? (sinnt)?; 
hieraus ergiebt fich, zufolge 10. 

W? cosp?=a?(cosnt)?, W’sinp’==y"(sinnt)?. 
Es iſt aber y=rsintpcosp, z=rsiny sinp; folglich, mit 
Vernachläffigung der vierten und höheren Potenzen von %, 
yP=r’w?cosp?, 2?=r’W?sinp?, und mithin - 
= 0? (cosnt)?, z’=Yy?(sinnt)”; 


folglich I +: ——1; d. 5. die Projection der Bahn des 


Punctes auf die horizontale Ebene yz ift eine Ellipſe. Die Zeit 
15 
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eines‘ Umſchwunges um die Verticale findet man, wenn ı: 
—2r ſetzt; alddann wird nad. 10. nti=2re (für g= 


wurde dorher mtr); diefe Zeit iſt mithin gleich 2 |.‘ ! 


Neber die e Bewegung mehrerer Yuucte, unter gegenfeitis 
Anziehungen. 


73. Man denke fih zunächft ʒwei freie Puncte, ei 
denen eine gegenfeitige Anziehung (oder auch Abftoßung) €: 
finde, die irgend eine Function der Entfernung fei. © ie: 
die Intenfität derfelden, für die Entfernung e5 mwnm: 
Maffen der Puncte, x, y, z und x, y,z ihre Eoordinam: 
Beug auf drei unbewegliche rechtwinflihe Aren; fo fa: 
Somponenten der auf m toicfenden Anziehung von m:! 


une, v=ERID), Zur, 


die doppelten Zeichen noch unbeftimmt bfeiben Fönnen, (num ' 
entweder alle oberen zugleich‘, oder alle unteren zugleich gdız 
die Componenten dee auf m’ wirkenden Anziehung fiad — 
—Y, —Z. Man erhält demnach zur Beſtimmung der Ir 
gung der Puncte, deren jeder eine beliebige Anfangsgefcwst 
feit erhalten zu haben vorausgefegt wird: 
Ir 2y 
m = X, m = Y,m = 2 


dar’ ‚Ay ‚d’z’ 
ur ie As en (Ahr rein 





Addirt man die unter einander ftehenden Gleichungen, ſo fra= 
nd x ‚d?’x dx ‚dx 
m —#+m — ATE 0 alfo duch Integration mn te 7* 

u. ſ. f.; es gelten alfo folgende Gleichungen: 


dx ‚dx ur ‚dy’_ ‚dz 9 
w er red 4m =P, — de" 
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in welchen «, B, y Eonftanten find. Dieſe Gleichungen lehren, 
daß die Summen der Bewegungdmomente der Puncte, nach jeder 
der drei Aren, unveränderlih find, oder mit andewen Worten: - 
Denkt man fi die den Bewegungsmomenten der Puncte gleich- 
geltenden Kräfte an einem gemeinfamen Angriffspunete O in ih⸗ 
ren Richtungen angebrächt, und im eine Refultante, vereinigt, 
melde man das vefultirende Bewegungsmoment nennen fann; 
fo iſt diefes, während der ganzen Dauer der Bewegung, nach 
Richtung und Größe, unveränderlih. Diefer wichtige Sag läßt 
fi auch leicht ohne Hälfe der Rechnung beweifen. Denn es 
fei R das vefultivende Bewegungsmoment in irgend einem Yus 
genblicke; fo kommt in dem folgenden Augenblicke die Wirfung 
der Anziehung zwifchen m und m’ hinzu, und. um die Aenderung 
von R zu finden, muß man die den Puncten duch fie ertheilften 
Bewesungsmomente (oder, was einerlei ift, die ihnen gleichgel⸗ 
tenden Kräfte) in ihren Richtungen an demfelben Puncte O ans 
dringen, wo fie aber, weil einander gleich und entgegengerichtet, 
einander aufheben. Mithin bleibt R während der ganzen Dauer 
dee Bewegung unberänderlich; w. z. b. mw. 


Diefe hoͤchſt einfachen Betrachtungen geftatten noch weitere 
Ausdehnung. Bringt man nämlich an dem Puncte O jedes der 
Dewegungsmiomente von m und m’ nicht allein in feiner Rich⸗ 
tung, fondern auch in entgegengefeßter an; fo erhält man, mit 
Hinzunahme der twirflihen Bewegungsmomente von m und m’, 
außer der Refultante R an O noch zwei Paare von Bemegunge- 
momenten, welche ſich fofort in ein einziges zufammenfegen laſſen. 
Denn der Umftand, daß die Yuncte m, m’, O nicht feft, und 
überhaupt gar nicht mit einander verbunden find, hindert nicht, 
aus den an ihnen vorhandenen Kräften ſolche ECombinationen zu 
bilden, wie Mittelfraft und zufammengefegtes Paar find, aus 
demfelben folgt nur, daß diefe Combinationen in dem gegenwär: 
tigen Falle nicht für die Kräfte felbft gefetst werden, oder ihnen 
nicht gleichgelten koͤnnen, mie bei feftverbundenen Puncten der 
Fall fein würde. Diefes wird aber auch nicht behauptet. Denkt 

45 * . 


\ 





ſes Paar Q nur dadurch, daß zu ihm ein neues hinzutit, 6 
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man. fih nun in irgend einem Augenblicke der Belegung 
zufammengefeßte Paar der Betwegungsmamente in Bezug 
den beliebig gewählten Punct O gebildet, fo tft erſtens klat 


daſſelbe unveränderlich bleiben würde, wenn Feine gegen 


Anziehung weiter Statt fände, und mithin die Puncte m 
m’ von nun an gleihförmig in gerader Linie fortgingen. : 
das Moment einer Kraft: in Bezug auf einen Punct (O)& di 


- fi nicht, wenn der Angeiffspunct der Kraft in der Kid 


derfelben beliebig verlegt wird. Im naͤchſten Augenblide m 
nun die Bewegungsmomente der Puncte durch die Anziche 
zwifchen ihnen geändert; da diefe aber einander gleich und 
gegengerichtet find, fo Hilden fie zufammen ein Paar, defien & 
Null ift, und durch defien Hinzutreten mithin das zufomme 
feute Paar der Bewegungsmomente nicht geändert werden fü 

Man fieht fogleih, daß vorfichende Schläffe nidt a 
fehließlich für zwei, fondern überhaupt für beliebig vice Fr 
gelten, und nichts weiter vorausfeßen, als daß die auf fer 
enden befchleunigenden Kräfte in jedem Augenblicke einakc: 
zweien gleich und entgegengerichtet find (oder ſich in ® 
ſolche zerlegen laſſen). Unter diefer Vorausfegung blakı « 
für beliebig viele Puncte das refultirende Bewegunz 
ment und das rvefultirende Paar der Bewegung! 
mente, in Bezug auf einen beliebig gewählten ? 
O, während der ganzen Dauer der Bewegungs 
lich unveraͤnderlich. 


Nachdem der Punct O für irgend einen Augenblid ie 
mwegung beliebig im Raume gewählt ift, kann man 
jedem folgenden Augenblicke wieder denfelben Punct wähle, 
auch jeden anderen O’, der von O aus in der Richtung da 
fultivenden Bewegungsmomentes (R) liegt, um nämlig i 
nach &bene und Größe, dafjelbe zufammengefegte Paar da 
megungsmomente (ed heiße O) zu erhalten. Wird noͤmlih 
baupt ftatt O ein anderer Punct O’ gewählt, fo ändert 19 









74. mehrerer Buncte, unt. gegenfeit. Anziehungen. 229 


ches entfteht, indem man die Kraft R in ihrer Sichtung und in 
entgegengefegter an O’ anbringt, wodurch die einzelne Kraft R 
an O’ und das Paar (R, —R) an dem Arme OO’ erhalten 
wird. Diefes Paar, mit dem Paare Q zufammengefekt, giebt 
das dem Puncte O’ entfprechende zufammengefegte Paar der 
Bewegungsmomente Q’. Wenn nun dee Punct O’ von O aus 
in der Richtung von R liegt, fo ift das Paar (R, —R) offen: 
bar Null, alfo das Paar Q’ einerlei mit Q; w. z. b. w. 


74. Diefe Saͤtze laſſen fich noch auf eine andere Art aus: 
drüden, welche die In ihnen enthaltenen Eigenfchaften der Bes 
wegung fehr anſchaulich macht. Set man nämlihd mx-Fm'x’ 
—=(m+m)u, my+u’y=(m-+m)v, mz+mz'=(m-Fm)w, 
fo erhält man aus den Gleichungen 2. des vorigen $. fofort: 


(m-Fm') % =a, (m-Fm') S =ß, (m-Fın’) “= Zu 


Der Punct, defien Coordinaten u, v, w durch die vorhergehenden 
Gleichungen beftimmt find‘, wird zuweilen der Mittelpunct der 
Maflen m und m’ genannt; da er aber, wenn man fi) an m 
und m’ parallele und dieſen Maffen proportionale Kräfte in 
gleichem Sinne angebracht vorftellt, oder wenn man fich die 
Maffen als ſchwer denkt, ihe Schwerpunct fein wärde, fo nennt 
man ihn gewöhnlich den Schwerpunct der Maflen. Doch muß 
man bemerken, daß von parallelen Kräften und insbefondere von 
Schwere hier gar nicht die Rede if. Nach den vorftehenden. 
Formeln find die Gefchwindigkeiten diefes Schwerpunctes nach 
den Aren unveränderlich; derfelbe ift alfo entweder beftändig in 
Ruhe (wenn a, B, y Null find), oder cr bewegt ſich gleichför- 
mig und geradlinig fort; unter allen Umftänden aber ift feine 
Lage in jedem Augenblicke gänzlih unabhängig von den gegenfeis 
tigen Anziehungen zwifchen m und m’. N 
Aus den Gleichungen 1. des vorigen 8. erhält man ferner: 
ren d’x) = Yı-Xy, Baer TI way); 
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folglich durch Addition auf der rechten Seite: 
Ya-N)-19-N=+ NEN EDEN 
mithin auch ‘ 

m(xd?’y—y —— dy—yd’X) 5 


Dieſe Gleichung laͤßt ſich einmal ſofort integriren; man ai: 
(ogl. $. 72.3) 
m(xdy—yds)+-m(rdy'—ydı')__ k 
dt — 


Auf dieſelbe Weiſe ergeben ſich die beiden aͤhnlichen: 
m(zdx—x dz)+-m’(z’ dx’ de) _,. 
dt — 
m(ydz—zdy)+m/(yd2—zdy’)__ gr 
dt — 
Die Glieder auf der Iinfen Seite drücken die Componente de 
zufammengefeßten Paares Q, in Bezug auf den Anfang der Em 
Dinaten, aus, wie man augenblicklich fieht, wenn man bear“ 
daß hier nz, * , * die Componenten der an is 
Puncte (x, y, z) vorhandenen Kraft find, welche mithin in da 
Ausdrüden für N, M, L ($. 16.) anftatt Pcosa, Pas: 


P cos y gefegt werden müffen; fo wie ebenfalls —* fi 


P’coso’, u. f. f. Die vorftehenden Gleichungen enthalten milk 
den Sag von der Unveränderlichkeit des zufammengefeßten Pıx* 
der Bewegungempmente, für zwei Puncte. Denkt man fih fr 
ner aus dem Anfange der Coordinaten (O) Leitſtrahlen On 
Om’ nach m und m’ gezogen, fo ftellen die Zähler auf der 
fen Seite die doppelten Summen der unendlich Pfeinen ZI 
dar, welche die Projectionen von Om und Om’ auf die Eis 
xy, zx, yz in der Zeit de uͤberſtreichen; die Gleichungen 3.13 
ren mithin, daß jede diefee Summen dem Differentiale det ae 
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proportional iſt, moramd, da die Enordinatens Ebenen ganz belie⸗ 
big ſind, folgender Satz hervorgeht: 

Dlie Summen der Fldehenkaͤume, welche die Drojekiongn 
der von "einem unveränderligen nach den beweglichen Yuhcten 
gehenden Leitfirahlen, auf eine underämdertiche dene, in: gleichen 
Zeiten uͤberſtreichen, find einander gleich. 

Die bisherigen Säge laſſen fih auch ausbehrien auf die re⸗ 
lativen Bewegungen der Purkte in Beäng auf irgend Ninen 
Punct O', der in gerader Linie gleichfoͤrmig fortgeht. Denn %6 fei 
a die Geſchwindigkeit von: O'und: dran! venke ſich an dem Puncte 
mdas Veimegungämoment ına in der Richtung dee. Bewegung 
vom O’ und in dee entgegengeſetzten (alſo Ina: ud ma) ap 
gebracht; eben fo mia und. sa an ur, 4. ſ. han allen Pug⸗ 
eten, fa viele deren fein moͤgen; wohn) ‚nichts geandert wird. 
Setzt man uin Mar dt dem late Bewegungemomente von 
m in eine Reſultante mv zuſammen, fo hat nunmehr m eng der 
von O’ gleiche und parallele Geſchwindigkeit a, und eine relative 
Geſchton digkeit anne Qis: von den übsigen Punxton gilt daſſelbe. 
Es: iſt num tlar, DaB am, ſich die allen. Puncten mit O gemein- 
ſame Geſchwindigkeit a ganz hinwas denken, alſo ©’ als ruhend, 

und an den Puncten m, m’, nur noch Pie. Geſchwindigkeiten 
v, vor vanpaadını annehmen kann, wodurch dieſor Zap ganz 
auf. den biöhen betrachteten guchcgeführt wir Demnach bleibt 
die Reſultante MR’ den, relativen Bewegungsm omente my, nv, 
und eben fo.ihr zuſammengeſetztes Paar, ra in Bezug auf 
0.006 beike Q)-fertphheend unverämderlich. ° . 

um dieſes auch noch durch echnung zu zeigen, ſelen &, 7; Edle 
Coordinaten von O:in Bezug auf den unbeweglichen Anfang O der 


x 5. 23 die Age der x falle in die Richtung der Bewegung don O', fo 


Din N, vw und —e 1*0, 0. 


Nun ſind =” E F⸗ u ſ. f. die Cornponenten der relativen Ge⸗ 
ſchwindigkeit von m gegen D; und da nad 2. im vorigen $. 
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d ‚dx: dı 
m tm’ Tr =a, oder Aberhaupt 5 — iſt, fo fomm 


Sm (E44, m =, Sin 2 


Kerner: iſt zu (EIN . 3), Zn = 8, In- 
Bt+B'; folglich 


au( Dir zärh sn (ET) ga Er 


ek (at ma )P-HBt-HP —— B+Ba=k,, 
d. h die der Ebene xy parallele Componente (k,) vom Q’ far 
ſtant; md eben fo find es die übrigen. AR insbeſondere O ir 
Schwerpunct, fo wird, weil die von Ihm durchlaufene Beat 
hier als Axe der x zu nehmen if; Imy==0, alfo: B==0, 3 
und mithin k,ik; abechenpt iſt lsdann das 4 Paar Cein 
ft mit O. 


5. Um’ Die Bewegung der Beide Dante m und ie 
zu Beftimmen, nehme man don jett an ihren Schwerpunct zu 
Anfange der 'Eosedinaten, ſo wird ——— my-+my=t 
mz-+m’z7==0; folglid auch 
mdx-+m’de' =, mdy-+mdy’=0, ma me =(), 
Es fi noch die Ebene xy parallel der von O5” fo wird md 
K=0,.K’=0, und k glei dem Momente von Q. Ferac e 
- Hält man aus den vorſtehenden Gleichungen min (xdy --y dx) 
—=mm(xdy—ydx), u. ſ. f.; ſchaffr man mit Huͤlfe dieſer A 
druͤcke die Coordinaten von m’ aus den Gleichungen 3. weg, fo loam 
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xdy-ydx—hdt, 2dı-xdz—0, ydz-zdy==0, wo h=-7 


Multiplicirt man diefe Gleichungen der Reihe nach mit z,y,1f 
kommt auf der Iinfen Seite Null, mithia Mt hz==0, oder 2* 
und folglich auch z’=0. Zur Beftimmung von x, y, hat man denne‘ 
bis jegt eine Gleichung, nämlich: sdy—ydx==hdt. Um eine mit 
zu erhalten, nehme man die Grumbdgleichungen (1., 8. 7.): 
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n®x_ u), mPy_ „u=y -y), 
Nur E 1 
Man hat mix—r)=(mFm), m ne (m-m))y, 
olglich auch 
m’? 0’=m KEIN) =Cate )?<’+-y?). 
Nah Wegfchaffung von x’ und y’ ergiebt ſich daher aus den 
vorigen: 


— 7*00 Ye mm ‚d 3 =). 


Hier muß aber, wenn m und m’ einander anziehen, von den 
beiden Vorzeichen das untere. genommen twerden; denn da der 
Schwerpunct fi beftändig zwifchen m und m’ befindet, fo wird 
jeder Punct nach ihm, d. i. nach dem Anfange der Coordinaten 
hingezogen, mithin ift 3. B. die Zunahme feiner Beihwindigs 
keit nach x, und alfo auch feine Befchleunigung * negativ, 
wenn x poſitiv, und poſitiv, wenn x negativ iſt. Multiplicirt 
man nun die erſte obiger Gleichungen mit dx, die zweite mit 
dy, addirt die Producte, und fchreibt dsd?s anftatt ded’x4-dyd’y, 
fo erhält man, zugleich das untere Zeichen nehmend: 


—— 6 m+m myaatren, 
oder weil m’’ede= —B——— 19 iR: 


m Gsd’s 
—— I m Bde. 





76. Nach dem von Newton entdeckten und duch alle 
fpäteren Unterfuchungen immer mehr beftätigten Geſetze der all: 
gemeinen Gravitation ziehen je zwei materielle Puncte im Raume 
einander mit einer Kraft an, welche ihren Maſſen direct, und 
dem Quadrate ihrer Entfernung umgefehrt proportional if. 
Es wärde hier zu weitläufig fein, anzugeben, auf welche Weiſe 
diefes Gefeh aus Keplers fpäter zu ertwähnenden Entdeckungen 
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über die Bewegungen der Himmelskoͤrper bat Fönnen hergelein 
werden; die nachftehenden Betrachtungen beſchraͤnken fih m: 
darauf, einige der einfachften Folgerungen aus ihm zu m 
wickeln. Es fel c die Intenſitaͤt der Anziehung zwiſchen je 
der Einheit gleihen Maffen in der Einheit der Entfernung, f: 
it, unter der Vorausſetzung des angegebenen Geſetzes, R=: 


mithin verwandelt ſich die vorhergehende Gleichung in: 
da d?s ____,em’m’ de 


gr 
oder durch Integration in 


ds\? __em m’ 
dr *5 — — —+Const.) 


Außer diefer chung bat man ww xdy—ydı=hdi #s 
fee x—rcos®, y=rsing, fo wid x’--y’=r, ihn 
, me=(m-Fm')r, and zugleichh 

xdy—ydı==r?dy, ds’==dr’-+r?dp?. 
Sekt man diefe XWerthe in die vorftehenden Gleichungen m 
fo fommt 
dr’ +r’dp?’= a (4 +f) d? und r’dy=id 
wo f eine Eonftante if. Es fei ferner zur Abkürzung 


mV en _ — —=q g=6, b=gy, fo fommt: 


dr +r7dg°= (+1) 08, »dp=yd9@. 1. 


Um diefe Gleichungen weiter zu integeiven, fege man = 
alsdann kommt: | 
dz?+2?dp? =(f+z)z*d9?, dp=yz’d9, 
und mithin, nach Wegfchaffung von dO, “ 
9% (d2’--2? dp?) ==(i-+z)dp*. 
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Wird hieraus der Merth von da entwickelt, fo ergiebt ſich 
t-y?%dz | 
r— | 
Die Groͤße —f muß demnach pofitiv fein; man fete alfo 
Ir r’i=te?, 
+2,?dz 
fo fommt IT apa 


und dur) integration p-+Const==Farc cos et 1. wo 


\ 


man fi e pofitiv denfen kann. Nimmt man auf beiden 
Seiten ben Coſinus, und ſchreibt noch 9 anftatt 4Const., 


— = anftatt z, ſetzt auch y'=p fo ergiebt fich cosy ⸗ —, 
oder r(i-re csp)=p. 2. 


In diefer Gleichung find e und p pofitive, übrigens aber noch 
unbeftimmte Conftanten, weil fie von den vorigen Eonftanten f 
und 9 (oder h) abhängen... Eine dritte Eonftante in derfelben 
ift dadurch beſeitigt, daß ꝙ anftatt P-Const. gefchrieben wor⸗ 
den. Nimmt man fofort den Fall aus, in welchem p==0, (in 
diefem Falle wäre auch Y==0, und mithin ſchon nad 1. dp=0; 
die Puncte wuͤrden ſich dann In einer geraden Linie bemegen‘); 
fo giebt die Gleichung 2. eine Eurve zweiten Grades, Diefel'de 
ift ein Kreis für eV, eine Elipfe, wenn e<1, eine Parabel, 
wenn e=1, und eine Hpperbel, wenn e>1. Der Schwers 
punct iſt In jedem alle zugleich ein Brennpunct derfelben, 
Verlangt man die Steigung in rechtwinklichen Coordinaten, ſo 
iſt zuerſt r?=(p—er£osp)? und xr cosꝑ, y=trsinpz 
mithin x?--y?=(p—ex)?, woraus folgt: 

. [U—ex-Fep ]?-H1—e?)y?’=p?. 
Es werde nunmehr angenommen, daß e<i, alfo die Bahn 
elliptiſch ſei. Bezeichnet man ihre halbe große Are mit a, dir 
halbe Kleine mit b, fo giebt die vorfichende Gleichung: 





— 
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=, be mithin ap=b?, 


(p ift der halbe Parameter.) 
Zur Beftimmung von © hat man noch: 
t%?dz | 
Ve'— (2y2°-1)*' 
weil beide Yusdrüde gleich dp find; fegt man wieder - Ras 
z, und 2y’=p, mithin 2>=V 2p, fo fommt 


1 FV2%prd =FV 2p-rdr 
Ver e’r’—(p—r)? Vin p_A-e)n' 


12?7d9= 


⸗ — — — 2a-rdr 
oder, weil p=all—e?), dO= en’ uw 
O— 2a» r dr u | 
mithin .d —— 


Um dieſe Formel leicht zu integriren, ſetze man a—rz=ae cur 
ſo erhaͤlt man ſofort: 


d9—=taV ?all—e.cosv)dv. 


Da die Zeit beftändig twachfend, oder dt und mithin auh 40 
immer pofitio gedacht wird, fo muß in dieſer Kormel das poitm 
Zeichen fürein zunehmendes, das negative für ein abnehmendeiv gt 
zen. Aus der zweiten der Gleichungen 1. geht aber, da mark 
denfalls y als pofitiv anfehen kann, hervor, daß 9 mit der it 
beftändig wächft; demnach folgt aus 2., daß r zwiſchen den Gray 
Eee und = beftändig hin und hHergeht; und de Di 
Grenzen einerlei find mit find mit ai—e) und «(i-), ! 
Holgt, daß auch cosv alle Werthe zwiſchen —A und +, # 
immer twieberfehrender ftetiger Folge, erhaͤlt. Man Fönnte # 
Demnach v zuerſt von O bis = wachfend, denn wieder von W 
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O abnehmend vorſtellen; man kann ſich aber auch v von O bis 
Zrr, und wenn man will noch weiter, beſtaͤndig wachſend denken. 
Demnad gilt, unter der zuläffigen Vorausſetzung eines mit der 
Zeit beftändig wachfenden v, in obiger Gfeihung das pofitive 
Zeichen, und man erhält durch Integration: 


O=aV 2alv—e sinv), 


two Feine Eonftante hinzugefügt zu werden braucht, wenn man 


für v=0, 9=0, mithin t=0 annimmt. Man hat demnach 
Die Gleichungen: | 


r=a(l—ecosv), gt=aV 2a(v-e snv), 8. 
welche, mit duͤtfe von 2., die Bewegung von m, und folglich 
auch die von m’, beſtimmen. Beide Puncte beſchreiben um ihren 
Schwerpunct O ähnliche Eilipfen, welche einen Brennpunet in 
O haben, und deren große Axen den Maffen umgefehrt propor⸗ 
tional find. Die gerade Linie mOm’ überftreicht bei der. Bewe⸗ 
gung in gleichen Zeiten gleiche Zlächen, was auch von jedem 

ihrer Theile Om und Om’, einzeln genommen, gilt, da diefe ims 
mer einander proportionirt find. Die Zeit eines Umlaufes (T) 


eegiebt fi aus 3. für v2; man findet —— 





m’ _2rr(m-I-m')a 

oder weil = m MT = V:. 
Berlangt man die —— Bahn bon m in Bezug auf m’, fo 
find die mlativen Eoordinaten von m, naͤmlich x—x' und y—y’ 
als Kunctionen der Zeit auszudrüden. Man hat aber m’(x—x’) 
—=(m-+-m'), und x=rc0s9, alfo m(x-X)=(m-Fm’)rcosQ, 
und eben ſo m(y-y)=(m-Hm\rsing. Um die Gleichung 
der relativen Bahn anzugeben, fege man 0? =(x—x")?’-H{y—y’)?,: 
wie oben, alsdann ft me=(m-Hm')r; efiminiet man nun r 
aus 2. und 3, fo kommt 


. eli+ecog) RP en. ‚= tun cos v), 
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_ (m-$-m’)a a . 
= V z°- sin v). 
Die halbe große Age a’ der elliptifchen relativen Bahn von m geyrar 
iſt mithin ee, führt man diefe in vorftehende Sleihuer 
ein, fo kommt, weil p=all—e?), 
e(1-Fe cos P)=a —— 0a (de cos v), 
t==a’ — — c cxi 
a V mm) (v—e sin v). 
Die Umlaufszeit iſt T, mie m ; fie kann auch audgehrit 
werden duch Tara) —: — 





Amt)‘ 


77. Nimmt man an, daß zu m und m’ noch em da: 
Punct u binzufommt, welcher wieder die beiden vorigen 1x 
dem naͤmlichen Geſetze anzieht und von ihnen angezogen mit, 
fo erhält man die berühmte Aufgabe der drei Körper, deren nk 
ftändige Loͤſung bisher der Integralrechnung nicht gelungen a 
Sind die Maffen von m und u gegen m’ fehr klein, und © 
nachlaͤſſigt man, bei einer erften Annäherung wenigfteng, die Brud 
7 ‚ Ber fo kann man auch m’ als im Schwerpuncte MR 
ruhend betrachten, und die gegenfeitige Anziehung zwilden 
und u unberücfichtigt laſſen, teil diefelbe in jedem Yugensift 
gegen die Anziehungen von m’ auf m und ze fehr Hein kl 
lange nämlich zwiſchen den Entfernungen der drei Punch m 
m, » nur endliche Verhältniffe vorausgefegt werden). Alflın 
befchreibt erftens jeder der Puncte m und u um m’ an 
fipfe, die einen Brennpunct in m’ hat, und bewegt fih gmei 
tens in derfelben fo, daß der von m’ nach ihm gerichtete Kb 
ſtrahl in gleichen Zeiten gleiche Zlächen uͤberſtreicht. Die Umlars 
zeit bon m ift nach dem vorigen 8., wenn man die Malt m 
m’ als Einheit nimmt, und den nach der Vorausſetzung Ih 
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kleinen Bruch m auch hier weglaͤßt, weil er ſchon vorher überall 
vernachläffigt if, T=m])/ 2; und eben fo ift die Um⸗ 


laufszeit von u, Tama) £, wo a und a die halben 
geoßen Aren der Bahnen von m und ſind; folglich ift 
——=————; d h. drittens, die Quadrate der Um 


laufszeiten beider Punete verhalten ſich, wie die Cuben der gro⸗ 
fen Aren ihrer Bahnen. 

Diefe drei Geſetze hat zuerft Kepler- in den Bewegungen 
der Planeten um die Sonne erkannt; daher ſie ſeinen Namen 
fuͤhren. Wie ſich dieſelben aus dem Gravitationsgeſetze herleiten 
laſſen, iſt ſo eben gezeigt werden; es geht zugleich hervor, daß 
fie Annaͤherungen ſind, die bei dem Planetenſyſteme, mehrerer 
guͤnſtiger Umſtaͤnde wegen, ſchon ſehr genau zutreffen. u 

Daß man die Körper des Sonnenfoftemed, bei der Beftims 
mung ihrer gegenfeitigen Anziehungen nah dem Gravitationsge⸗ 
fege, als bloße Puncte betrachten Tann, folgt, wie man leicht 
einfieht, zuerft aus ihren großen Entfernungen von einander, läßt 
fih aber auch noch unabhängig von diefem Umftande auf andere 
Weiſe darthun. Man kann nämlich beweifen, daß eine Kugel, 
die entweder überhaupt gleichartig ift, d. 5. deren Theile, bei 
gleihbem Volumen immer gleihe Maffen haben, oder die aus 
gleihartigen Schichten zwiſchen concenteifchen: Kugelflächen bes 
befteht, einen außer Ihr befindlichen Punct, anf den fie nach dem 
Gravitatimsgefege anziehend wirft, eben fo anzieht, als. ob ihre 
Maſſe im Mittelpuncte vereinigt wäre. Da nun die Sonne und 
die Planeten beinahe die Geftalt von Kugeln haben, fo zieht jeder 
diefee Körper, wenn er auch in feinem Innern nicht gleichartig, 
fondern nur aus gleichartigen Schichten zufammengefegt ift, einen 
außer ihm befindlichen Punct nahe eben fo an, als ob feine ge 
fammte Maffe im Mittelpuncte vereinigt wäre. 


Um den angegebenen Sat zu beivelfen, denfe man fich eine 
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gleichartige Kugelſchaale, von Überall gleicher und unendlich fir 
ner Dice a; der Halbmeſſer ihrer Oberfläche (ob der äufem 
oder inneren, ift einerlei), fei r; der Abftand des angezogen 
Punctes m vom Mittelpuncde C fi a Man nehme C ju 
Anfange der Eoordinaten, die Gerade a zur Age dee x, und ſete 
_=TCc0sYV, y=rsinWcosp, ı=rsinysinyp dk 
x? +-y?+z?=r?. Hiernach ift ein unendlich Fleined Eleme 
der Rugeflähe wor? sinwdpdı, das Volumen eines Se 
mentes der Kugelfchaale sw, die Maſſe dieſes Elementes, mern 
der Sleichartigkeit der Schaale dieſem Volumen proportiod, 
gleich Mmew, und feine Anziehung auf die Mafle m glas 
— wo k eine Conſtante und e=V a?-+r?-2arın? 
den Abftand zwiſchen w und m bedeutet. Die Richtung ie 
Anziehung vie mit den Aren x, y, z Winfel, deren Een 


Z IL, 5 nd; ihre Componenten find mithin en | 
| 
Sr ker. . Man. fieht jedoch, daß die Reſultante — k 


siehungen in die Richtung der Are x fallen muß; alfo mi 
die mit y und z parallelen Eomponenten einander aufheben, m 
auch. die Rechnung leicht ergiebt; die gefammte Anziehung # 
demnach parallel mit x und ihre Intenſitaͤt (fie Heiße Ik 
weil or? sin ydpdy, 
Xokr? /} ein ydpdy, 

das Integral ziwifchen den Grenzen 9=0 und p==2n, Y=! 
und Y==r genommen. Die Integration nah ꝙ fan fg 


vollzogen werden; man erhält 
. X=2nkr?Q, 


wo das Integral S: "sind vorläufig mit Q band 


net iſt. Um diefes feige zu erhalten, bemerfe : man, deij 
e!—(a—)?-Fy?-+z?, mithin, wenn man die Ableitung sch 


j 


J 
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1) 1 de_ 


nimmt, — iſt. Ferner iſt da a5 n= 


m fegt man alfo das Integral J, rtzr, ſo if. 


IR, Run findet man aber fogleih, mit Ruͤckſicht auf 


en Werth von p, nämlich ee cos 7 


Jr vay _ fe cos v— 24 Const, 


Hglih wenn man die Werthe von E er YV=0 und yn 


it 0. und o, bezeichnet, R—=&- —e, Dan bemerfe, daß 


ı Und E, weſentlich pofitio find; und daß zugleich 0,’=(a—r)? 
nd P,”=(a+rr)? if. Liegt num dee angezogene Punct in: 
erhalb der Kugelſchaale, fo iſt r—a pofitio, mithin 0,=r—a, 
nd zugleich 1Sr42; alfo 1-00 ⸗2a. Hieraus folgt 


=, und ==; alſo X=0, d. h. die Refuls 


ante aller Anziehungen der Rugelfchaale auf einen innerhald ders’ 
[den liegenden Punct ift Null. Liegt aber der Punct aufers 
alb der Kugelſchaale, fo iſt a>r, und , =a—r, nn 





thin nd, und R= =", folglich ı=-4= 


7 und die Anziehung 
| _4nkr? 


a: 
enau fo groß, ald wenn die Maffe der Kugelſchaale Im Mittel: 
uncte vereinigt wäre. Man fieht \aber, daß der Sat von einer 
rollen, aus gleihartigen Schichten beftehenden Kugel gelten muß, 
venn er don jeder einzelnen Schicht gilt. ine ſolche Kugel . 
ieht demnach einen außer ihr liegenden Punct fo an, als ob ihre: 
Maſſe im Mittelpuncte vereinigt wäre; w. z. b. w. 
46 
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Iſt M die Maffe der Kugel, m die des angezogenen Puncr 
in dem Abftande a vom Mittelpuncte, der aber nicht Pleiner fen 
muß a F Halbmeſſer der Kugel, fo iſt demnach die Anziehung 


gleid T— M wenn fie für die Einheiten der Entfernung ww 


der gRofen gleih c gefegt wird, wie früher. Die Anzichu; 
der Kugel auf einen an ihrer Obeefläße u rnöligen Punct m 


der Einheit der Mafle iſt mithin glei 27 wenn r der Hall: 
meffee der Kugel iſt. 


78. Wäre die Erde genau eine aus gleichartigen concnti 
fhen Schichten beftehende Kugel, und hätte fie Feine Axendes 
hung, fo würde die Schwere lediglich aus ihrer Anziehung 
entftehen, und mithin an allen Drten der Oberfläche gleih m 
nach dem Mittelpuncte gerichtet fein. Aus der Drehung de 
&rde um ihre Are entfpringt aber noch eine Schwungkraft, di 
an verfchiedenen Orten der Oberfläche verfchieden tft. €s ii 
unter Borausfegung der Kugelgeftalt dee Erde, r ihr Hub 
meffer, % die geographifche Breite eines Punctes der Dberfüc, 
eo der Halbmeffer des duch ihn gehenden Parallelfreifes, v x 
Geſchwindigkeit des Punctes vermöge der Drehung der Erik, 


T die Dauer einer Umdrehung, fo ift ot, oz=rost, 

und die Sntenfität der Schwungfraft, auf die Einheit der Mt | 
3 

zurücgeführt, iſt <= — — —. Da dieſe da 


Punet in der Richtung des Halbmeſſers ꝙ von dem Mittelpuntt 
feines Parallelfreifes zu entfernen ftrebt, fo bildet fie mit it 
nach dem Mittelpuncte gerichteten Anziehung (deren Intenſun 
G fei) den fiumpfen Winkel a—Yy. Bezeichnet man die Rai 
tante beider Kräfte mit g, den Winkel, den fie mit der Richtun 
von G bildet, mit A, und zerlegt die Kräfte nach der Richtung 
‚von G und nad) einer darauf: fenfrechten, fo kommt: 





/ 
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u F 
, g sind An?r & siny | 
Diefe Refultante g würde, unter der Voramsfegung der Rugel: 
eftalt, die Schwere an der Erdoberfläche fein, Seht man 


g cosi== 


enG, fo fommt: j 
gcosA—=G(l—wcosp?), gsinA—=1uG sin Au. 

Im den Werth von zu zu finden, kann man, da es fich hier nur 

m eine ohngefähre Beftimmung handelt, in der Gleichung 


un: von der Veränderlichkeit der Schwere. abfehen, und 


hne Weiteres für G den in $. 66. angegebenen Werth von g 
egen, der von dem bier erforderlichen nur wenig abweichen kann; 
immt man noch den Umring eines groͤßten Kreiſes der Erdfus 
jel 2rr=e127,9 Millionen pr. Fuß, und? T86164” (Dauer“ 
nes Sterntages), fo findet man 
__27.127,9.10° 
K= 57265- (B6169)° 


und hieraus Paz beinahe. Da auch A, in Theilen des 


Halbmeſſers ausgedrückt, nur ein fehr Feiner Bruch fein Fann, 
0 ergiebt ſich, mit Vernachläffigung der zweiten und höheren 
Potenzen von A, 

g= Gll=u cos y?), gk==luG sin 2, 

_ 34 sind 
oder Am I—u cos’ 
8=Gll—ucosy?), Aminsini. | 
Auf der Oberfläche der als Kugel gedachten Erde würde alfo | 
die Schwere vom Pole nad dem Aequator hin um eine dem 
Quadrate des Eofinus der Breite proportionale Größe abneh⸗ 
men; zugleich aber auch an allen Drten, mit Ausnahme der Pole 
und des Aequators, um einen Pleinen Winkel A von der Rich: 
tung nad dem Mittelpuncte abweichen, und zwar auf der noͤrd⸗ 


16 * 


alfo, mit Bernachläffigung von p?, 
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lichen Halbfugel nach Süden, auf. der. füdlichen nach Rare 
Der geößte-Wecth- diefer Ablenfung findet unter der Braäte m 


45° ſuatt, wo eig —0,9047-- #, was einem Pr 


Fa von 6 Minuten gleichgilt. 

Hieraus geht ſchon hervor, daß wenn die Erde einmal c 
genaue Kugel von flüffiger Maſſe war, ihre Geftalt durd i 
Schmwungfeaft werändert werden mußte, von der fie befamtii 
auch in der TWMat abweicht, indem’ fie fich ‚mehr der ein d 
ptifchen Sphäroids nähert, Bei diefer Geſtalt ift die Int 
der Anziehung. (G) an verfchiedenen Puncten ungläd, m 
zue Beftimmung ihrer Richtung eine genauere Unterfugung te 
thig, von- der hier nicht gehandelt‘ werden Ffann. Unter « 
Umftänden: aber iſt die Schwere ‘an jedem Drte der Erik: 
fläche, nach Richtung und Größe, die Refultante der dulch 
Statt findenden Anziehung des Erdförpers und der u 
kraft. | 


Allgemeine Sleichungen für die Bewegung eines Eyſtꝛ⸗ 
1 Son Puueten. 


79. Bewegt ſich ein Syſtem von Puncten unter hit 
gen: befehleunigenden Kräften, ‘fo wird die Geſchwindigket tt 
Punctes theild durch die auf ihn wirkende Kraft, theils dur 
die von feines Verbindung mit dern übrigen herrührenden Mir 
ftände ftetig geändert, Es fei m die Maffe, v die Geſchwine 
feit mithin mv das Bewegungsmoment eines Punctes zur JE 
t, fo geht diefes, in dem folgenden. unendlich Pleinen Zeitthril & 
in ein anderes von dem vorigen nach Größe und Richtung w 
endlich menig verfchiedenes über; dafjelbe fel, am Ende dei 37 
theils dt, m(v+dv). Zerlegt man ferner das Beregungiot 
ment m(v-4-dv) in eines, welches nach Richtung und Gtit 
gleich mv iſt, und in ein zweites mw (welches gegen mv un 
lich Fein fein wird), fo muß mw die Refultante der befhlus 
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. genden Kraft und der .Widerftände ſein, weldye in der Zeit dt 


auf m mirften, und ohne die das Bewegungsmoment mv unver: 
ändert geblieben wäre. Wenn man daher. die "befchleunigende 


Kraft in zwei Componenten zerlegt, von denen die eine dem Be⸗ 


wegungsmomente mw nah Richtung und. Größe gleichailt, -fo 


muß die andere mit den Widerftänden an m im Gfeichgeroichte 
fein. Die wirflihe Bewegung des Punctes. ‚erfolgt mithin gerade 


fo, als ob derfelbe frei wäre, und nur die erfte, dem Bewe⸗ 


. gungsmomente mw gleichgeltende Componente der befchleunigen- 


den Kraft auf ihn wirkte; die andere Componente aber wird 


durch die Widerftände aufgehoben, und heißt daher die verlo- 
rene Componente der beihleunigenden Kraft, oder 


u 


ſchlechthin die verlorene Kraft. 
&8 fein X, Y, Z die Eomponenten der befchfeunigenden Kraft, 
nad den Axen x, y, z, und U, V, W die der verlorenen Kraft, 


Ä nad denfelben Aren, fo find (X—U)dt, (Y—V)dt, (Z—-W.)dt 
die unendlich Fleinen Zunahmen,” welche das Bewegungsmoment 


des Punctes in der Zeit, dt nach den Aren wirklich erhäft, (alſo 
die Lomponenten bon mw), und da dieſe Zunahmen ſich auch 


durch mix rd ... ausdruͤcken laſen, ſo erhatt man m“ 


==(X—U)dt, oder 
"d’x d’y d?z 
m =X—U, mr —I=Y-V, ‚mas — ZW, 
Ferner aber befteht zwiſchen der verforenen Kraft und den Wis 
derftänden an jedem Punete Gleichgewicht, oder es befteht uͤber⸗ 
haupt zwiſchen allen verlorenen Kräften an dem Syſteme Gkeich⸗ 
gericht, und folglich müffen diefe Kräfte, wenn L=0, M=0,«- 
die zwifchen den Eoordinaten der Puncte obwaltenden Gleichun⸗ 
gen find, ſich, nach 8. 58., ausdruͤcken laſſen durch 
dl dM 
ı= I “rt 


dL dM 
vaAATtHT dy >. 
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. Wo L- up 
Setzt man diefe Werthe von U, V, W in bie vorhergehendt 
Gleichungen, und ſchreibt noch —, —u, anſtatt u Bu 5 T: 
erhält man für den Punct (x, y, 2) | 


d’x dL dM 
ngeirh tut 
dM ’ 
\ | aha of» 00. A. 
Fri) LE ARLL + 


und ähnliche Gleichungen für alle übrigen Puncte des Eyftene: 
wodurch ausgedrüct wird, daß das Befchleunigungsmoment € 
nes Punctes m, nach jeder Ape, gleich ift der Summe der Ere: 
ponenten der befchleunigenden Kraft und der Widerftände, ac! 
diefer Are Iſt n die Anzahl der Puncte, i die Der Bedie 
gungsgleichungen des Syſtemes, oder die der Eoefficienten A, , 
Y“, fo ergeben ſich aus den vorftehenden, nach Elimination m 
2, a, Aberhaupt In — i Differentials Öleihungen, welde : 
Verbindung -mit den i Bedingungen L=0, M==0O, -- gerak 
erforderlich und hinreichend find, um durch integration die & 
Eoordinaten der Puncte ald Functionen von t zu beftimmer. 
Diefe Integration führt 6n — 2i Eonftanten herbei; fo viele me 
einander unabhängige Coordinaten und Componenten von Be 
ſchwindigkeiten müffen alfo noch für irgend einen Yugenbtid 3 
geben fein, wenn alle Eonftanten beftimmt werden follen. ?: 
die Anzahl aller Soordinaten und Componenten der Geſchwindiz 
feiten, nach den Aren, überhaupt Gun ift, und zwiſchen dar 


2i Bedingungen L=0, M—=0, «- dL dM 


—0, Ir ——=0,.« 8 
walten, fo Fünnen in der That gerade 6n — 2i Coordinaten un 
Geſchwindigkeiten beliebig gegeben fein. 
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80. Iſt das Spftem ganz frei, fo find die Widerftände an 
allen Puncten deffelben einander zu zweien gleich und entgegen: 
gerichtet; ihre Mittelfraft und ihre zufammengefegtes Paar find 
Daher Null, und haben folglich feinen Einfluß auf das reſulti⸗ 
rende Bemwegungsmoment der Puncte und das zufammengefebte 
Paar der Berwegungsmomente, deren Aenderungen vielmehr nur . 
noch duch die Mittelfraft und das zufammengefehte Paar‘ der 
befchleunigenden Kräfte bedingt fein roͤnnen. Sind alfo z. B. 
auch die befchleunigenden Kräfte entweder Null oder in jedem 
Augenblid einander zu zweien gleich und entgegengerichtet, fo 
bleibt das reſultirende Bewegungsmoment und das zufammenfeßte 
Paar der Berwegungsmomente fortwährend unveränderlich wie 
in 8. 73. 


Um dieſes auch aus den allgemeinen Gleichungen des vorigen 
8.. herzuleiten, bemerke man, daß bei einem freien Syſteme nur 
Gleichungen zwifchen den gegenfeitigen Entfernumgen der Puncte 
Statt finden fönnen. Werden diefe, wie in 8.55., mit l, m, n, 
p, q, bezeichnet, fo iſt L=fli,m,n,p,q,«)=0 eine ſolche 
Gleichung. Nun ſei 12(x-5) ( -)2- 2), ſo iſt 
+ =, eben fo ff m—=(ıi—x")’p o., und mithin 
dm, dm :_ na. An, da Du 
sta n =(rf + ’ Dt =, u. ſ. f.; 
ferner hat man 


du df di , df dm df.dn 
-Siı mar ar“ 


— df di df dm, df dn 
Titan at" 


dL df di df dm, df dn 
Wartet 


di. d dl dl 
Da nun atro — —=0; ferner ad. gr 0 u ſ. f.; 
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dä d d d 
eben fo +7=0 = , mL, u. ſ. f; fo konz 
durch Addition vorſtehender Gleichungen 
db, du dL, __zdL_ 
Kraut tem 255*60. 


Auf gleiche Weiſe ergeben ſich =, sung; folsft 
erhäft man. aus den Gfeihungen A des vorhergehenden $&,n 
den ähnlichen für die übrigen Puncte des Spftemes: 
d? d? d? 
Ins2X, In I=3Y, In 7 =!Z 
Sept man nın Imr=ufm, Imym=vin, Im=wi 
fo find u, v, w, die Eoordinaten des Schwerpunctes des Ex 
mes (8. 73.), und man hat — u. ſ. w. rad 
d? d? | 
d. h. der Schwerpunct bewegt fich fo, als F alle Mojm ı 
ihm vereinigt und alle befchleunigenden Kräfte an ihm ay 
bracht wären. Kerner hat man 
dL__df di  df dm 
Yy diytrmaytr“ 


dL__ di di a ‚In... b. 
ay dy dy’ " dm dy 
u. ſ. w. 
a aus a. und b. 
dL d dm _dm 
E- =1(r-: *. Yix Bu 
‚dL__ dL_ df yal 0 
a dy’ = a *2* —R /m 7) 
„dL_ „dL__df " dl " dl —* a) 
rer et IT ie 7 Ya? 


uf. m. 


N 
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Nun iſt aber 


di _di dl di al di 
‚aatr’ TERN 


„ I-YIa-r a XI-Y}_ 


=0; 
n dl " al di 
ferner y "det — weil = , —— uff; 


—=0, uf. f.; alfo erhält man abc daupt durch Addition der 
vorhergehenden Gleichungen: 

„(db _dL 

er =), 
und eben fo 


3(..--7% 2)=0, 26-5 —0, 


Diefe Gleichungen befagen nichts weiter, ald daß das Paar, 
welches die von der Sleihung L==0 herrührenden Widerftände 
bilden, beftändig Null if, wie oben ſchon bemerft wurde. Dems 
nach ergiebt ſich aus den Gleichungen A. des vorigen $., und 
den Ähnlichen für die übrigen Puncte des Spftemes : | 
2 2 
ir Er )=207-%) 


zd’y—yd’z 
In (77°) =3(Y2-2y) 





Sm 


z_fxd’z—zd’x\__ _ 
Zm(. F 2071 X). 


—8 — FE) 
Da Im(LELFEN) I EL 0, fo kann 


man die erfte der obigen Gleichungen auch fo fehreiben: 
(ydx—xdy)\__ , 
(m TFT) =E0Xy—Yn) dt, 





! 
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u. f. f. (f. 8. 70.) gefett werden: 

Smvdv=\Pcos Ods, oder 1S\md(v?)—=Pcos Ods, 
Der Ausdruck 4Imv? ift die Summe der febendigen Kräfte ([. 
8. 70.) allee Puncte, oder die lebendige Kraft des Enke: 
mes. Die vorftehende Gleichung lehrt demnach, daß die Zu 
nahme der lebendigen Kraft des Epftemes in jeden 
Zeitelement dt gleih if der Summe der Prodatt 
aus der Intenfität jeder Kraft in die Focteüdun 
ihres Angriffspunctes nach der Richtung der Kraft 
während der Zeit dt. Von den Zeichen diefer Produr 
gilt die in $. 70. aufgeftellte Regel. 


Wirken demnah auf das Syſtem Feine beſchleunigenda 
. Kräfte, fo iſt FPcosOds=0, ‚und mithin 4 Imv?—Cont, 
oder die lebendige Kraft des Syſtemes iſt während der guy 
Dauer der Bewegung unveränderlich. 


Iſt der Ausdrud SPcos Ods=F(Xdx--Ydy+zi 
ein genaues Differential, oder giebt es cine Function TI der Ceet 
dinaten x, y, 2, xX,y,2z, x, ſo befchaffen, dag di= 
S(Xdx-+-Ydy-+Zdz); fo erhält man | 
. 4=Sınd(v*)=dIl, | 
mithin durch Integratio 4IZmv’=!1Im,?’--I—I; N 
lebendige Kraft wird dann immer wieder die nämliche, wenn de 
naͤmliche Werth von TI mwiederfehrt. Man vergleiche hier S. Il. 
und 71., wo derfelbe Sag in Bezug auf einen einzelnen Pan 
entwickelt iſt. Beiſpiele von Fällen, in welchen der Austnd 
Z(Xdx-+«») ein vollftändiges Differential if, und Bemerkunza 
über die geometrifhe Bedeutung feines Integrales (11) fat 
man in $. 62. und 63. Um bier nur ein fehr einfades dr 
fpiel genauer anzuführen, feien die befchleunigenden Kräfte a 
den Puncten alle conftant und parallel der Are x, zugleich da 
Maflen der Puncte proportional, fo Fann man fegen: I= 
VO, z=0, X =gm, Y=0, 2z=0, uff; felgfd 
di=glmdıtmid Hr) und I=glmx-tm'r+) Ei 
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man demnach uim=!mx, fo iſt u die Abfeiffe des Schtoers 
punctes der parallelen Kräfte oder, des- Spftemes ‚(beide find 
bier einerlei, weil die befchleunigendeh parallelen Kräfte zugleich 
den Maffen proportional angenommen fi find); demnach iſt 
4 Imv? — } Iuv,?=g(a—u,) In; 

d. h. die Zunahme der lebendigen Kraft des Syſtemes, in der 
Zeit von. t, bist, dividirt durch die (unveränderliche) Antenfität der 
Mefultante der befchleunigenden Kräfte, alfo der Quotient 
Zmv? — mv? . untakan’ 2.3 
— u iſt gleich der inzwiſchen erfolgten Verruͤckung 
des Schwerpunctes nach der (gleichfalls unveraͤnderlichen) 
Richtung jener Reſultante. Dieſes laͤßt ſich z. B. auf ein Sy⸗ 
ſtem von ſchweren Puncten anwenden, in fo fern die Schwere 
als unveraͤnderlich betrachtet wird. ‚Die Zunahme an lebendiger 
Kraft bei ‚einem ſolchen, während einer gewiffen Zeit, hängt alles 
mal blos yon der verticalen Tiefe ab, um welche der Schwer: 
punct in diefer Zeit gefallen iftz fie wird Abnahme, wenn dee 
Schwerpunct fteigt. Dabei ift ed ganz einerlei, wie die Puncte . 
mit einander verbunden find, und ob fie ſich frei oder auf vor⸗ 
gefohriebenen Bahnen bewegen. (Es verfteht ſich von felbft, daß 
hier die Einwirkung anderer Kräfte, mie Reibung, Widerftand. 
der Luft, u. dgl., welche fich in der Natur nie ganz. befeitigen 
läßt, nicht in Betracht Fommt.) 


82, Es giebt Fälle, in welchen der im vorigen $. ents 
wickelte Sag der lebendigen Kräfte allein fchon zur Beftimmung 
der Bewegung des Syſtemes hinreicht; nämlich wenn bei. einem 
Spiteme von nm Puncten zwiſchen den 3n Eoordinaten 3n —4 
Bedingungen gegeben find oder überhaupt fi) annehmen laſſen. 
Iſt z. B. ein feftes Spftem von n Puncten gegeben, fo finden 
zwifhen den Eoordinaten derfelden 3n —6 Bedingungen Statt, 
welche die Unveränderlichfeit der gegenfeitigen Entfernungen auss - 
druͤcken. Sind nun noch zwei der m Puncte unbeweglich, fo 
find ihre ſechs Coordinaten unveränderlih; da aber die Entfer: 


256 Dpnamil. Phyſiſches g 
Es fe, für t==0, 0,8, 9=a, fo erhält man 
k? (de) ' —k’v 34 2ag(C05P— casa). 


Fuͤr einen ſchweren Punct, der fih in einem verticalen Ins 
vom Halbmeffer r bewegt, d. h. fuͤr das in einer Ebene (her: 
gende mathematifche oder einfache Pendel hat man nad &.7 
5., wenn das dortige c und mit ihm dp gleich Null geſetzt, m 
ıp für das dortige %, fo wie rv, für v. gefchrieben wird, m 
hier vo die anfängliche Winfelgefchtwindigkeit, mithin m, k 
Anfangsgeſchwindigkeit ift: 


3 
r? (2) =r’vg?-Fr2gr (cosP— cosa). 
Diefe Gleichung wird mit der vorigen einerfei, wenn arzt. 


‚ Der Körper (das phufifhe Pendel) ſchwingt alfo um feines 
bewegliche Are gleichzeitig mit einem einfachen Pendel vn 


2 
Länge =. Legt man durch die Are, x und den Eher 
punct eine Ebene, und. zieht in ihe eine der x parallele Gach 
a 
in dem Mbftande r=“- von x, auf dee Seite des Ehe 


punctes, fo ſchwingen die Puncte dieſer Geraden eben fo di 4 
die übrige Maffe des Körpers nicht vorhanden waͤre. Piik 
wird Schwingungsare genannt. 

Die Dauer einer fehr Fleinen Schwingung beträgt, nd: 
72., bei dem einfachen Pendel von der Länge r, mal: 
m be dem: phofifchen, welches mit dem einfachen pen!" 


Länge K — gleichzeiti ſchwingt, VE Zaͤhlt man K 


Anzahl (a) der Schtwingungen, welche dies Pendel wife: 
einer befannten und hinreichend langen Zeit T mad, fo chi 
man mit großer Senauigkeit die Dauer einer Schwingung gl 





rn — ww — .. 
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man demnach um mx, fo ift u die Abſciſſe des Schwers 
punctes der parallelen Kräfte oder, des- Spftemes (beide find 
bier einerfei, weil die befchleunigendeh parallelen Kräfte zugleich 
den Maffen proportional angenommen find); demnach ift 

4 mv? —42nv,? =g(u—u,)Zın; 
©. h. die Zunahme der lebendigen Kraft des Syſtemes, in der 
Zeit von t, 6i6 t, dividirt durch Die (unveraͤnderliche) Intenſitaͤt der 
Mefultante der befchleunigenden Kräfte, alfo der Quotient 
ZSmv?— mv? , "le . 
— u ift gleich der inzwiſchen erfolgten Verräcung 
des Schwerpunctes nad der (gleichfalld unveränderlichen) 
Richtung jener Refultante. Diefes laßt ſich 3. B. auf ein Sy⸗ 
fiem von ſchweren Puncten anwenden, in fo fern die Schwere 
als unveränderlich betrachtet wird. „Die Zunahme an lebendiger 
Kraft bei .einem folchen, während einer gewiſſen Zeit, hängt alles 
mal blos von der verticalen Tiefe ab, um welche der Schwers 
punct in diefer Zeit gefallen if; fie wird Abnahme, wenn der 
Schwerpunct fteigt. Dabei ift ed ganz einerlei, wie die Puncte 
mit einander verbunden find, und ob fie fich frei oder auf vor⸗ 
gefchriebenen Bahnen bewegen. (CE verfteht fi von felbft, dag 
hier die Einwirkung anderer Kräfte, mie Reibung, Widerftand. 
der Luft, u. dgl., welche fich in der Natur nie ganz. hefeitigen 
läßt, nicht In Betracht kommt.) 


82. Es giebt Fälle, in welchen der im vorigen $. ents 
widelte Sat der lebendigen Kräfte allein fchon zur Beftimmung 
der Bewegung des Syſtemes hinreicht; nämlich wenn bei. einem 
Spfteme von n Puncten zwiſchen den In Coordinaten In—1 
Bedingungen gegeben find. oder überhaupt ſich annehmen laffen. 
Iſt z. B. ein feftes Syſtem von n Puncten gegeben, fo finden 
zroifchen den Eoordinaten derfelben In—6 Bedingungen Statt, 
welche die Unveränderlichfeit der gegenfeitigen Entfernungen aus⸗ 
drücden. Sind nun noch zwei dee n Punete unbeweglih, fo 
find ihre ſechs Coordinaten unveränderlih; da aber die Entfer- 
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Die lebendige Kraft eines Spftemes läßt fi immer in m 
Theile zerlegen, deren Summe fie gleih if. Der eine Thal: 
die lebendige Kraft, welche der Bewegung des Schmwerpund: 
entfpricht, d. h. er if gleich den halben/ Producte ans ke 
Summe aller Maffen des Syſtemes, multiplieirt in das Ir 
drat der Gefchwindigfeit des Echwerpunctes; der andere T% 
enkfpricht den relativen Bewegungen der Puncte gegen im 
Schmwerpunct, d. h. er ift gleich der halben Summe der Fa 
ducte aus dee Maffe jedes Punctes in das Quadrat feiner ni: 
tiven @efchwindigkeit, in Besiehung auf den Schwerpunct. 


Denn e8 feien &, 7, € die Coordinaten des Schwerpu 
S; x, y, z die eines Punctes m des Syſtemes, alfo u=:ı-: 
v=y—n, w=ı—( die relativen Eoordinaten von m gegm‘ 
fo ft Zim=2mx, eder Zmu=0, und eben ff Im= 
Smw==0. Die lebendige Kraft des Spftemes fei U; mer, 


2 3 \ 
U=42m (FE) . Sept mn dx=di+li 





dyz=dy-4-dv, are. . kommt 
un; tr Int+ 2130 2* 
a rn 
oder, weil Im Se=0, Im—0, Img, 
U- ns Im-+!Im — a 


w. 3 b. w. Wendet man diefen Gab auf einen feſten Kim 
an, der fi um eine unbewegliche Are (fie fei die der x) a. 
fo bleiben bei dee Drehung x und 5, alfo u, conftaut. Fera 
fei, für den Schwerpunct n=asinp, a coeꝙ, für am 
andern Punct m fi yrsin(Pp-PE), zzur cos (43): & 1 
die Neigung von r gegen a, welche chen fo wie die Abſtaͤnde 
und a während der Bewegung unveränderlich bleibt. Mon ® 
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jält dt -df=ar dpi, 

dv=dy—dn=(r cos (P-HED)—acosp)dg, 

dvw=d—d=—(rsin(p-rE)—asinp)dp; 
Jieraus folgt‘ dv?+-dw?=(r?-Fa?—2arcose)dp?. Bezeich⸗ 
net man mit o den fenfrechten Abftand des Punctes m von der 
durch den Schwerpunct gehenden, mit x parallelen ®eraden (ſie 
heiße q), ſo iſt E*==a?’-Fr?—2arcose, und wird noch bie 
Winkelgeſchwindigkeit 0 eingeführt, fo hat man Ds 

2 2 - 

, ar folglich nach a. die lebendige 
Kraft des Körpers: 

U=4a?0?3m-4-}0?3g’m, 
wobei zu bemerfen, daß o?m das Trägheitömoment des Kir, 
pers für die Are q iſt. 

Bon der ‚anderen Seite aber ift die lebendige Kraft des 
Koͤrpers U==io?Sr?’m, mithin, nach Aufhebung des gemeins 
famen Factors 40°: 

Srim=>0’m-ra?2m, b. 
d. h. das Trägheitsmoment eined Körpers in Bezug auf eine 
beliebige Are ift gleich. demjenigen in Bezug auf die mit jener 
parallel duch den Schwerpunct gelegte Are, vermehrt um das 
Product aus der Maſſe des Körpers in das Quadrat des Ab: 
ftandes (a) beider Aren von einander. 

Man fege Irtm—k?!m, So?m=4?’2m, fo fommt 
kK’=a’1?, Diefe Gleichung lehrt, daß der Schwerpunct im⸗ 
mer zwifchen der iDrehungsare (x) und der Schwingungsare 

2 
(€) llegt. Denn fein Abſtand von x.i 2, Dagegen itt —- mad 
dem vorigen 8. der Abſtand zmwifchen x und x’, und nach vorſte⸗ 
| hender Gleichung <>a. Nimmt man x’ zur Drehungsage, 


und bezeichnet ihren Abſtand vom Schwerpuncte mit a’, ſo iſt 


4260 


17* 
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3 
= — a. Bezeichnet man ferner mit mk'? das Trügye 


moment des Körpers in Bezug auf die Ape x’, fo wird mid 
indem man in der Sormel k?=A? +a? die Buchftaben k nl 
beziehungsmeife mit k’ und a’ vertaufcht, und A, mie eriek 
lich, ungeändet ft, Krml!ra?r. Nuiks 
‘ 12 ? 
und Ita) zugleich ==. 
id Earl, alſo CE, d. h. die neu E 
gungsare fällt in die vorige Drehungsage, w. z. b. w. 


84. Zu genauerem Verftändniß der Aufgabe des 88: 
hört, daß auch der Druck beftimmt werde, den die Drehunz: 
"in jedem Augenblicke erleidet. In der Natur wird auf pr 
Dunct derfelben ein’ beftiimmter Druc ausgeübt werde: =: 
fann aber, fo lange die Are ale unbedingt unbiegfam ber: 
wird, wie hier geſchehen ſoll, nicht die Intenſitaͤt des Ink 
auf jeden Punct, ſondern nur die Reſultante und das zuſaue 
geſetzte Paar aus allen dieſen Kräften beſtimmen. Zu dm 
nehme man in der Are x einen beliebigen Punct O zum Utz: 
der Coordinaten, und denke ſich an demfelben den in ji: 
Puncte der Are Statt findenden Drud in feiner Rictun m 
in entgegengefetter angebracht; fo erhält man durch Zufınes 
feßung einen reſultirenden Druck R in O, nnd ein gie 
gehöriges Paar Q, deſſen Ebene offenbar durch die Are ı 
mithin ftellen R und Q, in gerade umgefehrtem Sinne mital 
gedacht, den Widerftand der unbemeglichen Are dar, Zu np 
dem Augenblicke der Bewegung zwiſchen den verlorenen Sram 
Gleichgewicht befteht (8. 79.); fo muß diefer Widerſtand 9 
Kräften Gleichgewicht halten. Die verlorenen Keäfte fat, ud 
den Aren x, y, z zerlegt, een U=I-.m | 

25 
vev-nIJ, wæ⸗-I I - (&.. 79,5; zerlegt ma 


\ 





8 Pendel, 2357 


7 cn T K? og k?r7?n? 
—, und mithin VE folglich = Es laͤßt 


ſich aber, wenn die Maſſe in dem Pendel gleichmaͤßig oder uͤber⸗ 





haupt nach einem bekannten Geſetze vertheilt iſt, aus der Geſtalt 


2 
deſſelben der Quotient berechnen. Denn es ſei dm die Maffe, 


dV=dxdydz das Volumen eines Elementes, fo ift unter Anz 
nahme gleihmäßiger Vertheilung, jene diefem proportional, alſo 
dm=udV, wo u ein conftanter Coefficient, und mithin ift das 
Trögheitömoment fr’dim—k’m=u/(y?-+z2)dV. (Das Zeis 
hen f bedeutet hier eine dreifache Jategration.) Serner hat 
man zur Beſtimmung von a, my=/ydm=u/ydV, mz' 
=/fıdm=ufzdV, und a=Vy?+z2; und da ſich Die 
dreifachen Integrale /ydV, /zdV, JSy?’-+2’)dV ſaͤmmtlich 
finden laſſen, ſo folgt, wenn man ihre Werthe der Reihe nach 


2 
mit &, B, » bezeichnet, rn Demnah kommen 


in obigem Werthe von g nur befannte Zahlen. vor, aus denen 
ſich ein beftimmter Zahlenwerth für g, d, i. für die Intenſitaͤt 
der Schwere an dem Orte der Beobachtung, ergiebt. 

Die Pendelſchwingungen liefern daher ein Mittel zur Be⸗ 
ſtimmung dieſer Intenſitaͤt, welches ſehr großer Genauigkeit faͤhig 
iſt; es verſteht ſich jedoch von ſelbſt, daß ſolche nur durch wei⸗ 
tere Correctionen und uͤberhaupt durch Beruͤckſichtigung vieler 


Umſtaͤnde erreicht wird, von denen hier nicht die Rede ſein 


kann. 
83. Denkt man ſich die bisherige Drehungsare (x) wieder 
beweglich, dagegen die Schtwingungsare (x') unbeweglic, 


fo fällt die neue Schwingungsare in jene Drehungsare, oder ' 


mit andern Worten: Drehungs: und Schwingungs⸗Axe laſſen 
ſich mit einander vertaufchen. 

Diefe Eigenſchaft folgt aus einem allgemeinen Gate über 
die febendige Kraft eines Syſtemes, der hier zugleich feine Stelle 
findet; nämlich: 0. 

17 
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gefeßt wird: 
k? + agein P=0. 


Multiplicirt man’ diefe Gleichung auf beiden Seiten mit d 
und integrirt, fo kommt 


2 
yk? 4 —ag cosp==Const., 


welche Gleichung mit der in $. 82. aus dem Satze ber leben 
gen Kräfte entwickelten, wie gehörig übereinftimmt. Die wie- 
holte Herleitung Fann jedoch zur Ueberficht der verfchiedenen S 
thoden näglich fein. 


Um zue Beftimmung der Widerſtaͤnde zurüczufehren, ve 
man in den Sleihungen a: X=0, Y=0, Z=gdm, dı=ı 
dy=rcospgdp, dz=—rsinpdp, mithin d’s= 
—vdp’+zd’9, dz=—zdp?—yd’p; und ſchreibe se: 
S ftatt 2, fo kommt: | 


1=0, — 2 dm (47 fr ‚ 

=-/in— ws un 
=— skin? ay dm— ED) frucm, 
N= 17 tadm (4? fr Am. 


Diefe Ausdräce laſſen fih noch etwas vereinfachen, wenn me 
zum Anfange der Eoordinaten denjenigen Punct (er beige 0 
wählt, in welchem das vom Schwerpuncte auf die Drehunr 
are gefällte Loth, (a) diefe Axe trifft; denn alddann ift die Abſcife ii 
Schwerpunctes Null, mithin admz=0, Ferner iſt xdu⸗ 
amsinp, [zadm= amcosp; es bleiben alfo nur noch die In 
tegrale /ydm und /szdm als Functionen von ꝙ zu beim 
men. Zu dem Gnde denke man ſich drei in dem Sörper für 








. 
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hait —X— 
dv=dy—dn=(r cos (P) — a cos ) dꝙ, 
dw=d—-d=—(rsin(PprD)—asinpy)dy; 

hieraus folgt dv?-Hdw?=(r?-+a?—2arcose)dp?. Bezeich: 

net man mit o den fenfrechten Abftand des Punctes m von’ der 


durch den Schwerpunct gehenden, mit x parallelen Geraden (fie 


heiße q), ſo iſt @=a’+r?—2arcose, und wird noch Die 





Winkelgeſchwindigkeit Me eingeführt, fo hat man dn +7 
=a’0?, —— folglich nach a. die lebendige 


Kraft des Koͤrpers: 

U=43?0’2m-4-40?3g’m, 
wobei zu bemerfen, daß Zp?m das Trägheitömoment des Koͤr⸗ 
pers für die Age q if. 

Bon der ‚anderen Seite aber ift die lebendige Kraft des 
Körpers U==4o?3rtm, mithin, nach Aufhebung des gemein⸗ 
ſamen Factors 4w?: 

Sr’m=30’m-ra?2m, b. 
d. h. das Trägheitsmoment eines Körpers in Beyug auf eine 
beftebige Are ift gleich. Demjenigen in Bezug auf die mit jener 
parallel durch den Schwerpunct gelegte Are, vermehrt um das 
Product aus der Maſſe des Körpers in das Quadrat des Ab⸗ 
ftandes (a) beider Iren von einander. 

Man fege Irtm—k?!m, Ze?m=i?3m, fo fommt 
k?’=a’-+4?. Diefe Gleichung lehrt, dag der Schwerpunct ims 


mer zwiſchen der iDrehungsare (x) und der Scwingungeare 


(x) liegt. Denn fein Abſtand von x. in a, dagegen m“ — nad 

dem vorigen $. der Abftand zwiſchen x und x, und 1a vorſte⸗ 

hender Gleichung => a. Nimmt man x’ zur Drehungsare, 

und bezeichnet ihren Abftand vom Schwerpuncte mit a’, fo iſt 
17* 
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ſehr Eleine Schwingungen find « und @ fehr klein; alsduar. 
giebt ſich der verticale Drud (—o) bis auf die zweiten T: 
zen von « und 9 gleich dem Gewichte p des Körpers; der: 
rizontale Druck (—p) und die Momente der Paare M m! 
aber find beftändig ſehr Fein. 


85. Es fei ein Rad an der Welle vorgelegt; CA==r !: 
Halbmefler der Welle, CB=R der ded Rades (Kig. 41.); au!" 
felben wirfen die Gewichte P und Q, an umgefchlagenen Z:.. 
hängend, einander in Hinficht auf Drehung entgegen. Fr‘. 
Moment von P in Bezug auf C größer ald das von Q, !. 
PR>-Or, fo muß, abgefehen von Reibung, eine Drehung «'. 
gen, durch welche P finft und QO ſteigt. Um diefe Bewer 
aus dem Sage der lebendigen Kräfte herzuleiten, ſei w die: 
kelgeſchwindigkeit, M die Maffe, Mk? das Trägheitsmomen ?: 
Rades und der Welle in Bezug auf die Drehungsage, fe | 
3Mk?’w? ihre lebendige Kraft. Die Geſchwindigkeit, mit mil: 
alle Puncte von P ſinken, iſt offenbar Ro, und die, mir md: 
die von Q fteigen, ift rw, folglich ift, wenn man die Maſſen e 
P und Q mit m und m’ bezeichnet, AmR?o? die lebendige &:' 
von P und Im’r?w? die von Q; demnach beträgt die gefeme 
lebendige Kraft (menn der Einfachheit wegen von der Mafe tz 
Geile abgefehen wird) 4uw?, mo zur Abfürzung „= 
Mk°’-HmR?-+-m'r? gefegt ift, und ihre Zunahme in jedem % 
genblicke uw dw. | 

Kerner wird der Ausdrud Z(Kdx-HY dy4-Z.dz), me 
man die Axen x und y horizontal, z vertical und pofitiv na 
unten nimmt, hier gleih g>dındz, weil X=0, Y==0, Z=gis 
Nennt man , ©" die verticalen Drdinaten der Eder 
puncte der Gewichte P, Q, und der Welle mit dem Rade, ' 
it Sdmdz die Summe der Glieder md? und m'dę'; dag dei: 
Glied MdL”, melches von der Wirkung der Schwere auf i: 
Welle und das Rad herrührt, ift Null, wenn der Schwerpun 
genau in die Drehungsare Fällt, indem alsdann C” confu: 
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R nad x, y, z in die Somponenten 7, @, 0 und das Paar Q 
nach den Ebenen xy und xz in die Componenten N und M, fo 
erhält man, da zwifchen allen diefen Kräften an dem feften Koͤr⸗ 
per, dee nunmehr als gänzlich frei zu betrachten ift, Gleichge⸗ 


wicht befteht, demin $. 17. oder auch 59. angegebenen Bedins 


gungen zufolge: - 
SU4r=0, FSV+o—=0, IW0—0, 
<(Vz-Wy)=0, S(Ws— Uz)--M=0, 
2(Uy— Ve) -N=0, 
oder, wenn man für U, V, W ihre Werthe einſetzt: 


x d’x d’y 
r-4+-<X— 2m 70 o-+Z Y-2n5 *0, 
d?z 


o+22Z nr Ir 20. 


M-+-2(Zı—Xz)— Im —— | 
N-RIXy—Yx)— Im ————— —0 


N 


Ir Zy)— m II IE) b. 


Bon diefen Gleichungen dienet die lebte zur Beftimmung der 
Bewegung; denn wird in derfelben y=trsinp, 2=r cos ꝙ ge 
ſetzt, fo geht fie in eine Differentialgleichung zwiſchen 9 und t 
über, durch deren “Integration p als Sunction von t fi er- 
giebt. 

In dem gegenwärtigen Zalle ift (F. 82), X=0, Y=0, 
Z=gm, und zugleich zdy—ydz==r’dy, folglich giebt die 
Öleihung b. \ 





2 
nr? T P 4 EIgmy=0, 


oder, wenn für den Schwerpunt y=y'—=asiny, mithin 
Zmy=asinp-Sm, und das Trägheitgmoment Zur’s —k’Zm 


⸗ v⸗ 


w 
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R-Or)? | 
d. t. = WHR+Q— RO; , 
alfo tft der Druck rI während der Bewegung underaͤnderlich r 
kleiner als während der Ruhe, wo er gleich W--P-+O kı 
- würde, 


Unmerfung. Soll bei diefer Aufgabe noch die Rıla 
der Are der Welle gegen die Zapfenlager in Rechnung gebtes 
werden, fo fei e der Halbmeſſer diefer Age, mithin gw die & 
fhwindigfeit, mit welcher jeder Beruͤhrungspunct dee Ar x 
dem Lager gleitet. "Berner fei 7 der unendlich Kleine Int 
einem diefer Berührungspuncte; die dafelbft Statt ſindende 3 
bung werde ihm proportional, und gleich fra geſetzt (fc 
von der Befhaffenheit der Berührungsflächen abhängige Er 
dant); ducch fie wird, meil die Reibung in der Richtung ke 
Bewegung des Berührungspunctes und Ddiefer gerade entry 
wirkt, und weil die augenblickliche Kortgleitung dieſes Yan 
der. Are duch odw ausgedruͤckt werden muß, die Zunahme ir 
lebendigen Kraft um ein Glied gleich —frodw vermindert w 
die Summe aller aͤhnlichen Glieder für ſaͤmmtliche Beruͤhrut 
punete beträgt, wenn Se==II der geſammte Druck if, inda 
der Werth von fodw fär alle diefe Puncte der naͤmliche hek, 
— ffriodo. Folglich giebt die Gleichung der lebendigen Krift: 

uvdo=g(Rm—rm)wdt—ffiedo, 1. 
mo „==Mk’+mR’--m'r?, wie oben, und zugleich het am 
zur Beflimmung von II, wie vorhin: I—= W--T-+T Mer 


N=g(M-4+-n-a)— Rum): 2. 


Zur Abkürzung fege man Rm—rm’—=k, M-Hm-u'=g, ® 
fchreibe £ ftatt fo, fo werden vorftehende Den 


ko dozzgk w dt - TI do, gg — Fr 


Die Elimination von II giebt: 
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(ur) o+-f Ger eo, 


der fk =) ui 2 + ko, 


[8-2 wort] =Wwurfgg)’—tgk’o; 
und endlich 


ik era Viluu+fgg)’—fgk?e. 


Hier muß das „ugakibe Zeichen gewählt werden, weiches für 
f=0, zunaͤchſt e=, und naher — Te giebt, wie ges 


Hörig. Wählte man Do das —* zeichen, fo würde für 


ein fehe Eicnes # SET werden, alſo ntweder o oder 


a : unendlich groß; von welchen Faͤllen bei gegentwärtiger Uns 


wendung feiner Statt finden Fann. Die integration der vor: 


ſtehenden Gleichung hat Feine Schwierigkeit; daher kann fie hier 
üubergangen werden. 


86. Die in $. 82. und 85. gegebenen Beifpiele reichen 
: {don hin, um im Allgemeinen die Anwendung des Gates der 
lebendigen Kräfte zu zeigen, welcher jederzeit, wie auch das vor⸗ 
gelegte Suftem beſchaffen fei, eine der zur Löfung der Aufgabe 
nöthigen Gleichungen, ohne meitläufige ftatifche Betrachtungen, 
fiefert, und mithin namentlich in ſolchen Fällen, wo überhaupt 
nur eine Gleihung erfordert wird, mit VBortheil angewendet 
werden Fann. | 
Man kann ſich ferner des Satzes der lebendigen Kräfte in 
vielen Zällen zur Unterfcheidung des ficheren und unficheren 
Gleichgewichtes bedienen. Beſteht zwifchen mehreren Kräften, 
die man ſich als Kunctionen der Koordinaten ihrer Angriffs 
pancte gegeben dene, an einem Syſteme Gleichgewicht, und 
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ftellt man ſich zugleich das Syſtem ald ruhend vor; fo &: 
das Gleichgewicht ſicher oder unſicher, je nachdem die Ian 
wenn ihnen irgend eine Fleine Bewegung ertheilt wird, durch 

fortdauernde Wirfung der Kräfte wieder in die anfängliche ::. 
zuruͤckgefuͤhrt oder von denfelben weiter entfernt werden. ©: 
fieht ſchon aus diefer Erflärung, daß das Gleichgewicht bei de 
felben Spfteme in Hinfiht auf einige Verruͤckungen ficher, 
andere aber unficher fein kann. Auch Fann daſſelbe nad !: 
Verruͤckung noch fortbeftehen; alsdann iſt e8 meder ficher =: 
unficher, und mag hier ein ftehendes genannt werden. © 
folches findet 3. B. bei einem fchweren Körper Statt, der i: 
frei um feinen unbeweglichen Schwerpunct drehen Eann; de 
das Gleichgewicht dauert während diefer Drehung beftäntig fır 
Iſt aber ein ſchwerer Körper nicht im Schwerpuncte, ſondee 
in einem anderen Puncte befeftigt, um welchen er fich ohne fe 














derniß drehen Fann, und befindet fih der Schwerpunct ver 
unter dem Befeftigangspuncte, fo ift dad Gleichgewicht in So 
fipt auf die Verruͤckung des Schmwerpunctes ſicher; in Hirt 
auf Drehung des Körpers um die durch den Schwerpuncd x 

hende Berticale findet aber nur ein ftehendes Gleichgewic: 

Statt. 

Die Anwendung des Satzes der lebendigen Kräfte auf ge 
gentwärtige Aufgabe beruht auf folgenden Gründen: Nach dar 
felben ift überhaupt Imvdv= Xdı-+-Ydy+Zdz), w 
Insbefonbere, wenn der Ausdruck rechts ein genaues Differenna 
(all) if, 22mv?=II4-Const,, wo II eine Function ie 
Coordinaten anzeigt. Dur integration erhält man, wenn v,. 
Vo, die Anfangsgefhmwindigfeiten der Puncte find, und I, 
den anfänglichen Werth von TZ bezeichnet: 

7-mv?’=4mv,’+II—I,. a. 


Man denke fich die Anfangsgefchtwindigkeiten vo, Vo’, -- fünmmt 
lich ſehr Flein. Da das Spftem ſich anfänglich in der Stellung 
des Gleichgewichtes befand, fo hat man für den erſten Augen 
blic® der Bewegung, II=II,, und zugleich dII=0O; mithin kam 
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bleibt; alfo ergiebt ſich, nach dem Sage der lebendigen Kräfte: 
vo da—g(md(-Hm'dl). j 


Nun find aber.die Gefehwindigkeiten von P und Q a —Ru, 


und = 10; folglih erhält man durch infeßung diefer 
Werthe, den gemeinfamen Factor weglaſſend do 
g(Rm—rm’)dt; demnach ift die Winkelgeſchwindigkeit w gleich: 
förmig befchleunigt. : Verlangt man noch die Spannungen der 
Seile BP, AQ, in jedem Augenblicke der Bewegung, fo find. 
dDiefe die verlorenen Befchleunigungsmomente der Maffen m und 
m’. Wäre die Maffe m frei, fo würde die Schwere ihr die De 


fchleunigung g ertheilen; die Beſchleunigung iſt aber nie Tr 


weil Bo die Gefchwindigfeit von m; alfo ift m(g-R® 
das verlorene Beichleunigungsmoment der fallenden Maſſe m, 
und die Spannung T in BP mithin: Ton (g-Rr® 


Eben fo findet ſich das verlorene Beichleunigungsmoment der 
fteigenden Maffe m’, oder die Spannung T’ in AQ: 


‚T=nm (+ 7). Setzt man für 2 feinen obigen Werth, 


fo fommt: 
Tmg (1- m ), Dn s( N „Ram )). 


Der gefammte Ort auf die Are ift offenbar die Refultante 
des Gewichtes (Mg) von Welle und Rad, und der Spannungen 
T, T’; feine Intenfität 11 ift alfo dee Summe Mg+-T-+-T 
gleich ; oder die Gewihte Mg—=W, mg=P, m'g=Q. einfüh- 
rend, erhält man: 


— wap 1 R(PR—Or) N) + Q (1+ 14 r(PR— Or) ) 


Wk?+PR2+Or? wk?’+PR?+Or? 
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HYuneten beftehen, fo finden bei der Bewegung deflelben feiæ 
Geſetze Statt, die Hier aus dem Vorgehenden zufemınessr 
werden: 


41. Das refultivende Bewegungsmoment aller Mara: 
Spftemes bleibt während der ganzen Dauer der PBewegun: :| 
veränderlih; oder der Schwerpunct bewegt fich gleihförm: 
gerader Linie mit einer Geſchwindigkeit, die gleich ift dem tr. 
tirenden Bewegungsmomente, dividirt durch die Summe 
Maſſen. 

2. Das zuſammengeſetzte Baar der Bewegungsmoenr- 
gebildet in Bezug auf einen, entweder unbeweglichen oder <: 
in der Richtung des refultivenden Bewegungsmomentes fer: 
henden Punct, 3. B. den Schwerpunct, bleibt während ter s= 
zen Dauer der Bewegung, nad Ebene und Größe, um: 
dei. 

3. Sind die Intenfitäten der gegenfeitigen Anzichsr 
(Abſtoßungen) zugleih Functionen der Entfernungen, fo if, c: 
$, 62., der Ausdrud Xdx+-Ydy-+Zdz) ein genaues T 








Fand 
rential (—dII), und folglich erhält die lebendige Kraft des ẽ 
ftemes immer denfelben Werth, fo oft derfelbe Werth ven Z 
wiederfehrt (man fehe $. 81.); insbefondere alfo wird auch de 
lebendige Kraft wieder die nämliche, wenn der Fall eintritt, da 
alle Puncte des Spftemes wieder in die nämlichen Drte gel, 
welche fie ſchon einmal einnahmen. Diefer Sat gilt aud, men 
das Syſtem nicht frei if. 

Die Erfahrung ehrt, daß wenn zwei Körper um Raus 
einander mit gemiflen Gefhmwindigfeiten begegnen, bei dem 3: 
fanmentreffen fofort fehr große Aenderungen in ihren Berauz 
gen eintreten. Es müffen alfo fehr große befchleunigende Krät 
da fein, welche in fehr Furzer Zeit die beträchtlichen Wirkunga 
hervorbringen, die man bei dem Stoße beobachtet. Diefe Kir 
laſſen ſich als Anziehungen und Abftogungen zwifchen den Panda 
der Körper denfen, die fih nur auf fehr Kleine Entfermun 
erftvechen. „Seht man von diefer Vorausſetzung aus, und derft 
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de 
(„2-st) ler ==0, 
oder (7 u igg)t —RRX 


— ——— — 
und vie 

n. ———V22— — 
Hier muß a negative Zeichen gewählt werden, weiches für 
f=0, zunaͤchſt 228 und nachher giebt, wie ge⸗ 
hoͤrig. Waͤhlte man dagegen das poſitive Zeichen, ſo wuͤrde fuͤr 
ein ſchr kleines f, SC=LL- werden, fo entweder oO oder 


ers unendlich groß; von welchen Faͤllen bei gegentwärtiger An⸗ 


wendung keiner Statt finden Fann. Die Integration der vor⸗ 
ftehenden Gleichung hat Feine Schwierigkeit; daher kann fie hier 
übergangen werden. 


86. Die in 8. 82. und 85. gegebenen Beifpiele reichen 
fhon hin, um im Allgemeinen die Anwendung des Satzes der 
febendigen Kräfte zu zeigen, welcher jederzeit, wie auch das vor: 
gelegte Syſtem beſchaffen fei, eine der zur Löfung der Yufgabe 
nöthigen Gleichungen, ohne weitläufige ftatifche Betrachtungen, 
fiefert, und mithin namentlich in folchen Fällen, wo überhaupt 
nur eine Gleichung erfordert wird, mit Vortheil angewendet 
werden kann. 

Man Fann fich ferner des Satzes der Iebendigen Kräfte in 
vielen Fällen zur Unterfcheidung des ficheren und unficheren 
Gleichgewichtes bedienen. Beſteht zwiſchen mehreren Kräften, 
die mar ſich als Aunctionen dee Eoordinaten ihrer Angriffs⸗ 
puncte gegeben denke, an einem Spfeme Gleichgewicht, und 
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Abſtoßung vorausgeſetzt wird, die Verruͤckung oͤr in die Se: 
r oder in deren Verlängerung fällt; eben fo verhält es fid z 
dem. anderen Gliede fr-d,r. Denft man ſich fr immer Fax: 
und hiernach dr, oͤrr mit ihren gehörigen: Zeihen genommen, ' 
ftellt in jedem alle die Summe dr-+-Ö4,r die gefammte Be: 
tung von r, in der Zeit dt, dar; diefe mit dr bezeichnen?, = 
hält man: mvdv-m'vdv'—=fr-dr. Es fei, in einem gem. - 
Augenblide, r=r,, v=v,, v’=v,, fo ergiebt ſich durch Fr 
gration der vorftehenden folgende Gleichung der lebendigen Kroͤt 


. r 
Imv2H-Im'y? — Inv ?--Im'v + S fr dr. 
To 





Nimmt man an, daf die abftoßende Kraft fid nur auf ein 
ſtimmte Weite erſtreckt, fo ift fr=0, fo lange r größer if, & 
eine gewiſſe Grenze r,. Sobald aber r<r,, Denfe man i: 
daß eine mit abnehmendem r über alle Grenzen hinaus m: 
fende Abftoßung Statt finde; alfo daß die Sunction fr, fehX 
r<r,, mit abnehmendem r wachſe, für r=0 aber unmti: 


groß werde. Auch das Integral S. “frdr werde ale ument:* 
groß angenommen. Die obige Gleihung läßt fih auch fd 
ben: Imv?’-+-4m’'v? =1mv,?-+-1mv,?— 9 tr dr. 





Das Integral S. fr dr ift mefentlih pofitio, fo Im: 
r<r,, 88 wird Null, wenn'r>r,. Denn unter der Bor 
fegung r>ro ift fr=0, und mithin auch S. frdr—0. We 


obiger Gleichung folgt, daß der Abſtand r nicht über eine ð 
wife Grenze hinaus abriehmen fann; denn für ein fehr Fe 
r würde: der Werth der lebendigen Kraft negativ werden, mx 
nicht angeht. Auch ift aus det Natur der Sache Far, dakr 
nach der Abnahme wieder bis zu dem Werthe r, zunehmen mat, 
da die Puncte einander beftändig abftoßen: der Lefer wird alk 
den ftrengen Beweis diefer Behauptung, der fich Durd Red 
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der Werth von TI, welcher der Stellung des Gleichgewichtes ent⸗ 
fpeiht, ein Maximum oder Minimum fein. Iſt II, ein Magis 
mum von IZ, und ift die dem Syſteme ertheilte Bewegung von der 
Art, daß durch jie überhaupt der Werth von II geändert wird, 
fo wird die Differenz; II—H, bei fortgehender Bewegung zu: 
nächft negativ; da aber 4Imv,? nach der Vorausſetzung fehr 
klein ift, und die Summe aller Glieder auf der rechten Seite 
der Gleichung a. unter allen Umftänden pofitio bleiben muß, fo 
laͤßt ſich fchließen, daß diejenigen Wenderungen der Coordinaten, 
mit denen zugleich II fi ändert, beftändig fehr klein bleiben 
müffen. Denn beträchtliche Aenderungen derfelben Fönnen nicht 
erfolgen, ohne daß die Differenz; II—IT, negative Werthe er⸗ 
hielte, die nicht mehr fehr Flein waͤren; folche Werthe aber koͤn⸗ 
nen nit Statt finden. Kolglih ift das Gleichgewicht in Hin⸗ 
- fit auf diejenigen Veränderungen, bei welchen der Werth von 
IT fi ändert, ficher. 

Wenn aber gemwiffe Coordinaten In II gar nicht vorkommen, 
fo find, ungeachtet I immer ein Marimum bleibt, noch Be 
wegungen möglih, durch welche der Werth diefer Function gar 
nicht geändert wird. Indem für folhe II—II, beftändig Null 
iſt, wird die lebendige Kraft z=-mv?—42mv,?, bleibt alfo 
unveränderlich diefelbe. In Betreff der genannten Bewegungen 
ift das Gleichgewicht ein ftehendes. 

Dies ift, was ſich hier im Allgemeinen Aber die Anwendung 
des Sages der lebendigen Kräfte auf die Frage nach der Sicher⸗ 
heit des Gleichgewichtes fagen läßt. Es bleibt unentbehrlich, 
die befonderen Bedingungen jeder Aufgabe näher zu unterfuchen, 
um zu entfcheiden, ob nach einer Pleinen Erfchütterung das Sys 
ftem um die Stellung des Gfeichgewichtes nur Schwingungen 
machen, oder wie überhaupt feine Bewegung befchaffen fein 
wird. 


LS 


87. Wenn die befchleunigenden Kräfte an einem freien Sys 
ſteme in gegenfeitigen Anziehungen oder Abftoßungen zwifchen den 


® 





⸗ 
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ſenkrechten Axen waͤhle man wieder diejenige der y fo, daf : 
zugehörige Trägheitämoment nicht Feiner fei, ale Das für -- 
andere auf x fenfrechte Are. Zu der britten auf x und v im 
vechten Are z gehört das Treägheitömoment C; und man & 
nachdem die Apen x, y, z auf die angegebene Art gewählt ie 
A>B>C, wo das Zeihen > die Gleichheit nicht ausſchet 
wie auch im folgenden Theile diefes 8. 


Fuͤr irgend eine vierte Are H, die mit den vorigen z, v.' 
die Winkel «, B, » bildet, fei D das Trägheitsmoment, ie 
na dem Vorigen A>D. Nennt man r den fürzeften Akt. 
eined Elementes dm des Körpers von H, fo ft Dar 
und zugleih (vergl. "©. 103.) 

=? +-y?-+2?—(1cosa-+4-ycosß+zcosy)” 
oder r?=(y’+2°)cosa?-(2?-+x?)cosß’-Hx?-4-y”)o0s: 
2y2 cosß cos y - 232x cos C0sa—ZLY cose c 
Multiplicirt man mit dm, und integrirt in Bezug auf die = 
Maffe des Körpers, fegt auch zur Abkuͤrzung Syzde=: 
Sıxdm=h', /sydm==h”, fo fommt das Trägheitsmoment: 
D=A cosa?-FB cosB?-+-C cos yꝰ 


—2h cosß cosy—2h’ cosy cosa—2h” cosacu 


| 
Man nehme zuerft die Age H in der Ebene xy, fo ift cosy=' 


und cosa?-+cosß?—=1. Daher fann cosa=cosg, wi 
sin @ geſetzt werden, woraus ſich ergiebt: | 
D=A cos p?-+-B sing? —2h" sing cosp<A, 
folglich ud Asin@”>Bsinp’—2h"sinpcosg, xr 
A>B—2h” cotg 9. Diefe Ungleichheit (welche Gadr 
nit ausfchlieft) kann für jeden beliebigen Werth von g Fr 
bar nur dann beftehen, wenn h"—0 ift; und da fie befirke " 
muß h"=/ydm=0 fein. Nimmt man ferner die Ier 
in der Ebene xz an, fo iſt cosß=0, und wird noch oosa= 
cos ꝙ, cos ßB==sin p gefeßt, fofomm D=Acosp!’+tanf. 
—2h' sinpcosp<A, oder A>C—2h'cotg p; was nik 


‘ 





87. | üben den Stoß der Meyer. rg! 
fih Heide Körper ganz frei beweglich, auch keinen andemehtigen 


befchleunigenden Kräften unterwerfen, fo loffen fi unmittelbar 


die beiden erfien der fo eben aufgeftellten Bewegungsgefetze an⸗ 
wenden. Diefen zufolge geht der Schwerpunct beider Körper 
während des Stoßes umd nach ihm gleihförmig in gerader Linie 
ungeftört fort, toie vorher; und Das ‚zufammengefehte Paar der 
Bewegungsmomente, in Bezug auf ihn gebiet, bleibt ebenfalls, 
nach Ebene und Größe, gänzlich ungeaͤndert. Dieſe Geſetze gel- 
ten, die Körper mögen bei dem Stoße unverfehrt Bleiben oder 
zerbrechen; auch find fie unabhängig von der Reibung, welche 
bei dem Stoße an den Oberflächen der Körper eintritt: Denn 
obgleich die Kenntniß der phufifchen Urfachen der Reibung noch 
nicht ſehr vorgerüct ift, fü muß man fich doch diefelbe als Folge 
gerolffer Anziehungen oder Abſtoßungen denken, weiche fih nur 
auf fehr geringe Weiten erſtrecken, und bei denen die Gleichheit 
zwiſchen Wirkung und Gegenwirfung, wie überall, Etatt findet. 
Indem die Reibung das Gleiten des einen Körpers an dem ans 
deren, während der fehr Furzen Dauer des Stoßes, erfehwert 
oder verhindert, kann fie die Vertheilung der Bewegung. zwiſchen 
beiden beträchtlich ändern, aber bei freien Körpern weder auf 
die Bewegung ihres gemeinfamen Schwerpunctes noch auf das 
zufommengefegte Paar der Bewegungsmomente Einfluß haben: 

- Die Anwendung des Satzes der Igbendigen Kräfte auf den 
Stoß der Körper geftattet nur ‚einen ſehr bedingten Schluß, weil 
die Wirkungen ihrer Theile auf einander uns nicht näher hrs 
kannt find. 

Um von dem einfachften Falle auszugehen, denfe man fich 
zwei freie Puncte m und m’, die einander, in der Entfernung r, 
mit der Kraft fr. abſtoßen. Es feien dr, dr die Verruͤchungen 
von m uad m’, in dem Zeitelemente dt, nach der Richtung ihres 
Abſtandes r, v und v’ ihre Gefchiwindigfeiten, fo hat man, nad 
dem Gage der lebendigen Kräfte, folgende Gleichung: 

mrdv -Pnvdv =irför$d,N, 
Der Ausdruck fr. dr ift negativ oder pofitiv, je nachdem, da bier 


3 








Sn 


A-+-B—C=2C (A, B, C find weſenlich pofitiv); 3 
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mente der Reihe nach mit A, B, C, wobei Immer A>B> 
vorausgefegt wird, ohne die Gteichheit auszufchließen. 

Man lege ‚ferner durch O noch drei andere redhtwuf.: 
Aren u, v, w, und bezeichne die Coſinus ihrer Neigungen #: 


'x, y, ⁊ wie in F. 83, Gin nun x, y, 2 und u, vw! 


Coordinaten deſſelben Punctes in beiden Syſtemen, fo er 
ſich, indem man x, y, z zuerſt auf die Abſciſſe u, dam c: 
und dann auf w ſenkrecht projizirt, folgende Gleichungen: 
u=ax-+b y+cz 
v=axtbyrcz } 1. 
w=aı+-b’y+c"z 
wobei zwiſchen a, b, » c" die Sfeihungen 1. a und 1.b: 
$. 83. gelten. Diefe Sormeln für die Verwandlung eines x 
winklichen Eoordinatenfpftemes in ein anderes find auch fdrı 
$. 22. enthalten, mern man die dortigen ſchiefen pen x, ı 
zı tehtteinklid annimmt. Mus Denfelben folgt weiter 
uv=(ar-+by-Her)a'x+-b'y-4c'z) 
oder wenn man mit dm multipliciet, und in Bezug auf de: 
fammte Maffe des Körpers integrirt, zugleih bemerken, is 
Iydm=0, fısdm=0, /yzdm=0, weil x, y, z Han 
find: | 





Juv dn= aa'fx”dm-+-bb’/y?dm-+cc//z? dm. 
Es iſt abe SKy?’+z’)dmA, u. f. w. (8. 88.); alfo 24’% 
=B+C—A, /y’dn=C-+A—B, 2/z’dmn=A-+-B—1.# 
Abkürzung fi noch BHC—-A=MH, C+H+A—B=H 








nad folgt: 
fuv dm =a a’A’+b b’B-Fc CC 
Swudm==a"a A’+b"b B-+c'c C’ 2. 
Srwdn==a a’A'--b’b"B-ec’C' 

Die beiden letzten dieſer Formeln ergeben ſich auf gleiche V 
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nung leicht führen läßt, nicht vermiffen. Denft man fich dem- 
nad r von r, an anfänglich bis zu "einem gewiffen Werthe ab⸗ 
nehmend, nachher aber wieder bis r, machfend, fo vermindert fich 
anfänglich der Werth der lebendigen Kraft, und nimmt dann 
mit wachfendem r wieder zu, bis für r—r, das Integral 


JS. rar verſchwindet. Alsdann erhäft, indem die Abſtoßung 


aufhoͤrt, die geſammte lebendige Kraft der Puncte wieder den 
naͤmlichen Werth, den ſie anfaͤnglich beſaß. 


Dies iſt der einfachſte, dem Stoße elaſtiſcher Koͤrper ana⸗ 
loge Fall, den die Theorie annehmen kann. Aehnliche Betrach⸗ 
tungen laſſen ſich auch auf den Stoß zwiſchen Koͤrpern von be⸗ 
liebiger Groͤße anwenden. Man betrachte nur zwei Koͤrper A 
und B; es fei u die Geſchwindigkeit des Schwerpunctes von A, 
v die relative Gefchwindigfeit eines Elementes m diefes Körpers, 
gegen jenen Schmwerpunct; fo ift , Zu? 3m--43mv? die leben; 
dige Kraft von A ($. 83.). Eben fo fei Zu? Im--13mv’? die 
lebendige Kraft von B. Die Summe von beiden werden zur 
Abkuͤrzung mit U bezeichnet; ihre Werth in dem erften Mugen: 
blicke des Stoßes, in welchem die gegenfeitigen- Wirkungen zwi⸗ 
fchen den Puncten der Körper beginnen, fei U,. Diefe Wirkun⸗ 
‚gen beftehen theil$ aus denen, welche von einigen Puncten des 
einen Körpers auf einige des anderen ausgeübt und von diefen 
wiederum zurüchgegeben werden; theils, indem dadurch. einige 
Theile in jedem Körper aus ihrer Lage gebracht und fo die Ges 
ſtalten der Körper geändert werden, aus denen, welche fefort 
zwiſchen; den Puncten deffelben Körpers eintreten. Anderweitige 
Wirkungen find nicht vorhanden, wenn die Körper ganz frei find, 
wie bier angenommen if. Es fei r der Abftand zwiſchen 
zwei auf einander wirkenden Puncten, fr die Intenfität der An: 
ziehung oder Abftoßung zwiſchen ihnen, beide mögen übrigene :. 
demfelben Körper angehören oder nicht; fo entfteht ‚von diefer 
Wirkung in dem Ausdruce des Differentialed der lebendigen Kraft 
| während des Stoßes (U) ein Glied gleich fr-dr, und die Glei— 
18 





280 Dynamit. Bon den Hauptaren : 


fo folgt, daß entweder b’ und. c oder b und c’ zuglad!. 
fein müffen. Set man b"=0, c=0, fo giebt die Gläc 
3., weil aa--bb'=0, aa(A’—B)=0, mithin aa’=0, : 
auch bb’=0. Hieraus folgt, da weder anoh b Kr. 
fann, indem fonft, wegen c=0, u in y oder in x falle: 
a—=0, b’=0, mithin C==1. Diefe Werthe in die mi: 
Steihungen 1. b., $. 33., gefegt, geben =c"—=0O, mai -: 
möglich ift; denn da a’=0, b"=0O find, fo folgte == 
Um zu bemeifen, daß eben fo wenig b und c” zugleich Ru. 
Fönnen, braucht man im Vorftehenden nur die Buchſtab 
und c mit einander zu vertaufchen; dadurch wird der Tr 
auch auf auf diefen Fall anwendbar. Folglich ift Feine ::- 
Hauptaxe vorhanden; w. 3. b. w. 





9. Hier muß einer wichtigen Eigenſchaft der Haut 
erwähnt werden, die ſich aus 8. 84. ergiebt. Wenn fid :- 
fih ein Körper ohne Einwirkung befchleunigender Krärt : 
eine unbemweglihe Are x dreht, fo folgt aus dem genanır 
oder auch aus dem Sage der lebendigen Kräfte, daß ſeine? 


kelgeſchwindigkeit (* =) unveränderlich ift. Minmi t 


die Drehungsare, wie in $. 84., zn derjenigen der x, foi’- 
jeden Punct des Körpers = =, — =—=0; zugleich fe | 
Kräfte X, Y, Z alle Null, und man erhält für den Wider: 
der, Are folgende Ausdrüde: - 
n=0, o=—w?/ydnm, 0o=—w?/fzdm, M=— w*fai 

“ N=v?/ydı. | 
Diefe Ausdrüce ergeben fih aus $. 84. am einfachften, r7 
man in den Gleichungen c., welche den Widerftand bei Is: 
bung eines ſchweren Körpers ausdrüden, g=0, Fu c 


3 
== feßt. Run lege man duch den Anfang 0! 
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beftehen Fann, wenn nicht H==0, alfo zsıdm=® ff. Nimmt 
man endlich. die Age H in der Ebene yz an, ‚fo ift cosa==0, 
und wird cosß=cosp, cosy=sinp geſetzt, fo fommt 
D=Bcosp?+-Csinp’—2h sing cosp<B, oder B>C 
— 2h cotg 9, mas nicht fein kann, wenn nit h=0 oder 
Syedm=0 if. Hiernach wird das Trägheitsmoment fire die 
Are H: 
D=A cos «@?+B cos ßB?-+C cos y?, 


wo A>B>C. Auch folgt, daß DC cosa?-+-C cosß? 
-+Ccosy?, alſo D>C if, d. h. das Trägheitdmoment für 
die Are 2 iſt nicht größer als das für irgend eine andere 
Are H 

Sind insbefondere die Traͤgheitsmomente für die drei Agen 
x, y, z einander gleich, alſo A=B=C, fo wird auh DA, 
alfo alle Trägheitömomente einander gleih. Sind zwei derfelben 
einander gleich, 3. B. AB, fo wird D=A siny?+-C cosy?j 
mithin für cosy=0, D=A, d. h. die Trägheltsmomente für 
alle in der Ebene xy befindlichen Axen find einander gleich. 


89. Eine duch den Punct O gehende Are x beißt Haupt: 
age, wenn, indem O mie bisher Anfang der Eoordinaten bleibt, 
die Integrale /xy dm und /szdm beide zugleich Null find. Legt 
man durch die Hauptare x cine beliebige Ebene, deren Neigung 
gegen die Ebene xy gleih « fei, und zicht in derfelben aus O 
die Gerade v fenfrecht auf x, fo ift, für die ſenkrechte Projection 
eines Elementes dm des Körper auf die Ebene xv, v= 
ycosa-+zsina, mithin kvdm=cosa/xydm-+-sin efszdın =0; 
es kommt alfo auf die Wahl der Ebenen xy, xz nichts an. 
Aus dem vorigen $. folgt, daß jedem Puncte O des Körpers 
wenigftens drei Hauptaren zukommen, die fich durch denfelben 
fegen Iaffen, und gegen einander fenfrecht find. ine derfelben 
ift im Allgemeinen die Are des größten, eine andere die des 
Heinften Traͤgheitsmomentes. Diefe drei Hauptaren bezeichne 
'man, wie oben, mit x, y, z und die zugehörigen Trägheitsmo- 


3 
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die Gefchwindigkeit von dm iſt) oder rw’dm. Sie wirft in 
Richtung des Abftandes r, diefen zu vergeößern firebend. :- 


legt man fie nach den im Raume unbeweglichen Axen x, v,ı 
find ihre Somponenten X=0, Y=w?ydm, Z=w?z dm, e:- 


Z, 2 die Eofinus der Winkel find, welche ihre Richtung - 


y und 2 bildet, wobei r pofitiv, y und z aber mit ihren - 
chen zu nehmen find. Man fege alle Ehmwungfräfte im eine - 
zelne Kraft an O, und ein Paar zufammen; bezeichne die E:- 
ponenten von jener mit 77, 0’, 0’, die von diefem mit L,\ 
N’; fo fommt: 
"—=.!X—=0, e = !Y=wrfydn, d#=IZ— w*fıdn, 
LV’=XYz—-Zy)=0, M=X2%x-Xz)=ow?%fxzda, 
N— S(Xy—Yd)=—w?”fydm, 

folglich ft oe re'=0, +e=0, M+M=0, NN= 
d. h. der Widerftand der Are hat, wenn Feine befchleunier!: 
Kräfte vorhanden find, nur den Schwungfräften Gleich: 
zu halten. 


Daß die Ebene des zufammengefeten Paares der Schwra 
fräfte durch die Drehungsare gehen, alfo die auf diefer fenfere: 
Somponente L’ Null fein muß, verfteht ſich von felbft, weil: 
Schmwungfräfte nach der Are gerichtet find. Man bemerfe u: 
daß die Mittelfraft aus allen Schwungfräften nach Richtc 
und Größe die nämliche ift, als ob die ganze Maffe dei 8: 
pers im Schmwerpuncte vereinigt fih mit der Winkelgeſchwind 
feit @ um die Are x drehte. Denn nennt man y’, z’ die de: 
dinaten des Schwerpunctes, fo find my'o? und mz’w* die Ser: 
ponenten der in angegebener Borausfegung Statt finde:s 
Schwungfraft, und da my'—=/ydum, mz’—=/fzdın, fo fink 
den vorigen ꝙ nnd 0’ gleich, w. 3. b. w. 

Hieraus ergiebt fih noch Kolgendes: ine Durch den Loͤt 
per gelegte Gerade iſt nur dann in Bezug auf einen ihrer Punc 
Hauptage, wenn bei der Drehung um fie die Ebene des ujow 


N 
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wie die erfte, oder unmittelbar aus dieſer durch angemeſſene Ver⸗ 
wechſelung der Buchſtaben. 

Soll nun u eine vierte, mit Peiner der drei vorigen zuſam⸗ 
menfallende Sauptare fein, fo muͤſſen die Integrale /uv dm, 
Saw dm verſchwinden, und mithin. folgende Gleichungen gelten: 

aaA+b bBrc cC=0 3. 
a’aA’+b"bB-+c" cCÜ’—=0. 4. 


Sind erftens die drei Trägheitömomente A, B, C einander 
gleih, fo ft auch A—=B’—C', und die Bedingungen 3. 4, 
werden, nach $. 33., 1. b., von ſelbſt erfuͤllt; d. h. alle Axen 
find Hauptaren. (Es ift immer nur von den durch O gelegten 
Aren die Rede, fo lange diefe Bedingung nicht ausdrüdlich aufs 
gehoben wırd.) Sind ferner zwei der Trägheitgmomente A, B, 
C einander glei, und von dem dritten verſchieden, z. B. AB, 
fo it auch A'=B’, und die varftehenden Gleichungen geben, mit 
Ruͤckſicht auf 1. b. in$.33., cc C’—-A)=0, oc’ (C’-A)—0, 
Es if aber C-A—=A—C, alfo nicht Null; mithin cd’ —0, 
cc’—=0. Beide Bedingungen werden befriedigt, wenn c==0, 
d. h. jede Are in der Ebene xy ift Hauptaxe, außer diefen aber 
und der auf ihnen fenfrechten z Feine andere. Denn fegt man 
C=0, c"=0, wodurch obigen Bedingungen ebenfalld genügt 
wird, fo ergiebt ſich nur die Are z. 


Sind endlih A, B, C alle von einander verfchieden, fo 
giebt es Feine vierte Hauptare. Denn ee fei, wenn es angeht, 
u eine ſolche, die mit keiner der vorigen zuſammenfaͤllt. Da v 
und w fich befiebig, wenn nur fenfrecht gegen u und gegen ein: 
ander, wählen laffen; fo nehme man v in der Ebene xu, mithin 
w ſenkrecht auf x, und fee demnach in der Gleichung 4. a’—0. 
Diefe Gleichung giebt, weil noch b"b-+-c"c=0, b"b(B—C')==0, 
und will B—C=C—B, alſo nicht Null ift, fo giebt fie 
bb"—=0; daher auch c’c=0 fein muß. Da b und c nicht zu: 
gleich Null fein Fönnen, indem fonft u in x fiele, da ferner auch 
b” und c” nicht zugleich Null -fein Fönnen, weil b"’+c"’=1; 


— 
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w fon die gefuchten Hauptaren; diefer Fall kann alſo « 
ſchloſſen werden. | 
Ferner gelten zioifchen den Eoordinaten u, v, w wı, 

z defielben Punctes die Gleichungen 1. in $. 89., nämlid 
u=ax#+by-rez, v=är+rb'y+cz, w=a"s+b"yrcı | 
und zwifchen a, b «+ c” wieder die Gfleihungen 1. a mit. 
in $. 33. Ferner folgt aus den Werthen von A, A,! 
B, «+ C” (Seite 91. unten) . 

Aa-+-A’a+A"a"—=Bb+B'b’+-Bb" = CcHCc+l 
oder weil Ama, Aa. (©. 92. Formel 4.), 

a? a? —=b?’+-b?+b" ct +c?-Fe"". 

Nach 1- a. 8. 33. ift aber die Summe diefer drei gleiche! 
drücke gleich 3; folglich muß jeder von ihnen der Einheit :: 
fein. Dies verfteht fih auch von feldft, weil z. B. a: 
die Sofinus der Winkel find, welche x mit den rechtmutite 
Aren u, v, w bildet; es Fam hier nur darauf an, ui 
tie auch diefe Relation in den Kormeln des 8. 3. mt- 
it. Alfo hat man noch: 
a?ra?’+a'?=1, b?+-b’2:-b"? 4, Orc’ +l’=i | 
und auch 
bc+b’e +b"c"=0, ca-rca'+c’"—0, ab-Fab mb’! 
Die letzte diefer Gleichungen 4. folgt, indem man die Pi 
von A, A’, A” (S. 91.) beziehungsweife mit b, b’, b mi 
plicirt und die Producte addiert; auf ähnliche Weiſe die uam 
Multipliciet man die Gleichungen 1. der Reihe nach mit a: 
a”, und addirt die Producte, und eben fo nachher mit bb 
wieder addirend, u. f. f., fo kommt: 
x=au+rav+a'w, y=bu+bv+b'w, z=cut+t nz 
welche Gleichungen man, wie Jeder fieht, auch auf gen: 
ſchem Wege duch Projection leicht erhält. Nun fei für * 
fuchten Hauptaxen x, y, z: 











a 
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x, y, z, welcher ein beliebiger Punct der . Drehungsare x fft, 
drei neue Axen u, v, w, die in dem Körper feft fein, während 
die vorigen x, y, z im Raume feft find. Da jedoch x auch im 
Körper feft ift, fo falle u in x; ferner fei v dem vom Schwers 
puncte auf u gefällten Lothe a parallel; fo Hat man /rdm==am, 
Sw dn—0. Bezeichnet noch, wie in $. 84., 9 die veränderliche 
eigung von v gegen z, fo ift y=vsin 9-w.co0s9, 
z=vcosp—wsinp, folglich /ydm=ansinp, fzdn= 
amcosp, und /xydm=sinpfuvdm—cosp/uwdm, /xzdm 
=cospfuvdm-+-sinp/uwdm. Es fei nun insbefondere u eine 
der dem Puncte O zugehörigen Hauptaren, fo find /uvdn==0, 
Suw dn=0, mithin au) Azdm==0, Sxydm, während der gans 
zen Dauer der Bewegung. Hieraus folgt: 
‚e=—w?/ydm, o=—v?’fzdm, M=0, N=$; 
der gefammte Drucd auf die Are befteht alfo nur in einer einzels 
nen Kraft V o?-+0? in O; dagegen find die Paare M und N 
beftändig Null. Wenn daher, mit Ausnahme von O, alle 
übrigen Puncte der Age x frei beweglich gemacht weis 
den, fo bleibt diefe Arge dennoch unbemwegt, weil fie nur 
in dem unbeweglichen Puncte O einen Drud erleidet, und der 
Körper dreht ſich mit gleihförmiger Geſchwindigkeit um diefelbe, 
tie vorher. Geht insbefondere u durch den Schwerpunct des 
Körpers, fo wird noch Srdm=0, alfo auch Sydm=0, 
Srdm==0, und folglid E=0, 0o=0; d. h. wenn die zu O ge 
hörige Hauptage noch duch den Schwerpunct geht, fo erleidet 
fie, indem der Körper ſich ohne Einwirkung befchleunigender 
Kräfte um fie dreht, gar Peinen Druck, und braucht mithin auch 
in feinem Puncte befeftigt zu fein, um immer unbewegt zu blei⸗ 
ben; die Drehung dauert alfo immerwährend gleihfärmig fort. 
Der Urfprung des hier in Rede ftehenden Druckes auf die 
Are liegt in der Schwungfraft, Diefe beträgt, für die Winkel⸗ 
geſchwindigkeit w, und für ein Element dm in dem Abftande 


— — %,,2 
r=V. v’-+r2? von der Drehungsare x, — (indem ro 
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oder geordnet: 
(F-SIG-SIHA-I—FF--8°(G-H-h?(H-H4-2gb=0. | 
Diefe Gleichung dient zur Beftimmung von £ Da mu: 
in der Gleichung 9. auch b, 7 und «, l anftatt a, Efkı 
fonnte, und dann durch Wegfchaffung von b, b’, b" mire: 
nämlihe Gfeihung 10., nur 7 ftatt & enthaltend, und du 
nach Wegſchaffung von c, c’, c’ wieder die Gfeichung 10, :: 
C ftatt & enthaltend, fich ergeben mußte, fo folgt, daß tie“ 
Wurzeln der Gleichung 10. die gefuchten Werthe von &r 
find. Und da ſchon bewieſen ift, daß die drei Hauptarn ı.: 
z vorhanden find, fo folgt, daß auch diefe drei Wund:: 
reell und pofitiv fein’ muͤſſen, weil fie die Werthe der Its: 
/x’dm, u. f. f, und mithin wefentlich pofitio find. Inc 
die Neigungen der Hauptaren x, y, z gegen u, v, w juht 
men, bemerfe man noch), daß aus den Gleichungen 9. folg: 

aa —=th—gC—H:hg—f(F—5) 

aa’ —=gf—h(H—E):fh—glG—H, 
folglich 


Lu Zr Te | DEE 1 o 1 o 1 
Ada IF — 5) Th—gG—H"gt—uH-5 
Sekt man alfo: 
Ä 1 1 N 
Bu —— — — — 
EKD TECH re 
fo folgt: 


al - ka 1 ar 

he—i(F-9’ fh—g(6-5)’ sth? 
Vertaufcht man in diefen Ausdrücen die Buchftaben a, 3: 
& beziehungsweiſe mit b, b', b", 7 und mit co, c, cf? 
hält man die übrigen Coſinus b,..c”; momit die Hau“ 
und zugleich die ihnen zugehörigen Trägheitsmomente A=t 
B=(+£, C=$+n gefunden find. | 
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-. 92. Wenn die Trägheitdmomente. A, B, C des Körpers 
r Die: durch: den Gchmwerpunct‘ gehenden Sauptaren bekannt 
ıd, fo ergiebt fich dasjenige für irgend eine andere Are H mit 
ülfe der in $. 83. und 88. enthaltenen Säge fehr leicht. Denn 
‚an lege durch den Schwerpunct eine der H parallele Are H’, 
nd es fei D’ das ihre zufommende Traͤgheitsmoment; ſo erhaͤlt 
tan, nach 8. 88. 

„ DA cosa?-+B cos 8°C cos y?, 
„0 w, B, y die. Neigungen von H oder FH’ gegen die Hauptapen 
+, y, 2 find. Bezeichnet man ferner mit a den fenfrechten Ab⸗ 
tand der Axen H und H’ von einander, und das zu H gehörige 
Trägheitsmoment mit D, die Maffe des Körpers mit m, fo iſt. 
ach dem Satze in $. 83, 
D=D'-+a?®m. 

Diefe beiden Formeln geben den Werth von D fehr Teicht, wenn 
A, B, C befannt find, auf deren Beftimmung ed mithin Haupt: 
fachlich. anfommt. 

Man bezeichne das Bolumen eines. nach allen Dimenfionen 
unendlich kleinen Elementes des Körpers mit dv, fo muß die 
Maffe dın deſſelben ſich durch ein Product edv ausdrücken 
laſſen, in welchem der Eoeffieient E entweder eine beftändige Größe 
oder irgend eine Function der Eoordinaten des Efementes ift, je 
nachdem die Mafle in dem Körper gleihmäßig vertheilt ift —* 
nicht. Dieſer Coefficient heißt die Dichtigkeit. Setzt man 
dv=dıdydz, fo werden demnach die Traͤgheitsmomente für die 
drei Axen x, y, z beziehungsmweife durch folgende Integrale aus: 
gedruͤckt: | 

SSs"+2’)edxdydz, SNz’rx”)edxdydz, 
SM a-ry”)odxdydz, 

melche fih nach den: befannten Kegeln finden laffen, mern die 

Dichtigkeit E als Functionen x, y, z gegeben if. In den fols 


genden Beifpielen wird es genügen, nur gleichartige Körper zu 
betrachten. 
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w fchon die gefuchten Hauptaren; dieſer Hall kann alfo ausge 
ſchloſſen werden. 

Ferner gelten zwiſchen den Eoordinaten u, v, w md x, y, 
z defielben Punctes die Gleichungen 1. in $. 89., nämlich 
u=ax-#by-rez, v=ax+b'y+cz, w=a'+rb’y-ec”z, 2. 
und zwifchen a, b «-- c” toieder die Sleihungen 1. a und 1. b 
in $. 33. Ferner folgt aus den Werthen von A, A’, A”, 
B, ... qC" (Seite 91. unten) 

R ! 
| Aa+-A’a+A"’a"—=Bb+B'b’+-Bb’ = Cc+C’d+C”c”, 
oder weil Aa, Aa’ «+ (©. 92. Formel 4.), 
aaa —b? rbb? rbb" ct ’rc"?, 

Nach 1. a. $. 33. ift aber die Summe diefer drei gleichen Aus 
drücke gleich 3; folglich muß jeder von ihnen der Einheit gleich 
fein. Dies verfteht fih auch von felbft, weil z. B. a, a’, a’ 
die Eofinus der Winfel find, welche x mit den rechtmoinflichen 
Aren u, v, w bildet; es Fam hier nur darauf an, zu zeigen, 
wie auch diefe Relation in den Kormeln des F. 33. enthalten 
ft. Alfo hat man noch: 
aa’ +a” 1, bb”, OH’ 1. 3 
und auch 
be+b’e +b"c"=0, carca+c"a’ 0, ab-Fa'b-+a”’b"—P. 4. 
Die legte dieſer Gleichungen 4. folgt, indem man die MWerthe 
von A, A’, A” (&, 91.) beziehungsmweife mit b, b’, b” multi 
pliciet und die Producte addirt; auf ähnliche Weife die übrigen. 
Multiplicirt man die Gleichungen 1. der Reihe nah mit a, a, 
a’, und addiet die Producte, und eben To nachher mit b, b’, b", 
wieder addirend, u. ſ. f., fo fommt: 
x=au-fav-Fra'w, y=bu-+b'v-+-b"w, z=cutev+-c"w, 5, 
welche Gleichungen man, wie Jeder fieht, auch auf geometri⸗ 
fhem Wege durch Projection leicht erhält. Nun fei für die ges 
fuchten Hauptaxen x, y, z: 
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Ssdm=t, /y’dm=n, fr’dm=( s 
fyrdm==0, fıxdm=0, Sxydn==0. 


Duadriet man die Werthe von u, v, w in 2., multipliciet mit 
dın, und integrirt, fo folgt mit Ruͤckſicht auf 1. und 6. 
F=a?f -+b?n -+ c?/ 
G=art+b’n-c?d N 7. 
H= a"? £4-b"?nc"?l 
Multiplieirt man ferner die Gleichungen 2. zu zweien mit einan: 
der, fodann die Producte mit dm, und integrirt wieder, fo folgt 
ebenfall8 aus 1. und 6. 
f=aa’ö+bb’n re" 
g=a"af-+b"b7-+c"el 8. 
h=aas-+-bb’n+cc‘ | 
Multiplicirt man die erfte der Gleichungen 7. mit a, die zweite 


und dritte von 8. mit a” und a’, und addiert die Producte, fo 
fommt: / 


aF-rpa’gsrah=af, oder alf—E-Fah-ra’g=0. 

Auf ähnliche Weiſe ergeben ſich überhaupt die Gleichungen: 
a(F—$)-Fah+a’g=0 
ah-ra(G—H-Fa’f=0 } 9. 
ag-ra fa’ (H—F)=0 

Vertaufeht man in denfelben a, a’, a’, & mit }, b, b",n und 

mit c, c', c”, &, fo erhält man noch 6 andere Gleichungen, die 


ebenfalls richtig fein müffen, deren Hinfchreibung aber unndthig 
if. Aus den beiden erften der Gleichungen 9. folgt: 


ara h- (6 Hihg—AF—5):(F-HG—H—h?, 
und mithin aus der dritten: 
(hgG-HIE-+Hbg—KF-HIE-+HAF-IC-H—h’XH-H=0, 
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37, und mithin SJr®»®= 3b? .20. SU — 1b 





76’ 
alſo n=tab’en=4b?V, und eben ſo (=4c?V. ;- 
erhält man: Am=!b?+c?)m, B=(4c’4-1a”)m, | 
(1b?--Ia’)m, wo m=oV. 

Der Körper fei ein Ellipfoid, rt der 
Hung feiner Oberfläche; fo muß man, um & zu finden, m: 


y} | 
y, 2 ae zwiſchen deu Grenzen Eu), 1-5-i 
ap 1 —: -o FE == c integriren. Hieraus ergiebt fid zw: 


er (1-5- 25) dydz, 


wo toleder zu etwas größerer Allgemeinheit der Erpex 
anftatt 3 gefest if. Zur tmeiteren Integration werde 


wWVa-%-sng; dy=b]) 1. cos pdg geſck:. 


kommt, wenn man noch 2m anftatt 2n-+1 ſchreibt: 


= af cagm.ap [ (1-5) & 
2m!rz-a?be _ 
Ä —3.m!m! —— (1—u?)"du, 

wo noch z=cu gefegt if. Um das zuletzt ftehende Jar“ 
“für jeden pofitiven ganzen Werth” von mi zu finden, ker 
man, daß 
d«Ad—u’)eu)—=(1—ut)edu—2m(1—u?)r-!u?du 

—= (1—u?)»du+r2m(1—u?)"du— 2m iu?) 
alfo « KL A—u? u)=(2m-H1X4-u?edu—2mi— u’) 
Integrirt man auf beiden Seiten von u=0 bi8 u=u, for 


d-ryu=zuHf, (A—u’)a dü— 2m f, (-ar)--id: 
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A=;b’+c’)m, B=}%(c?-Fa?”)m, C=3(a?+-b?)m. 
Kür einen Würfel werden die Seiten 2a, 2b, 2c einander gleich; 
mithin ud A=B=C=2a?m; daher find alle durch den 
Schwerpunct gehenden Aren Hauptaren (8. 89... Iſt a>b>c, 
fo ift z die Are des größten Trägheitömomentes (C) und x die 
des fleinften (A). 


Der Querfchnitt fei elfiptifch; —— die Glei⸗ 


chung feines Umringes; fo iſt die Flaͤche Saydz==ber, wie 
befannt, folgid E=za’ben=;a?V, wo V=2aber das 
Volumen des Eplinders iſt. Ferner ift S/y’dydz= 


8 
+e 287 
— um m mie 


2°, FF 
bis y=+V 1- 5 integrirt worden. Zur weiteren Ins 


tegration fege man z=csinp; auch mag, um der Rechnung 
etwas mehr Allgemeinheit zu geben, nm anftatt des Erponenten 
3 gefchrieben werden; fo fommt 


S (1-5) ref” cos p*+1 dp. 


In gegenwärtigen Falle ift 2n-+1 eine pofitive ganze und gerade 
Zahl, nämlih A; fchreibt man nun in dem Ausdrude von 
ge-1cosx= (©, 43. L) 2m anftatt m, fo Fommt: 








Yim—i cos y?m == (08 2mx-}+-2m cos (2m —2)x + .. +3 7 am m! ! 





u 
alfo durch Integration von x==0 bis =>, zu osavx dx 


Tate und mithin JS. cos pr dp = zur nm’ 
| . pP : 43 
kolgüch wenn m—in=4 if, [coy'y= · 
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80.) eben fo erfolgt, als ob die ganze Maſſe in ha 
wäre und alle Kräfte unmittelbar auf ihn voirften. 

Man denfe ſich drei rechtwinkliche, im Raume urte: 
Aren, bezeichne die Soordinaten von O, nach denfelben, = 
n & und die eines anderen Punctes P des Körpers mn ; 
z'; fo find !—E, y—n, 2—( die relativen Coordinate < 

„ gegen O, welche der Kürze wegen mit x, y, z bejiidez: 
den follen. Kerner lege man durch O drei gegen einantz - 
rechte, in dem Körper fefte und mit ihm im Raume ber::. 

* Aren u, v, w; es fein a, b, c, + die mit der Zat mr: 
hen Neigungen derfelben gegen die unberveglichen Apen: ie” 
in jedem Augenblicke zwifchen den relativen Eoordindte 
gegen O in Bezug auf die beweglichen Axen (u, v, w) a 
und die unbeweglichen andererfeitd folgende Gleichungen &= 
u=ax+by+z x=autravr-pa’w | 
v=ax+b'’y+cz y=bu-+b'v-+-b’w | 
w=a"r+-b"y-+c"z = cu+cv-+c'w | 
a: ?’rc?—=1 ara ra" ef | 
a2+b?+c?—=—1 b?-+b?+b"—=1 | 2 
a"2-b"2..c"?—1 ?+c?+c"?—1 
aa+bb’+cc"=0 be+b’d-+b"c | 
d 


* +b"b-+c"c =0 ca+ca+c"a"” 0 
aarbb+rcc=0 ab-+ab+a”b"=0]} 


Dieſe Gleichungen find hier zur Ueberfiht aus 8.38. m! 
voliftändig zufammengeftellt. Ferner erinnere man fih m 
8. 33., daf die 9 Coſinus a, b, «+ c” ſich als Function! 
Deränderlicher 9, %, © daritellen laffen, welche den Dans? 
gleihungen 2. und 3. Genuͤge leiften; daher die Lage din fa 
u, v, w duch die Winkel ꝙ, w, © bedingt mird, weit 
Sunctionen der Zeit beftimmt werden müffen. Auch ji #9 


noch 


— — 






x—=:4x, yzıyy, T=lcHh; % 
Die Aufgabe erfordert mithin, außer der Beftimmung 9 ns 


98, der Teägheitömomense, 291 
folglich, da der Ausdruck hinks für u==1 Ruf wird: 


N 2 1 
S. (A—u?)"du= 1 S. (1- u’)! du, 


mithin auch 


S, d-u’y-1da= 2 fü d—uj du, u. ſ. f; 


2m» 2m—2: 2m —4:.2 
—1 2 \m nn 
alfo ji rd 3m 1 md 
Zür den vorliegenden befonderen Fall ft DD 2m—=2n-Hi=4, 
daher  —urdu—=53 und, nad dem obigen Has 
drucke von &, 


4!» 4-2 4 
=; 346° 5 5.5 abe ,;a'ben—;a?V, | 
wo V=3aben, Eben fo ift n==zb’V, 2&eꝰV, und 
mithin, eV=m gefeßt: 
Az=;(b’+e’)m, B=}(c’+a”)n, C=4(a?-+b?)m, 

Für eine gleichartige Kugel vom Halbmeſſer a erhält man hier: 
aus das Trägheitömoment in Bezug anf einen Durchmeſſer gleich 
2a?m, wo m die Maffe der Kugel. 


Bewegung fefter Körper. 


93. Zur Kenntniß der Bewegung eines feften Körpers wird 
erfordert, daß man erftens die Bewegung eines ihm angehbrigen 
Dunctes (derfelbe mag O heißen), und zweitens die relativen Be- 
wegungen der Übrigen Puncte in Beziehung auf O, oder die 
Drehung des Körperd um O, anzugeben wife. Wenn ein 
Punct des Körpers unbeweglich ift, fo fällt, indem man diefen 
für O nimmt, der erfte Theil der Aufgabe hinweg; wenn aber 
fein Punct unbeweglich ft, fo it es vortheithaft, für O den 
Schwerpenet des Körper zu riehmen, deſſen Bewegung (nach $. 

19% 
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a da -+b db -Fc de =0 
a’da’-+b’ db’ -+c’ de =0O 7. 
a”da”-+b"db"+c”dc"—=0 
fo Fommt, indem der gemeinfame Nenner dt als Factor x 
andere Seite genommen wird: - 
Udt=(ada Fb db’ +c de’ )v-H a da” -+b db’-Hcder 
Vet=tla’da-+b’db-+c’de)u-+(a’da’+b’db"Hedc"r 
Wät=(a”’da-+b"db+-c"dc)u-+(a”da'+b"db'He'dc'. 
Rah 3. aber it ada--bdb'Hede -Hada-+-b’db+rcde 
u. f. f.; man feße daher: 
a da-rb db-$c d’=—(a'da -+b’db +c’de J)=trdt 
a’da-+-b"db-+-c"de = — (ada”-+bdb" +cde”)—=gdi ' 
a’da"b’db” He dc" = —(a"da+b"db"+c"de)—=pdi | 
wodurch erhalten wird: 
U=rr—qw, V=pw—ru, W=qu—pv. 9. 
Zieht man in dem Körper non O aus eine gerade Link, 
Gleichungen find: 


— — — — — 
— ’ 


p qg Fr 
fo ift nach 9: Pe: alle Pumete derfelden U—0, VI, = 
d. h. die relative Gefchwihdigfeit aller dieſer Puncte gu! 
für den Augenblic® t, te Null, und mithin iſt diefe nat: 
augenblidlihe Drebungsare des Körpers. Aus dat’ 
ungen 9. geht auch hervor, daß die Gefchroindigfeiten [' 
W für alle Puncte einee Geraden, die mit der durch EI" 
10. beftimmten parallel iſt, gleich groß find; denn die Ak 
gen einer ſolchen Geraden find rr—qw=f, pw” 
.qu—pv=h, md f, g, h unabhängig von den laufend ©” 
dinaten u, v, w, aber durch die Bedingung fp-Fggt'” 
mit einander verbunden find. Fuͤr die Puncte Diet bea⸗ 


u v w 10, 





93. feſter Körper. 293 


durch welche x, y, z für jeden Punct des Körpers ald Functios 
nen dee Zeit befannt werden, auch noch die von &, 7, , wofern 

O nicht unbeweglih iſt; denn in diefem Falle find &,n,l - 
conftant. 


Man denke fih die Geſchwindigkeit des Punctes P, zur 
Zeit t, nach den Aren 'u, v, w, und eben fo die von O nach 
denfelben Axen zerlegt, bezeichne die Eomponenten der erften mit 
U’, V, W’, die der zweiten mit U”, V”, W” und feße: 

U=VU—U”, Vv=V-V", W=W_W” 
fo find U, V, W die relativen Gefchmwindigfeiten von P gegen 
O, nad) den Axen u, v, w. Nach den Richtungen der unbe: 
weglichen Aren aber find dieſe velativen Geſchwindigkeiten 


*, 7 , -g und da diefe mit den Aren u, v, w Winfel bis _ 
den, deren Coſinus a, b, c; a’ «+ c” find; fo erhält man 
dx dy | 
dx. ,,dy pr 
vagtrtatret” 
a„“ dx  ,„dy PL. 
wetten 
Aus 1. folgt aber, indem u, v, w von t unabhängig find: 
dx_ da da” 


dt — ur’ G -. dt 
— db db db" 
trat (© 


1 de. dc de” 
Karat’ 


Set man in 5. vorftehende Werthe von * „, noch bes 
merfend, daß 
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dem Punete P (deſſen Coordinaten u, v, w find) auf ie? 
gefällte Loth; denn diefes Bine mit den ren v, wi- 


deren Coſinus find, woraus je-- 


V 

Vrtw:' Vor 
Behauptete folgt. Da nun dag Loth von P auf die Ir. 
Größe nad, gleih Wy?-Fw? ift, fo entfpricht die Es: 
digfeit p'V v?-Hw? einer Drehung um u, mit einer T — 
geſchwindigkeit, deren Größe dem poſitiven Werthe ven p | 
p’) gleih ift. Auch in Beziehung auf den Sinn diefer 2. 
um u findet Feine Zmeideutigfeit Statt: Denn man ke: 
denjenigen Punct des Körpers, für. melden uf, ı- 
w=-+1 if; fo find 0, p, ©, die. Componenten der Ei:- 
digkeit, welche er vermöge der Drehung um u befigt, mi: 
Aren u, v, w, d. h. diefer Punct geht (augenblicklich m: 
vermöge der Drehung um u) in dem inne der pofttien: 
negativen v, je nachdem p pofitiv oder negativ ift. Kir: 
ift aber der Sinn der Drehung völlig beftimmt, da die Xc:| 
gen der pofitiven Axen u, v, w in dem Körper von Inte:: 
feftgefegt fein mußten. Denft man ſich in einem Pune:: i 
pofitiven Are u ein nach der Ebene vw hinblickendes Yax. 
wird für daffelbe, wenn p pofitiv ift, die Drehung der r 
in der Ebene vw in einem geroiffen inne, z. B. von ke 
fen zur Rechten, erfolgen; diefer Sinn ift, dann der Wi 
Wenn nun im Zolgenden von der Drehung um irgend an! ı 
die Rede ift, fo denfe man fich diefe von O aus immti- 
nach einer Eeite fortgehend, die dadurch beftimmt mwird, wir! 
Drehung für ein in der Ape befindliches Auge, melde = 
‘der auf ihr ſenkrecht durch O gelegten Ebene hinblickt, im’ 
tiven Einne erfolgen fol. Schneidet man noch, wenn mit 
Drehungen zugleih in Betracht Fommen, auf dee fo Öeflmm" 
Are jeder derfelben, von O aus, ein ihrer Winkelgeihmint: 
proportionales Stuͤck ab; fo fieht man, daß dur bin 3 
fehnitte der Axen jede Drebung nach allen Beziehungen da 
vollſtaͤndig dargeftellt wird, wie ein Kraͤftepaat ducd ſan ® 
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wird mithin U=f, V=g, Wh; diefe Werthe find alfo für 
alle Diefe Puncte einerlei, wie auch der Begriff der Drehungs- 
are erfordert. | 

Man lege durch O eine auf der Drehungsare fenfrechte 
Ebene, deren Öleihung mithin ft pu-rgqv-Hrw==0, nehme 
in Derfelben einen Punct in der Einheit der Entfernung von 
O, fo ift die relative Geſchwindigkeit deffelben gegen O: 

VOFVHWI= 
Denn es ift nah 9. überhaupt 
U?.-V?.,.W? = (m qw)?’-Hpw—ru)?-Hqu—pv)? 
=(p’+g’+r’Ku?’-Hv?+Ww?)—(purgv-Hrw)?, 

welcher Werth für purgqvHrw=0 und WvV’w’—1 
in p?-rq?-+r? übergeht, und mithin die obige Formel liefert. 
Diefe Gefchwindigkeit ift die .augenblidlihe Winfelge: 
f&hmwindigfeit der Drehung, welche hinfort mit w bezeichnet 
werden fol. Demnach iſt 


o=Vp’+g’+r?. 11. 


94. Die Zormeln 9. geben jede der Geſchwindigkeiten U, 
V, W als zufammengefegt aus zwei Componenten, 3.8. U aus 
rv und —qw, u. f. w. Diefe Componenten der Gefchwindig- 
feit V U?--V?-W? laſſen ſich aber noch auf eine andere be 
merfendwerthe Weife zu zweien mit einander verbinden. Naͤm⸗ 
lih man fege pw mit —pv zufammen, fo erhält man, da die 
erfte diefer Componenten mit v, die zweite mit w parallel ift, 
und beide mithin ſenkrecht gegen einander find, eine vefultivende 
Geſchwindigkeit, deren Größe gleih p vw? if, wo p’ 
den pofitiven Werth von p bedeutet. Die Richtung derfelben 
bildet mit den pofitiven Agen der u, v, w Winkel, deren Eofinus 


\ 


11) = — — ſind, wobei die oberen oder unteren 
V 


Zeichen gelten, je nachdem p poſitiv oder negativ iſt; ſie iſt da⸗ 
her ſenkrecht nicht allein gegen u, ſondern auch gegen das von 
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die Diagomtale OH (Fig. 42.); fo beſteht die Bewer 
Körpers in einer Drehung um diefe Are, deren Winfde 
digkeit der Länge von OH proportional ift, und Die ir, 
wieder durch OH dargeftelit wird. 


Denn man betrachte einen Punct FL diefer Diage: 
fin HI=r, Hn==o feine fenfredten Abftände von in: 
OK, OK’; fo ift bekanntlich r-a=p-ß. Zugleich abe! 
ra die Gefchtwindigfeit aus, welche H dur die Dres 
OK, fo, wie oß die, weiche H durch die Drehung um A 
Hält; beide find alfo einander gleich, ihre Richtungen fr! 
recht auf der Ebene KOK', und einander entgegengdet. 
die Drehungen um die Aren OK, OK’, von K md Kr 
trachtet, in demfelben Sinne erfolgen; folglich bleibt de ;; 
H, und mithin überhaupt die Gerade OH in Ruhe, r 
Körper muß ſich um diefe Are drehen. Um ferner die &: 
geſchwindigkeit diefer Drehung zu finden, errichte man wi 
Loth OA auf der Ebene KOK’, von der Länge 1; «€! 
AP, AP’ die Gefchwindigkeiten « und B dar, melde A: 
die Drehungen um OK, OK’ beziehungsmweife erhalt: r 
LPAP'=KOK’, weil AP, AP’ gegen OK, OK’ bes 
weife fenfrecht find, und die vefultirende Gefchwindigfeit m 
iſt die Diagonale AR, welche ſenkrecht auf HO ſteht; pr 
verhält fich 

AP : AP’: AR=OK : OK’ : OB; 
alfo wird die refultivende Drehung um die Are OH af! 
Größe und nicht minder dem Einne nach durch die Tür: 
OH dargeftellt; w. 3. b. w. 


Diefe Zufammenfegung der Drehungen vermittdk 
Aren muß für beliebig viele Drehungen richtig fein, da Ki? 
zwei gilt; wenn man alfo auf den Aren u, v, w don > 
die Winfelgefchtoindigfeiten p, q, r mit Ruͤckſicht auf dei 
aufträgt, und aus diefen Abfchnitten das Parallelepipedun " 
endet, fo ftellt die von O ausgehende Diagonale deſtha 


94. fefter Körper. 297 


(8. 15.). In dem vorliegenden Kalle fällt alfo die Are der Dre 
Hung um u in den pofitiven oder negativen Theil von u, je nach⸗ 
dem p pofitiv oder negativ ift. 

Auf gleiche Weife geben die Componenten qu und —qw 
die Geſchwindigkeit qY u?-Fw?, melde einee Drehung um 
v mit der Winfelgefhmwindigfeit q entfpriht, und deren Are 
wieder in den pofitiven oder negativen Theil von v fällt, je nach⸗ 
dem q pofitiv oder negativ if. Denn es fei 3. B. q pofitiv, 
und man betrachte den Punct, defien Eoordinaten ut, v==0, 
w=0 find, fo find 0, O, q die Componenten feiner Geſchwin⸗ 
digkeit nach u, v, w, vermöge dieſer Drehung um v; d. h. der 
Punct geht (augenblidlih) in der Richtung der pofitiven w; 
der Sinn diefer Drehung ift aber wieder der einmal als pofitiv 
angenommene, wie die Anfchauung lehrt. Endlich geben rv und 
—ru, zufammengefegt, die Gefchtwindigkeit rV u?-Fv?, melde 
einer Drehung um w mit der Winfelgefehwindigfeit r entfpricht; 
und die Are fällt wieder in den pofitiven oder negativen Theil 
von w, je nachdem r pofitiv oder negativ ift. 

Folglich kann die Winkelgeſchwindigkeit des Koͤrpers w— 
Vpꝰ r2 betrachtet werden als zuſammengeſetzt aus drei 
anderen, nämlich p, q, r, mit welchen der Körper ſich gleichzei⸗ 
tig um die gen u, v, w dreht, und man bemerft fchon aus 
dem Ausdrucde für co, in Verbindung mit den Gleichungen (10.) 
für die augenblilihe Drehungsare, daß diefe Zufammenfegung 
ſich ganz nach den nämlihen Regeln richtet wie die der Kräfte 
paare, oder, wenn die Drehungen alle durch ihre Aren auf die 
angegebene Weife dargeftellt werden, nach denfelben Regeln, wie 
die Zufammenfegung der Kräfte. | 

Wird nämlich ein Körper, auf irgend eine Weife, gleichzei⸗ 
tig zue Drehung um zwei einander in O fchneidende Aren 
veranlaßt, fo nehme man auf diefen ren Iwei den Win- 
kelgeſchwindigkeiten &, B proportionale Stuͤke OK=au, 
OK’==Bß, jedes von P aus auf der gehörigen Seite, wie vorhin 
angegeben ift, vollende aus ihnen das Parallelogramm und ziehe 





- 
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haupt folgt: 

da=(a’g—ar)dt, dd =(ar—a”p)dt, da” = (a'p-ag)i 
db=(b"g—b'r)dt, db’—(br—b"p)dt, db"—(Ch’p-bgit 
de=(c'g—er)dt, de =(cr—e"p)dt, de’ =(c’p-egikt 


Diefe Werthe in die Gleichungen 6. (8. 93.) gefett, ger. 


dx 


78 (a’g—ar)ur+ (ar—a’p)v+ (ap—agq)w 


I —(b’g—b’)u-Hbr—b’p)v-Hb’p—ba)w IR 


— (e’g—erJuHer—c"p)r-Heip—cgq)w 


Mit Hülfe diefer Gleichungen bilde man aus 1.08.93.) den Br‘ 


Ausdruces —— ſo wird zunächft das in u’ w 


plicirte Glied diefes Werthes: 
[(ba’—ab")g—(ba’—a'b)r]u? | 

oder, weil ba’—ab"—c, ba—ab=—c" REB1 
(d’q-+c"r)u?. Eben fo werden die in v? und w? multiplim 
Glieder beziehungsmelfe: (c’r-Hcp)v? und (cp-Fege', Ü 
man erhält: 

TER (eg+e HTW -He'rHep)? 2. op-rege+ 
In dieſer Formel find die in uv, vw, wu multiplicieten Ei 
weggelaffen, weil ihre Entwickelung entbehrlich iſt. Nimmt s: 
nämlich für u, v w die drei duch O gehenden Hauptars 
Körpers, fo wird Zuvm0, FSvwm=0, Zwun=0 (: 
die Maffe eines Elementes); multiplicirt man daher die nF 
hende Sfeichung mit m, und integrict in Bezug auf die gisz! 
Maffe des Körpers, fo fallen die Glieder, welche vorfhmk F 
tegrale zu Sactoren haben, weg, und man erhält: 
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Richtung der augenblicklichen Drehungsare und die Geoͤße, fo 
wie den Sinn der Drehung um diefe dar. 

Die Winkelgeſchwindigkeit derfelben it o—=V p’+g’-Fr?, 
und nennt man (u), (v), (w) die Winkel, welche der fie dar: 
ftellende Theil der Drehungsaxe mit den pofitiven Theilen von 
u, v, w bildet, fo hat man: 


csW)=E, cos 03, cos W=— ‚. 42 


in welchen Formeln w pofitiv, p, q, r aber mit ihren Zeichen 
genommen werden müffen. Verlangt man noch die Neigungen 
diefer Drehungsare gegen die unveränderlichen Richtungen x, y, 
2, ſo erhaͤlt man, dieſelben mit (x), (y), (2) bezeichnend: 
cos(x)=a cog (u)-Fa’ cos(v)-Fa" cos(w) 
cos(y)=b cos(u)-Fb' cos (v)-Fb” cos(w) 
cos (Z)=c cos (u)-Fc cos(v)-+c"cos(w) 
oder 


cos x) a qrar 


cos ——— 13. 


cos (2) sptegter _ 


%. Man hat nach $. 93. 


a da+b db-++c dce=0 

a’ da-Fb' db-+c di = — rdt 

a’da+-b"db-++-c”de= gqdt. 

Multipficirt man diefe Gleichungen der Reihe nach mit a, 

a’, a’ und addirt die Producte, fo fommt da=(a’g—a'r)dt. 
Multipliciet man auf gleiche Weife mit b, b’, b", und addict, 
fo fommt db=(b’q—br)dt, und duch Multiplication mit | 
c,c,'c, de==(c"g—cr)dt. 


Aehnliche Ausdrucke erhält man für da’, db’ «+, und über: 
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Ebene xy wirfenden Paares find; alſo folgt fofort: 
d — d I! ” 
>} FT )n=Ap+Be gy+Cc”r, 
wie vorhin, und eben fo folgen die übrigen Gleichungen ii 





96. Es ift noch übrig, den Zufammenhang zwic« 

Groͤßen p, q, r und den Winfeln 9, %, ©, von wehe!. 

Cofinus a, «- c” Functionen find, genauer zu entwiddn. 

8. 33, ift: | Ä 

a — (008PcosV-+sinpsinYy cos, | 

a=—sinp cos V cos ꝙ sSin cos, 
a“ —- sin Sin O, 

bh =—(00859 Sin VEin ꝙ; cos 608 9, 

bcsin ꝙ Sin V cos ꝙ cos cos, 
b—=—.cosysin®. 





c=sing sin®, =cospsin®, c"—=c0s9. 
Hieraus folgt durch Differentiation : 

da= adp+bdv—c snyd® 
db= b’dpy—adv—c cosydO 
dc= ddp +c"sinpd® 

da =— adp-F-b’dv—c sinvwd® 

d=—bdg—ady—c cos dy® 
dd=—cdp +c'cospd® 
da’= b’dv—c"sinyd9 

db" = — a’ dy—c”coswd® 

de’ = — sin®d®. 


Die Werthe von dä’, db’, de’ erhält man aus denen va &i 
db, de fofort,, wenn man in jenen p--4Irr anſtatt g ® 
Denn dadurch verwandeln fi a, b, c, a’, b’, c', bite 
weife in a’, b', c', —a, —b, —c, woraus das Behaupteti: 
Muftipficiet man die drei erften diefer Sleichungen de SH 
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folglih, da der Ausdruc hinks für u==i1 Mull wird: 


N 2 1 
M ——— I (A a2)e-idu, 


mithin au 


JS- d—u?’)e-1du = 2 fü A-u)"2du, uff; 


Om» 2m—2: Om—4 22 
— 2 m ed — ————— ———— ® 


Für-den vorliegenden beſo deren Fall iſt 22—6 
daher Si (1—-a?)’du=; „= und, nah dem obigen Ans: 


drucke von Z, 


_= ne ns 2 abe za'ber=}a’V, 
wo V=3aben, Eben fo it n==zb”V, (==4c?V, und 
mithin, eV’ =m gefeßt: 
A=4(b?’+c’)m, B=4(0’-Fa?)m, C=Xa?-+-b?)m, 
Kür eine gleichartige Kugel vom Halbmeffer a erhält man hier: 
aus das Trägheitämoment in Bezug anf einen Durchmeſſer gleich 
2a?°m, wo m die Mafie der Kugel. 


Bewegung fefter Körper. 


93. Zur Kenntniß der Bewegung eines feften Körpers wird 
erfordert, daß man erftens die Bewegung eined ihm angehdrigen 
Dunctes (derfelbe mag O beißen), und zweitens die refativen Be⸗ 
wegungen der Übrigen Puncte in Beziehung auf O, oder die 
Drehung des Körperd um O, anzugeben wife. Wenn ein 
Punet des Körpers unbeweglich ift, fo fällt, Indem man diefen 
für O nimmt, der erfte Theil der Aufgabe hinweg; wenn aber 
fein Punct unbeweglich fft, fo ift es vortheilhaft, für O den 
Schwerpunst des Körper zu nehmen, deſſen Bewegung (nach $. 

19%. 
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Reihe nach folgende Fälle in Betracht gezogen werden: ei 
‚die freie Bewegung, zweitens die Drehung um eine 
Punct, drittens die Bewegung auf einer feften Ebene. 


Freie Bewegung fefter Körper. 


97. In 8. 80. find fehs Gleichungen entwidelt 
(nämlih ©. 248. 3. 7. und ©. 249. 3. 16—18.), med 
die Bewegung jedes freien Syſtemes gelten, bei einem fehe a: 
zugleich zur Beftimmung derfelben hinreihen. Sie drüde nk 
Anderes aus, ald dag die Refultante und daB zuſammagie 
Paar der verlorenen Kräfte, in jedem Augenblicke Null ik, se 
um fie auf eine Ihrer Korm noch genauer angemeflene Bir 
zufpeehen, daß die Refultante aller Befchleunigungsmar 
derjenigen aller befchleunigenden Kräfte, und das zugehörig‘: 
von jenen dem von diefen in jedem Augenblicke der dm 
gänzlich gleich iſt. Für die gegenwärtige Anwendung if ei ı.! 
mäßig, fich alle diefe Befchleunigungsmomente und die beide 
nigenden Kräfte am Schwerpuncte des Körpers in ihrem fitz 
gen und in den entgegengefegten angebracht vorzuſtellen, = 
mithin die genannten Paare fogleich in Bezug auf diefen Fr: 
zu bilden. 

Es feien, tie in 8.93, &, 7, Ö die Eoordinaten dei Eder 
punctes (O), x’, y’, z' die eines Elementes m des Körpen, © 
bin =r—E, y=y—n, z=z'—( die relativen Coon 
von m gegen O, fämmtlich parallel dreien rechtminflihe 
Reume feften Aren, und X, Y, Z die Component der a 


3 
wirfenden befchleunigenden Kraft; jo Hat man Sn=1 
u. ſ. f., oder well Zmr=£>m, 








2 2 2 
Manns, na, Horn ı 


. on 3 
wie in 5. 80. Berner find m zer) u 
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durch welche x, y, z für jeden Punct des Körpers als Functio⸗ 
nen der Zeit befannt werden, auch noch die von 8, 7, ( toofern 


O nicht unbeweglih iſt; denn in diefem Falle find &n,f - 


eonftant. 


Man denfe fih die Geſchwindigkeit des Punctes P, zur 
Zeit t, nach den ren ‘u, v, w, und eben fo die von O nach 
denfelden Aren zerlegt, bezeichne die Componenten der erften mit 
U’, V’, W’, die der zweiten mit U”, V”, W” und fege: 

U=V—UÜ”, v=V—V’, W=W_W" 
fo find U, V, W die relativen Geſchwindigkeiten von P gegen 
O, nach den Aren u, v, w. Nach den Richtungen der unbe: 
toeglihen Aren aber find diefe relativen Geſchwindigkeiten 
nn, 2 , Te und da diefe mit den Aren u, v, w Winkel bil 
den, deren Coſinus a, b, c; a’ «+ c” find; fo erhält man 


dx dy = 
Isaıntrbate 


dx. .,dy pr 
Va’ rad: area 5. 


dx „dy „2 
ar arten 


Yus 1. folgt aber, indem u, v, w von t unabhängig find: 


dx da da” 
dt jaatt dt th 
dy_ db, db db" |. 
a arattıa 


dz_ de _de dc” 
dt unrv ur” dt 


WW a — 


Setzt man in 5. vorftehende Werthe von = ‚+, noch bes 
merfend, daß 


⸗ 


— 
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at +b?-+c!—1, aa-+bb+-cl=0, aa’ bb’ 
fo fommt: 
Adp-HB—C)grdt=(La-+-Mb-+-Ne)dt. 


Multiplicirt man auf gleiche MWeife mit a’, b, c, mr 
mit a”, b”, c’, und addirt jedesmal die Producte, fo at: 
zwei ähnliche Gleichungen, die ſich jedoch auch ohne nme! 
nung ſchon aus der vorhergehenden durch gehörige Am 
fung der Buchftaben ergeben muͤſſen. Alfo folgt aus 3 


Adp-+B—C)qgrdt=(La +Mb -+Ne )dt 
B4dq (C -A)rp dt=(La’-+Mb’-+-Ne’)di } 1 
‚Cdr+-(A—B)pgdt = (La"+Mb"-+Ne”)dt 


In diefe Gleichungen (oder auch in die vorhergehenden u 
fann man für p, q, r ihre Werthe aus $. 96. (Zes‘: 
und zugleich für die Eofinus a, b, +. c”, die ihnen gleiche? 
etionen von 9, V, © fegen. Da die Kräfte X, Y, Ze 
Momente Xy—Yx, u. f. f. Sunctionen von x, y,z:' 
find, und da fih x, y,z (nach 9%. 1.) als Funcim 
9, %, © ausdrüden laſſen (denn u, v, w find für jeda 
des Körpers unveränderfich, oder von der Zeit unabhasz 
Fommen daher bloß als Eonftanten in Betracht); fo m: 
IX, X, SZ, L, M, N Zunctionen von p, y, 9,5 ,.}! 
etwa auch noch die Zeit t enthalten Pönnen. Aus dien h 
fiht geht hervor, daß die ſechs Gleichungen 4. mil 
vade erforderlich und hinceichend find, um die ſechs Undrad 
9, 9, 9, 8, 7, als Functionen der Zeit zu beftimmen, 
der Zweck der Aufgabe befteht. Diefe ſechs Differenticles 
gen find ſaͤmmtlich zweiter Ordnung; ihre Integration fü 
hin 12 Eonftanten herbei, welche 3. B. beftimmt werden 
die Werthe der ſechs Größen ꝙ, und die ihrer W 
nad) t, für.einen gegebenen Augenblick befannt find, ?.| 
man die Stellung des Koͤrpers und feine Gefchwindidt, 
wohl in Hinficht der Bewegung des Schwerpuct # 
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S)s’dm=}, /y’dm=n, fedm=( 
‚ yadm=0, Sıxdm=0, /xydn=0, 
Quadrirt man die Werthe von u, v, w in 2,, multipficiet mit 
dın, und integrirt, fo folgt mit Ruͤckſicht auf 1. und 6. 
F=a?f +b?7 + — 
G=a’t+rb’n+c? 7.e 
H=a"?£+-b"?n-+c"?( 
Multipfieiet man ferner die Gleichungen 2. zu zweien mit einan: 
der, fodann die Producte mit dm, und integrirt wieder, fo folgt 
ebenfall8 aus 1. und 6. 
f=aa'5-+bb"7+ce"? 
g=a’af+b"bn+c"el 8. 
h=aad-+-bb’n-+cc‘ | 
Multipliciet man die erfte der Gleichungen 7. mit a, die zweite 


und dritte von 8. mit a” und a’, und addirt die Producte, fo 
fommt: / 


aF-ra’grah=af, oder alF—L-Fab-ra’g—0, 

Auf ähnliche Welfe ergeben ſich überhaupt die Gleichungen: 
a(F—$)-+Hah-ra'g=0 
ah+-a(G—E)-Fa’f==0 9. 
ag-Haf-+-a’(H—H=0 

Vertaufeht man in denfelben a, a’, a”, 5 mit }, b', b", n und 

mit c, c', c’, &, fo erhält man noch 6 andere Gleichungen, die 


ebenfalls richtig fein müffen, deren Hinfchreibung aber unnöthig 
ft. Aus den beiden erften der Gleichungen 9. folgt: 


aaa —=fh—glG—H:ihg—fF— 5): (F—-HG—H—h?, 
und mithin aus der dritten: 
(h-8(G-HI5-Hbg—KF-HII-+-F-IG-H-h’XH-I=0, 
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Druckes oder des MWiderftandes — T von folgenden Glec: 
ab, die fogleich ergeben, wenn man bedenft, daß dien ?- 
ftand den een Kräften Gleichgewicht Dee muß; 





3X nd 





SZ— Im * Tcosr—0. 


Diefe Formeln treten hier an die Stelle der Gfeichungm i.: 
vorigen 8. Zur Beltimmung der Drehung des Körpei ı: 
dienen die Gleichungen 2. des vorigen F., von welchen dr: 
weitere Teansformationen find. Es foll nun zunähf ie: 
fachfte der hierher gehörigen Faͤlle entwickelt merden, m 
Statt findet, wenn Peine befchleunigenden Kräfte vorhate t. 
Alsdann iſt erftens das zufammengefegte Paar der Bam: 
momente, gebildet in Bezug auf den feften Punct ie. 
hinfort das Paar Q heißen), nach Ebene und Größe, nr. 
tens die lebendige Kraft des Körpers, für alle Zeiten me: 
derlich. Der erfte dieſer Saͤtze folgt, weil einerfeits die Wi: 
nigenden Kräfte Null find, zugleich aber auch das Momr‘| 
Widerfiandes II in Beziehung auf den Bunct O Null ik, 
Richtung von II durch O geht; daher if das zuſammp 
Paar der Befhleunigungsmomente, gebildet in du: 
O, Heftöndig Null, und mithin das der Bemwegungsmant 
conftant. Daß ferner die lebendige Kraft unveränderlih ft, i 
aus dem allgemeinen Satze der lebendigen Kräfte ($. 81.\ 

Segt man, für den vorliegenden Fall, in den Oliter 
4, des vorigen $. L=0, M=0, N=0, fo fomnt: 


Adp-HB—C)grdt=0 
1. 











Bdq-HC—A)rp dt=0 
Cdr-A—B)pgdt=0 


Kerner laffen fi) die Gleichungen 3., in welchen L=I,- ? 
fort integriren; fie geben 





4 
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..— 92. Wenn die Trägheitömomente. A, B, C des Körpers 
Fuͤr die: duch den Schwerpunct- gehenden Sauptaren bekannt 
find, fo ergiebt ſich dasjenige für irgend eine andere.Ape H mit 
Hülfe der in F. 83. und 88. enthaltenen Säge fehr leicht. Denn 
man lege durch den Schwerpunct eine dee H parallele Are H', 
und eg fei D’ das ihr zufommende Erögbeitimoment; fo erhält 
man, nad 8. 88. \ 

DA coso?+-B cos B2+C cos y?, 


mo wu, B, y die Neigungen von H oder Hl’ gegen die Hauptaren 
x, y, z find. DBezeichnet man ferner mit a den fenfrechten Ab⸗ 
ftand der Apen H und H’ von einander, und das zu H gehörige 
Trägheitgmoment mit D, die Maffe des Körpers mit m, fo it, 
nad) dem Saße in $. 83, 
D=D'-+a?m. 

Diefe beiden Formeln geben den Werth von D fehr leicht, wenn 
A, B, C befannt find, auf deren Beftimmung ed mithin haupt: 
fählih anfommt. 

Dean bezeihne das Bolumen eines. nach allen Dimenfionen 
unendlich Fleinen Elementes des Körpers mit dv, fo muß die 
Maſſe dın defielben fih durch ein Product odv ausdrücken 
laſſen, in welchem der Coefficient p entweder eine beftändige Größe 
oder irgend eine Function der Eoordinaten des Elementes ift, je 
nachdem die Maffe in dem Körper gleichmäßig vertheilt ift oder 
nicht. Dieſer Eoefficient heißt die Dichtigkeit. Seht man 
dv==dıdydz, fo werden demnach die Trägheitdmomente für die 
drei Axen x, y, z beziehungsweife durch folgende Integrale aus⸗ 
gedruͤckt: | 

SIS’+2’)odxdydz, SA z’-Irx’)o dxdydz, 
SI a’-ry’)edxdydz, 
weiche ſich nach den: befannten Regeln finden laffen, wenn die 
Dichtigkeit ꝙ als Functionen x, y, z gegeben if. In den fol⸗ 
genden Beiſpielen wird es genuͤgen, nur gleichartige Koͤrper zu 
betrachten. 
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2. 1=0, F=0, und I=k, mwo‘k die Intenſitoͤt dei: 
Q oder die Größe feiner Are vorftellt, und poſitid & 
Durch werden die Bleichungen 1. folgende: 


Aap-+-Ba’g-+-Ca’r=0 
Abp-+Bb’g-+-Ch’r—= 
Acp+Beg+Cc'tr=k. 


Diefe Gleichungen multiplicire man der Reihe nad pri 
a, b, c, dann mit a’, b', c, endli mit a”, b”, c’, m}: 
jedesmal die Produete, fo kommt 

Ap=ck, Bq=ck, Cr=c’k. 5, | 


Dffenbar find ck, ck, ck nichte Anderes als die Conr 
des Paares Q, nach den auf.u, v, w bejiehungsmil x 
ten Ebenen; daß diefe ſich aber-auch durch Ap, By, u. 
drücken Laffen, ift ſchon in $. 95. (17.) bemerft worden. : 
man ſich das Paar Q gegeben, und zugleich die Neigur 
Hauptagen u, v, w gegen die Are deffelben in irgend ar: 
genblide befannt; fo erhält man aus vorftehenden On: 
die Werthe von p, q, r für diefen Augenblick, modurd 5: 
die Eonftante h in 4. beftiimmt wird. Die ferneren 

gen dee Werthe pon p, q, r richten. fih nun nah * 
chungen 1. 


Indem der Kärper ſich dreht, erleidet die amp: 
Drehungsare (fie heiße u’), oder diejenige Gerade in ku: 
per, deren Gefchtwindigfeit zue Zeit t Null ift, durch et 
fung dee Schwungfräfte einen gewiſſen Druck, der fih #? 
einzelne Kraft an dem feften Puncte O und ein Paar wir" 
fegen läßt. Dieſes Paar Fann nie Null fein, wenn nt“ 
Drehungsare gerade eine Hauptage if; folglich erhält, m“ 
nahme diefes befonderen Falles, die Gerade, melde zu 
Drehungsare ift, in dem folgenden Zeitelemente dt dit 8= 
fich kleine Geſchwindigkeit, und Hört damit auf Dei 
fein, während nunmehr eine andere in dem Kbeyer Diet 
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A=XYb°-Fc?”)m, —4c?-+a’)m, C=4(a?-+-b?)m. 
Kür einen Würfel werden die Seiten 2a, 2b, 2c einander gleich; 
mithin ud A=B=C=2a’m; daher find alle durch den 
Schmwerpunct gehenden Axen Hauptaren ($. 89... Iſt a>b>c, 
fo ift z die Are des größten TrägheitSmomentes (C) und x die 
des Fleinften (A). 

2 2 
Der Querſchnitt ſei elliptiſch; + ——1 die Gleis 
hung feines Umringes; fo ift die Slähe Sdydz=—=ber, wie 
befannt, folgid E==4a’ben==za?V, wo V=2aber das 
Bolumen des Eplinderd if. Kerner ift S/y’dydı= 


8 
2\3 
2° S “(1-%) dz, naddem von y=-V 1-5 


bis +) — * integrirt worden. Zur weiteren In⸗ 
tegration fege man z=csinp; auch mag, um der Rechnung 


etwas mehr Allgemeinheit zu geben, n anftatt des Erponenten 
3 gefchrieben werden; fo kommt 


an * | 
. ) de=2e/ "cos pre dp. 


In gegenwärtigen Falle ift 2n-H1 eine pofitive ganze und gerade 
Zahl, nämlih 4; fehreibt man nun in dem Ausdrude von 
Qu—-1cosx=m (&, 43. L) 2m anftatt m, fo fommt: 








Yim—i cos x?2 — cos2mx-+2m cos (2m—2)x +++1 2* 


* 
alſo durch Integration von x=0O bie s—- uf „gosz’"dz 


2 ’ 

2 ! , 3 TE 2m! 
Tata und mithin Ser gger . m!m’’ 
| . fF® m 43 
folglich wenn m—in-H=4 if, S: cosp'd= 3,7 


19 
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zes S bieibt daher immer in der Ebene xy Cd. i. in der ie 
des Paares Q), und die Ebene von S ift immer bie Ehen iꝛ 

Aus 6. erhält man, mit Hülfe der Gleichungen 5. ku 
= Ap’+-Bq’-+Cr?, alfo nad 4. 

ko cosi==h?, 8. 

d. 5. zerlegt man die Winkelgeſchwindigkeit co, deren Iren - 
(auf die in 8. 94. angegebene Weile) nah den Arm z, v.: 
fo tft die der Age z entfprechende Eomponente unveränderid; 


felbe it nämlih @cosi, mithin nad 8. gleich * Alſo ie 


die Winkelgeſchwindigkeit, mit welcher der Körper fih wm! 
Are des Paares Q’ dreht, fortwährend fih gleich. 


99, Es dürfte nicht überflüffig fein, zu zeigen, mei: 
dieſe Saͤtze auch auf fehr einfache Weiſe aus anderen Betracht 
ergeben. Es ſei z, wie bisher, die Age des unverändeitr 
Daared Q, uw die augenblicliche Drehungsare, i die Kir: 
von uw gegen z; ferner fei v' fenfrecht auf uw’ im ber Eben u: 
fo Fann man das Paar Q, dein Moment k genannt neh 
ift, in zwei andere zerlegen, deren Aren beziehungsmeil u = 

v’, und deren Momente mithin kcosi und k sini find. 
Nimmt man noch w’ fenfreht auf u! und v, md; 
e=Vv?’+w:, fo iſt offendar ewm das Bemwegungiuss: 
des Förperlihen Elementee m. Man zerlege daſſelbe nad! 
Aren w, v’, w in die EComponenten U, V, W, fo hite:: 
—=0, V=wun, W=— vom, mel T, -7 die kro 
nus der Winkel find, welche die Richtung der aufe ſenkrege 
Kraft gwm mit den ren v’, w' bildet; folglich erhält man‘ 
von der anderen Seite das Paar Q In die Componenten kin: 
ksini, © zerlegt ft, deren Aren beziehungsweife u’, v, w EB: 

S(VwW—WV)= o3n(w?+vV?)=kcosi 

(Wu —Uw')=— ou vm —ksini 

2 ( UVUv — Vu) =— 0Su'w'n =0. 
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it aber Zlv?-w?)m das Trägheitsmoment des Körs 
$, für die Drehungsare u’, mithin 4o’I(v’?-pw'?)m nichts 
Dderes als feine lebendige Kraft, welche conftant und mit „h? 
eichnet worden iftz die erfte dieſer Gleichungen giebt daher 
ort wkcosi=h?, mie Kormel 8. des vorigen $. 
Kerner find, nach S. 90. die Eomponenten des Paares der 
chwungkraͤfte, in den Ebenen uw’ und u’w’, beziehungsweiſe 
3 Zuvm und w?Zuw'm; die zweite derfelben ift, nach 
r legten obigen Gleichungen, Null, und die erfte gleich wksini; 
8 Paar der Schwungfräfte fällt alfo in die Ebene der z, u, 
‚ d. 5. in die Ebene der Drehungsare und der Are von Q, 
id fein Moment it ok sini; w. 3. b. w. 


Hier noch einige weitere Bemerfungen. Die Lage der aus 
mblicflihen Drehungsare in dem Körper hängt befanntlich von 
‚genden Gleichungen ab: ser=T Eliminirt man aus 
iefen, in Berbindung mit denen unter 3. und 4. im vorigen $., 
ie Größen p, q, r; fo erhält man. die Kegelfläche, welche die 
Yrehungsare in dem Körper beſchreibt. Ihre Gleichung ers 
iebt fich wie folgt: 

A(k?—Ah°®)u?-+-B(k?—Bh?)v?--C(k?—Ch?)w? ==0. 
dieſer Kegel iſt mithin zweiten Grades. Aus den Öfeichungen 3. 
nd 4. in 8. 98. erhält man noch: | 

k?’—Ah?=— Bg’(A—B)— Cr?(A—C), 

k?’—Ch’=Cp’(A—C)+-Bq’B—C). 
Da nun A>B>C, fo folgt hieraus, daß k?— Ah? negativ, 
Ch? aber pofitio iſt. Auch Fann Feiner diefer Ausdrücke 
Null fein, wenn niht A=B==C; diefer befondere Zall, in wels 
chem jede Drehungsare eine Hauptage iſt und unbemweglich bleibt, 
Fann hier ganz ausgefchlofien werden. Die Are des obigen Ke⸗ 
gels ift entweder u oder w, d. h. entweder die Are des größten 
oder die des Meinften Trägheitömomentes, je nachdem k?’—Bh? 
poſitiv oder negativ If. 


— 
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80.) eben fo erfolgt, als ob die ganze Maſſe in ihm vereinigt 
wäre und alle Kräfte unmittelbar auf ihn wirkten. 

Man denke fih drei rechtwinkliche, im Raume unbewegliche 
Aren, bezeichne die Coordinaten von O, nach denfelben, mit 5, 
Mr G, und die eines anderen Punctes P des Körpers mit x’, y, 
z'; fo find !—L, y—n, 2—( die relativen Eoordinaten von P 
gegen O, melde der Kürze wegen mit x, y, z bezeichnet wer: 
den follen. Ferner lege man duch O drei gegen einander ſenk⸗ 
rechte, in dem Körper fefte und mit ihm im Raume bewegliche 

* Aren u, v, w; es feien a, b, c, + die mit der Zeit veraͤnderli⸗ 
hen Neigungen derfelben gegen die unbeweglichen Axen; fo finden 
in jedem Augenblide zwiſchen den relativen Eoordinaten von P 
gegen O In Bezug auf die beweglichen Axen (u, v, w) einerfeits 
und die unbeweglichen andererfeitd folgende Gleichungen Statt: 


u=a x+by-+cz x—au-fav-Fa’w | 
1. 


⸗ 


v a' x bvy6c2 y=bu+rb'v-+b'w 
w=a"r+-b"y-+c"z z=cu+ev+-c'w 
a ?+b ?+c ?—=1 a? ra? ra"? 
a 2b rc ?—l b?’-+-b?-+-b"? 1 2. 
ab"? —i1 rl? —1 
a“ a" bbce ’ 1 JE —() be-+b’C+b"c" = | 
3. 





na +-b’b-+c'’c =0 ca+ca-rc”a” 0 
aarbb-+cc=0 ab+rab-+a’"b"—=0 ) 


Dieſe Gleichungen find hier zur Ueberfiht aus 8. 33. und 91. 
vollftändig zuſammengeſtellt. Berne erinnere man fih noch aus 
8. 33., Daß die 9 Coſinus a, b, «+ c” ſich ald Functionen dreier 
Beränderlicher 9, W, © darftellen laffen, welche den Bedingungs: 
gleihungen 2. und 3. Genuͤge leiften; daher die Lage der Axen 
u, v, w duch die Winfel ꝙ, w, © bedingt wird, welche ale 
Sunctionen der Zeit beftimmt werden müffen. Auch hat man 
noch 

x, yzr#yY, z=(+7; 4. 
Die Aufgabe erfordert mithin, außer der Beſtimmung 9, %, ©, 
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durch welche x, y, z für jeden Punct des Körpers ald Functio⸗ 
nen der Zeit befannt werden, auch noch die von Z, 7, (, wofern 

O nicht unbeweglih ift; denn in diefem Falle find &, rn, 
conftant. 


Man denke fih die Geſchwindigkeit des Punctes P, zur 
Zeit t, nach den Aren ‘u, v, w, und eben fo die von O nah 
denfelben Aren zerlegt, bezeichne die Componenten der erften mit 
U’, V’, W', die der zweiten mit U”, V”, W” und feße: 

U=-V—UÜ, V=V--V", W=W'_W" 
fo find U, V, W die relativen Gefchwindigfeiten von P gegen 
O, nad) den Aren u, v, w. Nach den Richtungen der unbe- 
meglihen Aren aber find Ddiefe relativen Geſchwindigkeiten 
2, = , zn und da dieſe mit den Aren u, v, w Winkel bil⸗ 
den, deren Eofinus a, b, c; a’ «+ c” find; fo erhält man 


dx dy = 
ITmantatre 


dx. ,‚dy 
V=a ar — +c 


dx 
dt 


Yus 1. folgt aber, indem u, v, w von t unabhängig find: 


dx „da * 
Ka + E47 


ri 5. 


*84 p dy + „iz 


W=a dt 


dy__db Mn ar 
nratrtattz ( ® 
dz__ „de dc de” 
di "ara rtro 
Seht man in 5. vorftehende Werthe von * ‚ «, noch bes 
merfend, daß 
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A?p’+B'’g’+C’r’—k? 
A p’-+B q’+C r’—h? 
p 4 q4 r’—=o?, 
Diefe Gleihungen multiplicire man der Reihe nah w 
—(B-+C), BC, und addire die Producte, fo Fommt 
(A=-BXA—C)p?=k?—(B-+C)h?--BCw’ 
B—-C)B—A)g?’=k?’—(C+A)h?--CAo? | 2 
(C-AXC-—B)r?—k?—(A-+B)h?-HABo° 
von welchen die beiden letzten ſich aus der erften duch &: 
Verwechfelung der Buchftaben ergeben. Zur Vereiner 
fege man: 
 B4+Chtckt—B0l?, (CHA)b’—k’—=CHt 
(A-+Bjh?’—k?==ABr?, 
fo find A, u, » alle reell, weil die Größen links fänmtlid : 
tio find. Denn nach 8.99. find Ah’—k*? und (B-+Chh’-: 
pofitiv. Hiernach gehen die Gleichungen 2. in fee 
über: 





(B-CXKA—B)g?=CAlu?—w?) 
(B-CXA—C)r? =AB(w?—r*?) 
Da in diefen alle Glieder links pofitiv find, fo müfen anf k 
Differenzen @—?, u?—0?, w®—»? immer pofitiv fen. 9 
war oben Ah?—k?; folglich, wenn man auf beiden Sinn 
B—C multipficiet, und CBh? hinzu addirt, 

— Ah?(B—C)-+-CBh?>(B—C)k?-+-CBh® 
ober (C+A)Bh?—Bk?>(A-+-B)Ch’—Ck?, 
folglich ABCu* > ABO», alfo u>»v?. Ferner iſt k’>0' 
‚fo (A—B)k?--ABh?>(A—B)Ch’-—ABht; M 
(A-+-O)Bh’—Bk?>(B--OJAh?-Ak?, di. ABCW>AB) 
oder K>A. Mithin iſt a’>r. und W>l, Wr 


(A-BXA—C)p’=BC(w? 2) 
3. 
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wird mithin U=f, V=g, Wh; diefe Werthe find alfo für 
alle diefe Puncte einerlei, wie auch der Begriff der Drehungs- 
are erfordert. 

Man lege durch O eine auf der Drehungsare fenfrechte 
Ebene, deren Sleihung mithin it pu-rgqv-rw=0, nehme 
in derfelben einen Punct in der Einheit der Entfernung von 
O, fo ift die relative Geſchwindigkeit deffelben gegen O: 

VOFVHW=VpHgEn 
Denn es ift nah 9. überhaupt 
U?4+ V? -W?—=(rr— qw)?-Hpw—ru)?-Hqu—pv)? 
=(p’+g’+r?’)u?’+v?+w?)—(purgr-Frw)?, 

welcher Werth für pu--gqvHrw=0 und wW-vV?-w?—1 
in p?-+q?’-+r? übergeht, und mithin die obige Formel fiefert. 
Diefe Geſchwindigkeit ift die augenblidlihe Winkelge— 
fhmwindigfeit der Drehung, welche hinfort. mit w bezeichnet 
werden fol. Demnad ift 


o—=V p’+g’-+r°. 11. 


94. Die Formeln 9. geben jede der Gefchtwindigfeiten U, 
V, W als zufammengefegt aus zwei Componenten, 3.8. U au 
rv und —qw, u. f. w. Diefe Somponenten der Gefchtwindig- 
keit V U?--V?--W? faffen ſich aber noch auf eine andere be: 
merfenstwerthe Weife zu zweien mit einander verbinden. Näms 
ih man fege pw mit —pv zufammen, fo erhält man, da die 
erfte dieſer Componenten mit v, die zweite mit w parallel ift, 
und beide mithin fenfrecht gegen einander find, eine vefultirende 
Geſchwindigkeit, deren Größe gleih p vw? if, wo p 
den poſitiven Werth von p bedeutet. Die Richtung derſelben 
bildet mit den poſitiven Axen der u, v, w Winkel, deren Coſinus 
0, — , — = find, wobei die oberen oder unteren 
Zeichen gelten, je nachdem p pefitiv oder negativ ift; fie tft da⸗ 
her fenfrecht nicht allein gegen u, fondern auch gegen das von 


\ 
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kehrt von dem Werthe » bis zu u gelangt, Heiße T, {ou 





To IR odo . 
_ V(w?_ 1302 —y? Xu? — w?) 
‚Nun ſei die Zeit, in welcher w, nach den obigen Amz> 
von w an wachfend, zuerft den Werth w erreicht, mm: 
t=0 an gerechnet; fo ift, wenn man zur Abkürzung 4 
U=+V (PX? —v’)u?—w0°), 

‚_[l-odo 

„Ju U 
wodurh t befannt wird. Ferner wird co fuͤr dr 
!+-T, VABT, +, t (20) T, dagegen wid u; ; 
die Zeiten t', !+2T, «» t-+2nT. ft num irgend an“ 
gegeben, zu welcher das entiprechende w verlangt wird, hr! 
man zunächft die Differenz t—t, dividire fie durch T, el; 
tient fet m, der Reſt t“. Es fei z. B. m gerade, fo kix 
füo die Zeit 1—t" oder Tat, ou, und mithin | 

odw 


t" — bee 


.„Ü 
eine transfcendente Gleichung, in der t” befannt und audm“ 
co zu finden if. Daß diefelbe immer einen und nur ein 
fen pofitiven Werth von w, zwiſchen u und », geben kam: 
einleuchtend; demnach ift der zur Zeit t gehörige Werth me 
völlig beftimmt, wie erforderlich. | 

Hieraus geht deutlich. hervor, wie zu jeder Zeit t das“ 
chende w gefunden werden Fann. Diefe Aufgabe geftattet ur 
nur eine Auflöfung; aber die umgekehrte, nämlich zu ana? 
gebenen co die Zeit t zu finden, geftattet deren unendiid !# 
weil diefelben Werthe von w periodifch wiederfehren. 


Befondere Beachtung verdient noch der Gall, wenn != 
Alsdann ift | 





 zudo 


a 
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in welche Gleichung für cosi, cosu, cos» Ihre Werthe aus 
3. a. zu fegen find. Sie giebt eine Relation zwifhen @, , © 
ferner fann man aus 6. v und w vermittelft der vorhergehen: 
den (7.) eliminiren, und auch noch nach 3., mit Ruͤckſicht auf 2., 
u als Function von 9, %, ©, &, 7, C ausdrüden. Segt man 
dDiefen Werth von u noch in 6. ein, fo bleiben nur noch die 
Gleichungen 1. 6. und 8, nebft denen unter 18. in-$. 96; übrig; 
alfo im Ganzen 10, zwiſchen den Unbefannten p, q, r, 9, %, 
©, &,n,( R und der Zeit t, wie erforderlich. 


Es verfteht ſich von felbft, daß diefe und noch andere Fälle, 
deren hier nicht erwähnt ift, nach einander bei der Bewegung 
deffeiben Körpers eintreten koͤnnen, je nachdem feine Ober: 
fläche geftaltet if. Die vorfichende Aufzählung kann dem Lefer 
eine Weberfiht der Aufgabe gewähren; im Folgenden aber foll 
nur noch der erfte der hier erwähnten Faͤlle näher in Betracht 
gezogen werden. 


103. Um die Rechnung etwas zu vereinfachen, nehme man 
die fefte Ebene zu derjenigen der x’ und y’; dadurch wird h=0, 
h’=0, h’==1; und mithin gehen die Gleichungen 1. des vori⸗ 
gen $ in folgende über: 





d? 
Em=2x, S dt 7 I, ——— 1. 


Kerner wird noch in 3., weil die fefte Ebene die der x’y’ ift, auch 
k=0, und 22 0, folglih, wenn man für z feinen 
Werth aus 2. fegt: 


—R v4cu O. 2. 


Aus 3. a. ergiebt ſich weiter cosA==c, cosu=c, casyv—c ; 
folglich werden 4. und 5. 


+u-H 1uw-#, 2ur—H 


H=f(u, v, W==0 
| 3 
du’ dv’ dw 
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fo ergeben ſich p?, q?, r? aus 3 Was noch die Zeidhen bes 
teifft, fo findet, wenn die Werthe von p, q, r, für t=0O nach 
Größe und Zeichen befannt find, feine Zweideutigkeit Statt. 
Denn es ift Flar, daß Feine der Größen p, q r ihe Zeihen äns 
dern kann, ohne zugleih durch Null zu gehen; ferner aber äns 
dert fie es jedesmal, wenn fie Durch Null geht. Wenn 
alfo 3. B. wieder »A ft, fo befindet fih o immer zwiſchen 
ke und », und die Drehungsare befchreikt einen Regel um u. 
Alsdann wird p nie Null, und mechfelt folglich auch fein Zei⸗ 
. hen nicht; dagegen mwechfelt q das feinige, fo oft wg, und 
r, fo oft ==A wird. Daß diefe Regel die vichtige It, ergiebt 
ſich ſchon aus der Anſchauung; um fie aber auch durch Rech⸗ 
nung nachzuweiſen, darf man nur die Gleichung 1. in diefem $. 


betrachten, welche Ichet, daß = und das Product pqr entgegens 


gefetzte Zeichen haben, folglich auch immer zugleich ihre Zeichen 
wechfeln. (In diefee Gleichung ift nämlich der Factor C—A 
auf dee rechten Seite negativ.) Wenn nun, wie vorhin, » 
ift, fo findet der Zeichenwechfel Statt, fobald wu, q==0, und 
fobad w=», r=0 wird. Da p in diefem Falle niemals fein 
Zeichen wechfelt, und für w=u, r nicht Null wird, alfo das 
feinige wechfeln Fann; fo muß mithin q, indem es duch Null 
geht, fein Zeichen wechfeln; ‚mw. 3. b. w. Daß fih hieraus die 
Zeihen von p, q, r für jede gegebene Zeit t beurtheilen laſſen, 
iſt einleuchtend. Die Bedeutung diefer Zeichen it aber in 8. 
94. hinreichend erläutert worden. 
Nah $. 98. 5. if 
Ap=ksinpsin, Bg=kcospsin®, Cr=kcosQ9. 5. 
Ferner iſt, nach 8. 96. 18. 
pdt=sing sin 9dy—cospd® 
qdt=cosysin Ydy+-sinydY, 
Muftipliciet man diefe Gleichungen, die erfte mit sin, die zweite 
‚ mit cos p, und addirt die Producte, fo kommt 
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(p sinp-Fq cos ꝙ) dtin Od, 
oder wenn noch mit sin O auf beiden Seiten multipficiet wird, 
- mit Rüdfiht auf 5: 


—F 
oder auch, nach $. 98. 4. 


dy=7r "a — ned 


Da h’—Cr? und von immer pofitio find, fo lehrt diefe 
Formel, daß u mit der Zeit beftändig waͤchſt; d. h. mit andern 
Worten, daß der Durchfchnitt- der beweglichen Ebene uv mit der 
unbeweglichen xy ſich in dieſer immer in demfelben Sinne dreht.- 


„.__ AB(w?—,y?) 
| Man hat aber, nach Formel 3. dieſes $. r —4-0X8=0) 65 
folglich 


h?—Cr? _ (A-CXB-Oh?—ABClw N) 
k’—_C’ri (A—CXB—C)k?—ABC?(w?—y2) 
Zur Abfürzung werde gefeßt: | 
(A—C)(B—C)h?’--ABCr’—= (AB+CNYh?—Ck?=ABCG 
| (A—CXB—C)k?-+>ABC?r? = ABC’H, 
h?’—Cr? G—u? 


fo wird 7-07 Ho) 
und mithin 
| x ER 
av Ce. 
k G—uw? zudo 
— 


In dieſer Gleichung gilt das poſitive oder negative Zeichen, je 
nahdem @ abnimmt oder mächft; es findet alfo derfelbe Wech⸗ 
fl der Zeichen Statt, wie in der Eleichung 4, wobei Feine Un: 
beitimmtheit übrig Hleibt. Aus den Gteichungen, 5. ergeben ſich 
noch ꝙ und ©, da p, q, r befannt find. Und zwar muß man 
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© immer zioifchen‘‘& und 7, @ aber jwifchen 0 und >: 
men.. Da; hierducch die Winkel u, p, © ohne Zwede 
beſimmt find, fo ergeben ſich auch die Werthe der 9 

..c’ und mit ihnen die Stellung des Körpers, für w: 
ebigen Augenblick. Im Ganzen iſt demnach die Aufl 
Aufgabe enthalten in den Gleichungen 2. und 4 DEE“: 
in denen 4. und 6. des gegenpärtigen 8. Alle diefe Glete 
find von einander unabhängig, und enthalten fechs Cem: 
naͤmlich h, 3, 1,1’, nebſt den’ zu 4; und 6. gehörigen, m. 
forverlich. .. Indem..man aber die Ebene xy der des Per— 
parallel annahm, tuusde.1=—0, !’=0; mithin blieben nz * 
vier. Sonftanten übrig, nämlich hund 1" (oder k), ner! 
zu A. und 6. Nach diefer Vereinfachung treten die Öl 
5. diefes $. an die Stelle von 2. in $. 98. Alle übrim: 
folgen aus den genannten. 


Aus 6. folgt noch, daß w eine perlodiſche Zundimr 
if, wie von t. Man fege, immer nur den Fall annehmat‘: 
— ul 


yo SZ . (G—0°)oder 

50 ITS 
fo nimmt in der Zeit T, in welcher der „erth von om 
bis » abnimmt, oder auch von, 7 bis‘ vwaͤchſt, zugleich ded 
kel A immer um diefelbe Größe 7 zu. Da v>4, ſo ki 
die Drehungsare einen Kegel um u, den fie in de di 
durchläuft, nach deren Ablauf fie in ven Körper wieder t:- 
liche Lage hat, wie am Anfange derſelben. In dieſen 
blichke find daher auch die Werthe von 4. r, und if 
© und 9 wieder die nämlichen, "wie an Anfange; abet 
um SF. zugenemmen; daher ift inzwiſchen der Koͤrper nit? 
der in-die- mäinlihe ‘Stellung gelangt; - wenn. nicht gmit f 
gleich Zr oder aͤberhaupt einem Vielfachen von Zr du’ 
(75 {ft der Umring des Areifes; für den Durchmeſſer I, ®? 
 wöhnlich). "Webächäupt AH Dis Betwenung · Des Koͤepert ud 


| 
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len ‚Umftänden periodifh, wenn ð mit 7 commenfurabet ift; 
im Allgemeinen alfo ift fie es nicht. 


101. Als weites / Beiſpiel moͤgen noch die Gleichungen fuͤr die 
Bewegung eines ſchweren Koͤrpers entwickelt werden, der ſich um 
einen unbeweglichen Punct O drehen kann. Nimmt man die Age z 
vertital und pofitio nach unten, fo ift in den Gleichungen 2, deg 
$. 97., welche hier unmittelbar Anwendung finden, x=0, Y=0, 
Z=gm, folglich L=—g!my, =gImx, N—=0; ‚oder, weil 
noh 8. 93.1. x=aufav+a'w, u ſ. f. 
L=—gXbu+b'v+-b"w)m, M=gI(au-Fa'’v-+-a’w)m, N=0. 
Man bezeichne die Eoordinaten des Schwerpunctes nach den 
duch O gelegten Hauptagen (u, v, w) mit: a’, w', w', fo wird 

Sum=u'2m, Zym=v'Sin, Swm=w'Im, | 

und hiernach 
L=—g(bu+b'v’+b"w’)Sm, M=g(au'+a'v'+a"w')Sın, N =0; 
ferner .erhäle .man, mit Rüdficht auf 8. 33. 4. 

La +Mb -+Nec =g(d’wW—d'v’)Sm, 

La’ -+-Mb’ -FNc' = g(c’u—c w')Im, 

La’-+-Mb"’ Ne’ =g(c v’—c’u')Zm. 
Die Gleichungen 4. in $. 97. werden mithin: nn 


Adp-HB—CO)grdt=g(cwW—c'"V)Zm-dt | 
Bdg+H C—A)rpdt=g(c’u'—c w')Im · dt | 1 
Cdr-HA—B)pgdt— glcv’—c’u') Im + dt 
wo zugkeih c=sinpsin®, c'==c08@ sin®, e€"—c0s0. Vers 
Bindet man mit diefen die Gleichungen 18. in 8 96., fo hat 
man fehs Gleichungen zwiſchen den Unbefannten p, q, r, 
9,%, © md t, wie erforderlich. 
. Anftatt der vorftehenden kann man auch die Gleichungen 3. ’ 
in $. 97. anwenden. Diefe geben: 
21 * 
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d(Aap+Ba’g+-Ca’r)= —glbu'+b'v’-+b’wW)in- i] 

“  dCAbp-+Bb’g+-Ch"r)= glau’-Fa'v’Fa”w)Snedi. r 

Die dritte läßt fich fofort integriren, weil N=0; fie ak: 
Acp+Beg+Cc'r=k, 3. 


wo k eine Eonftante, und iſt mithin eines dee integral, z. 
zur Loͤſung der vorliegenden Aufgabe erforderlich find. ?: 
läßt fich auch leiht aus 1. herleiten, wenn man dieſe Ete 
gen der Reihe nach mit c, c, c” multipfigiet, und die Irc.. 
addirt. Auch die Bedeutung diefes Integrals iſt aus dem jr. 
Far; bildet man nämlich in Bezug auf den feften Pına 0: 
zufammengefegte Paar der Bewegungsmomente, und je: 
nach den Ebenen xz, yz und xy, fo ift die legte, d.d.N: 
rizontale Componente, der Gleichung 3. zufolge, conftant m: 
k. Dies folgt auch offenbar daraus, daß die horizontak 
ponente des zufammengefegten Paares der befchleunignias: 
gebildet in Beziehung auf O, Null fi. Multiplicrt za! 
Gleichungen 1. nach der Reihe mit p, q, r und adlit et: 
ducte,.fo folgt noch. cin zweites Integral. Man findet: 


‚Apdp-+ Bgdgq-+-Crdr 
= gl" g—cr)W+ler—c"p)r Hcp—ceqiw ii, 
oder weil, nad $. 9. 14. de=(c’g—cir)dt, uff 
Apd p+Bq dq+-Cr dr =g(u’de-Fr/de +Wde) 
mithin durch Integration: 
3(Ap’+-Bqg’-+Cr’)=g(cu'+c'v’-+c"w')-+ Const. 1 


Diefe Gleichung drüdt, wie man fieht, die lebendige It“ 
Körpers aus. Man bemerfe, daß cu eve," 
gleich der verticalen Ordinate des Schwerpunctes if; 8} 
lebendige Kraft des Körpers. von der Tiefe dee Schumat 
unter O abhängt, ift fehon in den allgemeinen Bemerlun 0 
8. 81. gezeigt worden. 





| 
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Ausfuͤhrlicher foll Hier auf diefe Unterfuchung nicht einge: 
sangen werden. Diefelbe vereinfacht ſich in einigen befdnderen 
Fällen, welche die Integration leicht geftatten, gehört aber, im 
Allgemeinen betrachtet, zu den ſchwierigſten. 


Bewegung eines Körpers auf einer feften Ebene. 

102. Ein frei beweglicher Körper fei auf eine fefte Ebene 
gelegt, und der Wirkung beliebiger Kräfte unterworfen, die jedoch 
ihn von diefer nicht zu entfernen ftreben, fo daß er in jedem 
Augenbliche feiner Bewegung die Ebene berührt. Dffenbar fann 
man diefen Körper als gänzlich frei betrachten, und mithin die 
Gleichungen des $. 97. hier anwenden, wenn man nur den Wis 
derftand, den die Ebene darbietet, gehörig In Rechnung bringt. 

Es / müffen jedoch einige Sälle von einander unterfchicden 
werden. Man nehme zuerft an, daß der Körper die Ebene nur 
in einem Puncte berühre (diefer Punct des Körpers mag hins 
fort B heiß.n); und daß feine Oberfläche ftetig gekrümmt 
fel. Der Berührungspunct B wird in diefem Falle im Allgemei⸗ 
nen in dem Körper beftändig wechfeln, oder der Körper auf der 
bene rollen. Er koͤnnte in B auch eine Spiße haben; diefer 
Fall würde ein anderer fein, von welchem nachher gehandelt 
werden foll. 

Es ſeien b, h’, h’ die Eofinus der Neigungen eines auf der 
feften Ebene, nach der Seite des Körpers hin, errichteren Lothes 
gegen drei unbemwegliche Agen x’, y’, z’; fo ift 

hx’-+h'y-+h”z7’ —k 
die Gleichung der Ebene, und zugleich h?-4-h’?-+h"?—=1. (b, 
bh’, b und k find alfo gegebene Eonftanten.) Bezeichnet man 
ferner den Widerftand der Ebene in B mit R, fo find Rh, Rh’, 
Rh” feine Componenten noch x’, y’, z, weil R auf der Ebene 
normal if. Mithin ergeben fi, wenn noch, wie früher, &, 7, 
C die Coordinaten des Schwerpunctes O des Körpers bedeu: 


N 
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ten, folgende Gleichungen: 


Bu: d’n 
— Zm=!X+Rh, 2 Im FYHRb, 


m 3Z+Rh”. 


Durch O lege man die drei Hauptagen u, v,w, und es 
u, v, w die relativen Coordinaten von B gegen O, zur 
gleichnamigen Axen; es feien noch x, y, z die relativen Er 
naten von B gegen O, nach den unbeweglihen Axen x, r 
fo hat man, tie früher: 





x=au-fav-Ffa"w, y=bu+rb'v-$b"w, z=curcrHr.. 
Es find aber x+L, yırn, 2 die Coordinaten von Bt: 
den unbeweglichen Aren, welche, weil B in die fefte Ebene 
der obigen Gleichung derfelden genugthun müflen; man hattz 
hx+Hrhty +) +’ +Ü=k 3. 
Nennt man ferner A, u, » die Neigungen von R gegrmu- 
w, fo find RcosA, Rcosu, Rcosv die Componenten Dr. 
nah u, v, w; die nah x, y, z aber find, nach dem fir 
Rh, Rh’, Rh”; zerlegt man nun diefe nach den Ride: 
jener, fo fommt: RcosA—=Rha-+-Rh’b-+Rh”c, oder 
, cos —=ha-Fh'b -+h”c,; 
cos u —=h a’+h'b’ +h”c, | 32% 
cos —=ha"-+h’b"-+h"c". 
Don der anderen Seite muß R auf der Oberfläche des Sirr | 
normal fein; Daher Hat man, wenn 
H=fuv,wW=0 4 
die Gleichung biefer Flaͤche ift, und 


= HE 


zur Abkürzung gefeht wird, 
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ah dH dH 
Ucosi— du ‚ Vcsu—mn, Ucosv—= m 5. 
Man entwickele noch die Ausdruͤcke fuͤr die Componenten des 
Paares, welches die Kraft R an B mit einer ihr gleichen und 
entgegengefegten bildet, die man fi) am Schwerpuncte O ange: 
bracht⸗vorſtellt. Diefe Componenten find, nad den auf u, v, 
w beziehungsweiſe ſenkrechten Ebenen 

R(w cosu—v.cosv), R(ucosv—w cos ), R(vcosA—ucosu). 
Segtman zur Abkürzung La+Mb+Ne=L', La’ +Mb+Nc—M', 
La’+-Mb"’-+-Nc’=N’, fo geben die Gleichungen 4. in 8. 97., 
mit Hinzufügung der der vorftehenden Componenten des Paares 
(R, —R): 


Adp-HB—C)agrdt= Lidt-+-R(wcosu—vcosv)dt 
Bdgq--C—A)rpdt =M’dt-+-R(u cos»—w cos A)dt | 
Cdr--A—B)pgdt = Ndt-+R(vcosA—u cos w)dt 


Man denke fich die Eofinus von A, u, » vermittelt ihrer Werthe 
aus 3.a. aus allen übrigen Gleichungen eliminiert, fo bieiben 
üderhaupt noch 16 Unbefannte übrig, nämlih 9, W, ©, p, q, 
r, u, v, w, x, y, 2, & n, C und R, die ſaͤmmtlich als Functio⸗ 
nen der Zeit beftiimmt werden muͤſſen. Hierzu hat man die Glei⸗ 
ungen 1. bis 6. (von welchen jedoch die unter 3. a. auszu⸗ 
fchließen find, nachdem man nämlich für cos A, cosu, cos», 
überall ihre Werthe aus 3. a. geſeht hat); ihre Anzahl if 145 
meil aber. von denen unter 5. jede eine Folge der beiden ande: 
ren ift, fo gelten fie nur für 13. Nimmt man noch die Glei⸗ 
&ungen 18. in 8. 96. hinzu, fo find zwifchen allen Unbefannten 
16 von einander unabhängige SHeichungen gegeben, aus denen 
fi jene ald Functionen von t müffen beftimmen laſſen. Diefe 
Gleichungen laſſen fih, mit einigen Abänderungen, au dann 
antvenden, wenn zweitens der Körper in B eine Spitze hat, 
Alsdann bleiben, fo lange nämlich der Körper ſich auf die Spige 
B ftügt, die Eoordinaten u, v, w von B unveränderlicd; 
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zugleich aber fällt die Bedingung hinweg, daß der Widerku 
R auf der Fläche des Körpers normal ift; folglich fallen ut: 
haupt von den vorigen Unbekannten drei, nämlih u, v, w, 
mit ihnen aber auch zugleich die drei Öleichungen 4 und 5. he 
weg; während alle übrigen, d. 5. 13 Unbekannte umd een k 
viele Gleichungen zwifchen ihnen und t, bleiben wie vorhin. 


Ein dritter Fall tritt ein, wenn die Oberfläche te 
Körpers abmwicelbar ift, und die Ebene nicht in einem Pam: 
fondern in einer geraden Linie berührt, die aber in der Aiı 
mechfelt. Alsdann findet in jedem Puncte der Berährungdia 
ein gewiſſer Widerftand Statt, der auf ‘der Ebene mie fie 
Fläche des Körpers normal iſt, und da zugleich alle dieſe S 
derftände in demfelben Sinne wirken, fo ift Plar, daß fr ie 
immer in eine einzige Kraft zufammenfegen laflen. Baadı | 
man diefe Kraft mit R, und nennt ihren Angrifföpunc is de 
Körper wieder B, feine Eoordinaten u, v, w; fo muß R mn 
auf der Fläche normal fein, wie im erften Kalle, und mie 
gelten ganz diefelben Gfeichungen (1. bis 6.) wie vorhin. De 
fee Fall ift alfo von dem erften nicht weſentlich unterfhiea. 


Viertens werde noch angenommen, daß der Körpe it 
während einer gewiſſen Zeit, auf eine geradlinige Kante KR. 
deren Öleichungen, nach den Hauptaren u, v, w, folgende ik: 

v=nu+l, w=nu+l 7. 
wo n, 1, n', I! gegebene Eoönftanten find. Diefe Gleiche 
treten, wenn man unter u, v, w die Coordinaten des Fun 
B verfteht, der in jener Kante liegt, an die Stelle derer wit 
4. und 5. (B ift der Angriffspunct der Refultante R ala & 
derftände, wie vorhin.) Ferner ift noch auszudrücken, dah 
Kante auf der Richtung von R fenfrecht ſteht. Dieſelbe Me 
mit den Aren u, v, w Winfel, deren Cofinus der Rex a= 
fih verhalten wie 1:n:u, und da A, u, » die Neigungen m 
R gegen jene Aren find, fo hat man 
‚ cosA-4-n cosu--n’ cosY==0, 8. 
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weiche Gleichung für cosi, cosu, cos» ihre Werthe aus 
a. zu fegen find. Sie giebt eine Relation zwifchen p, y, © 
ner fann man aus 6. v und w vermittelt der vorhergehen- 
n (7.) eliminiren, und auch noch nach 3., mit Rückficht auf 2., 
als Function von 9, V, ©, &, 7, C ausdrüden. Sept. man 
efen Werth von u noch in 6. ein, fo bleiben nur noch die 
leichungen 1. 6. und 8, nebft denen unter 18. in-$. 96: übrig; 
fo im Ganzen 10, zwiſchen den Unbefannten p, q, r, @, %, 
, En, GC R und der Zeit t, wie erforderlich. 

Es verfteht ſich von felbft, daß diefe und noch andere Sälle, 
eren hier nicht ertoähnt ift, nach einander bei der Bewegung 
effeiben Körpers eintreten koͤnnen, je nachdem feine Ober⸗ 
läche geftaltet iſt. Die vorfichende Aufzählung kann dem Leſer 
ine Ueberficht der Aufgabe gewähren; im Kolgenden: aber foll 
we noch der erfte der hier erwähnten Faͤlle näher in Betracht 
zezogen werden. 


103. Um die Rechnung etwas zu vereinfachen, nehme man 
die fefte Ebene zu derjenigen der x’ und y’; dadurch wird h= 
h=0, b"’==1; und mithin gehen die Gleichungen 1. des Dot: 
gen $ in folgende über: 


mx, S a 13 2Y, ———— 1, 

Kerner wird noch In 3., weil die fefte Ebene die der z’y’ ift, auch 

k=0, nd 2 2 920, folglih, wenn man für z feinen 

Werth aus 2. fegt: | 
+eaurcv+Hc[w=0. 2 

Aus 3. a. ergiebt fich weiter cosA==c, cosu=c, casy==c" ; 

folglid werden 4. und 5. — 








H=fu, v, w=0 „| 
dH —M, — 4H 3. 
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Oiecdunc wird der Sorten Ausdruck für C: 
dH dH 
*V. tern, 4. 
wo das Zeichen von U immer fo zu wählen ift, daß der - 
von poſitiv bfeibt. 
Endlich geben die Gleichungen 6., duch Einſetzung « 
c', c” für die Coſinus von A, u, »: 
Adp-HB—CJardt = L'di R(cv - ce” v)dt 
Bdg+(C—A)rpdt=M’dt+R(c"u—cw)dt 
Cdr+-{A—B)pgdt= N’dt-F-R(cv— c’u)dt. 
Diefe Gleichungen bräden die Componenten des in Ben 
auf den Schwerpunct gebildeten Paares der Beſchlemicc 
momente, nach den auf den Hauptaren u, v,.w beziehmæ 
ſenkrechten Ebenen aus. Man kann aber diefes Paar and ec 
den auf x, y, z fenfrechten Ebenen zerlegen; alsdann m 
man folgende Gleichungen, welche den vorftehenden gleide- 
und anftatt ihrer gebraucht werden koͤnnen: 


d(Aap-+Ba’g-+-Ca’r)= Ldt—Rydt 
5. 









d(Abp-+Bb’g-+-Chb’r)=Mdt-+-Rıdt 
d(Acp-+H-Be’y+Cc’r)=Ndt 
Naͤmlich —Ry, Rx, 0 find die Werthe der Anstrüde Yz-ı: 
Zx—Xz, Xy—Yx für X=0, Y=0,Z=R, d. h. dei 
ponenten des Momentes von R in Bezug auf den Schwer: 
indem x, y, z die relativen Eoordinaten des Angriffepunds } 
pon R gegen jenen bedeuten. Diefe Gleichungen folgen ui! 
aus 3. in 8 97. ohne Weiteres, indem bier nur R zu den im 
gen befchleunigenden Kräften hinzufommt. 
Die auf den Körper wirfenden befhleunigenden Kräfte sa 
die Schwere und eine dem Drude proportionale Reibus: 2 
Berührungspuncte, deren Wirkungsweiſe jedoch noch eimin &: 
(äuterung bedarf. Der Punct B des Körpers, in welchen tr: 
fer zur Zeit t die Ebene beruͤhrt, befigt' in Diefem Augaixt 
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eine gewiſſe Geſchwindigkeit, deren Ausdruck zunaͤchſt geſucht 
wird. Die Coordinaten von B find, nach den unbeweglichen 
Aren, x-+5, y-pn und z++L; die legte von diefen iſt Null, 
Segt man für x, y, z ihre befannten Werthe (2. in 8. 102.), 
fo erhäft man folgende Ausdrücke diefer. Coordinaten: 
£-Fau-t+a'v-Fa”w, 7-Hbu-+-b’v+b"w, CAHcuF-c'v-Hc”w. 

Um die Sefchwindigfeit des Puncte® B anzugeben, muß man 
von diefen Wusdräcen die Ableitungen nach t nehmen, dabei aber 
a, v, w als unveränderlich betrachten. Die Componenten 
der Gefchmwindigfeit von B nach den Axen x und y (fie mögen 
noch zur Abfürzung für die Folge mit &, 7’ " bezeichnet werden), 
find mithin: 


da da’ da” 
sagt art 


‚_dn , db, _db’, db" 
"at atrt at" 


\ 


Die dritte, auf der fetten Ebene norman Componente biefee Ge⸗ 
ſchwindigkeit ft: (= rue der’ Ir Erw, Nimmt man 


‚ aber die Ableitung der Gleichung 2. nad afen Beränderlichen, 
zu denen u) v, w gehören, fo fommt: 


K dd de" cdu+cdv--c"dw__ 
rugtr ur’a dt *0. 


Nach 3. iſt aber 
cdu+c’dvrc'dw=, | Ta [Bau- ar —* 
folglich erhält man:  - - 
x de’ de’ 
| Tide rt 7*0, 7. 
d. h. die af. der feften Ebene ſenkrechte Geſchwindigkeit des Ber - 
eührungspunctes ift Null, oder die Bewegung deffelben ift diefer 
bene parallel; wie auch aus der Anfchauung einleuchtet, Der 
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Berährungepunct gleitet denmach auf der &bene in der Zeit 
dt mit der Gefchwindigkeit, deren Eomponenten unter 6. ange 
geben find. Diefem Gleiten mwiderftrebt die Reibung, indem fie 
der Geſchwindigkeit des Beruͤhrungspunctes gerade entgegen 
wirft. Es find nun zwei Källe möglih; entweder nämlich if 
die Reibung ftarf genug, um die Gefchwindigfeit des Beruͤh⸗ 
rungspunctes gleih Null zu machen, oder nicht. In dem erften 
dieſer Fälle, in welchem der Körper rollt, ohne zu gleiten, teitt 
die Reibung nur mit der Intenfität auf, die in jedem Augen 
blicke nöthig ift, um die Gefchwindigfeit des Beruͤhrungspunctes 
zu vertilgen; in dem zweiten Kalle teitt fie dagegen mit ihrer 
vollen Intenfität auf, welche, nah der Vorausſetzung, dem 
Drucke proportional if. Ob der eine oder der andere diefer Fälle 
Statt findet, muß durch die Rechnung felbft entfchieden merden, 
wie das nachfolgende Beifpiel zeigen fol. 

88 fein demnach f und f die Componenten der Reibung 
nach den Richtungen von x und’y; ferner denfe man fich die 
Are x in der feften Ebene horizontal, und es fei i die Neigung 
diefer Sbene (xy) gegen den Horizont; fo find, wenn noch 

— 3m die Maffe des Körpers bezeichnet, die Componeyten des 
Gewichtes des Koͤrpers, welches man ſich in dem Schwerpuncte 
O vereinigt vorzuftellen hat, nach den Aren x, y, z bezichunge: 
meife: 0, Mgsini, — Mg cos i, wenn man ſich die pofitine Art 
ber y in der feften Ebene abwärts, und die z von ihr aus aufs 
waͤrts gerichtet, auch den Winkel i als fpig vorftellt. Folglich 
erhält man: 

2x5* IVMg siniHf, 2—-Mg cosi, 8 
welche Werthe in 1. zu ſetzen find. Ferner erhaͤlt man noch, 
da in jedem Augenblicke das Paar, welches die Schwer 
Fräfte in Bezug auf den Schwerpunet bilden, Null ift, und da 
die Componenten der Reibung find: X=f, Y=f, Z=0, di 
relativen Coordinaten Ihres Angriffspunctes gegen den Schwer 
punct aber x, y, 2: 


(4 
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L=Y:Zy=ıf, M=21-Xı2 =—ıf, N=eXy-Yı=yfl-ıf 9 
weiche Werthe in 5. zu fegen find. u 

So lange nun die Reibung der Geſchwindigkeit des Berührungs: 


punctes nicht vertilgen Pann, ift ihre Antenfität dem Drucke, 
alfo auch den Widerftande R proportional; demnach: 
VEer+f=uR 10. 

von u eine Conſtante. Ihre Richtung aber ift der Geſchwindig⸗ 
feit jenes Punctes entgegengefeßt; hieraus folgt offenbar, daß die 
Somponenten der Reibung ſich zu einander verhalten müffen, wie 
die der Geſchwindigkeit von B, nach x und y; alſo 

f _ 

r=7 11. | | 
mo für £ und 7’ ihre Werthe aus 6. geſetzt werden muͤſſen. 
Vorſtehende Gleichung drückt jedoch nur aus, daß die Reibung 
dee Gefchwindigfeit des Berührungspunctes parallel ift, nicht 
aber, daß fie ihr gerade entgegen wirft; diefer Umftand, ob⸗ 
gleich ſehr mwefentlih, kommt erft fpäter im Berlaufe der Rech: 
nung in Betracht. 

Wenn aber die Reibung hinreicht, um die Gefchwindigfeit 

des- Berührungspunctes zu vertilgen, fo hören die Gleichungen 10. 
41. zu gelten auf; alsdann aber hat 'man zwei andere, nämlich 


0, n=0. 12. 


(Bl. Formel 6.). Zugleich aber mÄfen die Werthe von f und . 


f, welche fih aledann ergeben, folgender- Bedingung genügen: 
VE-+-f?<uR, da die Intenfität der Reibung nie größer fein 
fann als uR. Wird diefe Bedingung nicht befriedigt, fo iſt 
auch die Gefchwindigfeit von B nicht Null; mithin gelten dann 
die Sleihungen unter 10. 11, 


104. Um das Vorhergehende an einem Beifpiele zu erläus 
teen, welches die Integration ohne Schwierigkeiten geftattet, foll 
die Bewegung einer gleichartigen Kugel auf einer fchiefen Ebene, 


— 
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(pP)==ap-Fa’g-Fa”r 
(g=bp-+b’g-Fb"r 
| (M=cp-Feg-+teT, 

‘ und bemerfe, daß (p), (q), (r) die Componenten der Bak: 
ſchwindigkeit der Kugel nach den Axen x, y, z beichin 
ausdrüden, die aber von nun an, mit Weglaffung der Kuna 
bloß durch p, q, r bezeichnet werden follen, alfo mit mm 
gen p, q, r nicht vermechfelt werden muͤſſen. Hietud x 
wandeln fich die Gleichungen 4. des vorigen $. In folgte: 


na? , ag: hT=0. 1. 


Zugleich wid ** = Er ng, = -bp. Sept mu 


zur Abfürzung zu, = —v, fo gehen die Bedingux: 
und 6. des vorigen 8. in folgende über: 
VP’+®?—= =ugcosi. 2a. 
(v—hp)f=(u+rhg)f 3.2 
VEeHf’<ug cosi 2.b. 
ufrhq=0, v-bhp=0 3.b. 


von denen nach Umftänden die erften oder zweiten geltn, « 
aus dem Vorigen befannt if. Endlich hat man noch, mi! 
im vorigen 8. 

\ Km Der sinirf. 4, 
Hiermit‘ find in jedem Kalle zur Beftimmung der gegmmir 
Unbekannten p, q, r, uw v, f, f, fieben Gleichung ® 
handen, mie erforderlich. Eine von jenen, nämlich r, fih 


noch hinweg, weil nach 1. Pr T=0, alfo r conftant ik. IF 
nach bleibt die — — der Drehung um In ui 
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in welchen /noch ein gemeinfamer Factor h auf beiden Seiten 
weggelaſſen if. Kerner Hat mean, ſo lange die Gefchwindigfeit 
von B nit Null if: 


Zu v — —ug ci, 5. a. 
weit B==g cosi; zugleich if, nach 11. Ni —0, Man 
ſetze noch in den Formeln 6. des vorigen 8 für 7 ee, ‚da 


u.ſ.f. 
ihre Werthe aus 8 9% 14., fo fommt 


dr arg g—a Hu-Hlar—a 'P)v-Ha'p—ag)w, 


oder mit Ruͤckſicht auf 3. und auf die ſchon oft gebrauchten Re⸗ 
lationen 4. in $. 33: E ii 


ef= 25 np bg an. 


Eben fit "= When )v-e(b’p—ba)w 


’ 


oder wegen 2 7 9 — h(ap-Fa’g-Fa”r), 
und mithin: 
[7 — h(ap-+a gran) |f 43 Ener 6. a. 
Wenn aber die Geſchwindigkeit von B Null if, fo gelten die 
beiden legten Gleichungen nicht mehr; dagegen iſt alddann 
VPH+f?<ugcosi, 5.b. 
und 
f= . rrbprbigrb" r)=0. 
J 6. b. 

J in —hap-+-a'g+a'r)=0. 

) 


465, Man fege RF 
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Ferner gelten jet die Gleichungen 2. a. 3.a., welche mi: 
fegung der Werthe von f und F aus 4. geben: 
| "du2-(dv—gdt- sini)’=u”g” cos iꝰ · diꝰ 
| _du_ __dv—gdt»sin i i 
urbg Op 
oder da nah 6. du==dU, dv—gdt-sini=dV in 
man noch wgcosirtt—=® und ?gsini-t=kO Mi! 
„di . | 
Eu 
+ dU?--d4V? 40? 


dU dV 7. 


—— — 
Um dieſe Gleichungen zu integriren, ſetze man: 
dUuUnpedo, IV coqꝙ- dG0, 
wodurch der erſten Genuͤge geleiſtet wird; alsdam ach! 
zweite 





„Vrko=U colg P, 
und dieſe, diferentirt: 
Udp 
sing? 
Es iſt aber Vcotg ꝙ · M; mithin folgt kdO= 








dV-+-kd9—=cotg pi 


ferner iſt sin Pd9=dU; alfo erhält man un.“ 

xdt dp. . [& 
oder men — Nun iſt dekanntlich 7 
—bgigip (fe. ©. 190); daher folgt durch ir 
klog U+-logtg lp=Const., oder, nach Wegſcafm⸗ 
Logarithmen: 

>. Ul=0.g018.39, 

wo c eine Eonftante. Hieraus folgt. weiter 
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der feften Ebene fenfrechten Durchmeſſer fortwährend unver: 
änderlich. 

Um noch die Bedeutung der Zeichen von p und q anfchau- 
lih zu machen, erinnere man fi), daß die Are x horizontal ift, 
die Richtung der pofitiven y aber auf der fchiefen Ebene abs 
wärts geht. Wenn daher 3. B. die Kugel gerade abwärts 
rollt, ohne zu gleiten, fo iſt v pofitio, und v—hp=0, alfo auch 
p pofitiv. Hierdurch wird anſchaulich, in welchem Sinne die 
Drehung um den horizontalen Durchmeffer erfolgt, wenn p pos 
fitiv if. Denft man fih ferner u, d. i. die horizontale Ge⸗ 
ſchwindigkeit des Mittelpunctes pofitio, fo muß, wenn zugleich 
dee Berührungspunct in’ horizontale Richtung nicht gleiten foll, 
u+-bg=0, alfo q negativ fein; hierducch wird wieder die Bes 
deutung des Zeichens von q anfchaulih, die übrigens aus dem 
Vorigen auch, nach den allgemeinen Regeln in $. 94, von 
felbft folgt. 

Es fein U, Vor Por Yo, die Werthe von u, v, p, q für 
t==0, welche beliebig gegeben fein koͤnnen; fo find u.+hg 
und vo—hp, die Anfangsgeſchwindigkeiten des Beruͤhrungs⸗ 
punctes, nach den Axen x und y. Im Allgemeinen ift Peine 
von beiden Null; Hier foll jedoch nur vorausgefeßt werden, daß 
uo-trhgo nicht Null ſei. Man wähle noch, wie frei ſteht, die 
Richtung der pofitiven x fo, daß u.+hq, poſitiv fei. Elimi⸗ 
niet man f und f' aus — und 4. fo fommt: 


“=n% Tr rein i, 
folglich durch Integration, da für t=0, u=u,, u ſ. i., 
u—-u,=3b(g—g,), rpm 5. 
Hieraus folgt: 
urhg=4u—gucthge, vhp=ir—gsiniet—ävo—hpo, 
oder wenn man feßt: u--hgq=ZU, vhp=7V-rg siniet, 
un, voii hp —V. 6. 
22 
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Ferner geften jegt die Gleichungen 2. a. 3.a., welche nach Ein: 
fegung der Werthe von f und f aus 4. geben: 

| du?-Hdv—gidt-sini)’=yu”g? cos i? · dt? 

| du _dv-gdt-sini 

urbg v—hp 

oder da nach 6. du=dU, dv—gdt-sini=dV iſt, wenn 
mon noch ugeosit=® und ?gsinirt—=k® fegt, wo 


dei , 
k=22_ : 
Dr 





dU _ _dV 
UV VrkO 
Um dieſe Gleichungen zu integriren, ſetze man: 
| dU=sinp.d®, dV=c0s9-40, 


wodurch der erſten Genuͤge geleiſtet wird; alsdann giebt die 
zweite | 


dU?--4V?=d0? | 
7. 


J VIIxOS -Ücotg ꝙ, 
und dieſe differentiiet: 





AV-+kdG—cotg p- AU — er 

W | ud: Udp 
Es ift aber dAV—coigp-dU; mithin folgt kIO=— 7 pe’ 

ferner iſt sin pdO—dU; alſo erhält man — 


kdU_ dp. 
dt Turn Run iſt defanntlich SZ in 
=bgigip (. L. ©. 19%); daher folgt durch Mmtegration: 
klog U+logig43p==Const., oder, nach Wegſchaffung der 
Logarithmen: 








o cotgę 39, 
100 c eine Eonftante. Hieraus folgt. weiter 
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u-+= 1 T 83) 
und mithin: 


cotg pt HU 


colgzP—tg3P = n U—<U-t=2 cotg9. 
Daher ergiebt fich Ä 


1io=,, = (+ Ur CU du 


arena (innunn au Ah... ... 
folglich wenn man integrirt: F 


U: c U: ae 


2=amrıia tet Fa Eu 
Uirk c. III *. FL 
— 1 t+© 


wo C und.C’ Eonftanten find, bie fich aus den Werthen von U, 
V für t=0 oder 00, fogleih ergeben. Bezulchnet man dieſe 
mit U,, Vo, fo ir 

U, Sr De °i UNE Po 

Ah) Ark). Ak I 

Obige Sntgeain gilt, wenn nicht gerade 1 it; für k=1 
aber erhält man anftatt 9. 


. — —, v. u1 


29= 5, -+chgU-HC, welt _uugurc. 


Es bleibt noch übrig, die Eonftante c zu beſtimmen, welche von 
den Eonftanten in.9., alfa von C und C/, pder von U, und 
V, abhängen muß, da die Integration von 7. nur zwei will⸗ 
kuͤrliche Conſtanten geſtattet, die eben U, und V, find. ” Man 
multipficire erfte dee Gleichungen 9. mit k, und addire das Pros 
duct zur zweiten, fo formt 

9» 
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Ä 2(v+KO)=- UIH_CUI+CHCK 10.2 
oder nach 8. | 
PNETOFENREN +C+Ck 


Es iR aber, nad 7. V+kKO=UT; folglich ergiebt fich 


C-+Ck=0 oder, in Folge der vorſtehenden Werthe von 
C und C: 


| 23V, = Ute, 
Hieraus folgt | 
| / | c?-+2V ,U,:-1c=U,* 
oder c=—\W,U,: A1--VU, 2!k4-V,?U, 2.2, 
Für t—=0 iſt die horizontale Geſchwindigkeit des Beruͤhrungs⸗ 
punctes (uotrhg,==3U,) nach der Vorausfegung pofitiv und 


nicht Null; folgfich muß auch U von t=0 an, während einer 
gewiſſen Zeit wenigſtens, pofitiv fein. Demnach ift, in Folge der 


erften der Gleichungen 8. TE pofitio oder negatw, je nachdem 


c poſitiv oder negativ Mi. Nach 4. ir & da _; und da f der 
pofitiven hortzontalen deſrnd at von entgegenwirkt, ſo 


iſt £ negativ; folglich iſt auch a, und mithin = 


du FR 
ugcosi-K negativ ; daher muß c.negativ fein, und mithin in 
‚obigen Werthe von c. das negative Zeichen gelten. Alſo iſt 


Da in diefer — U, poſitio Fi fo giebt fie immer einen 
reellen negativen Werth von c, V. mag pofitiv, Null oder ne 
gatio fein. Aus derfelben erhält man noch 
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1 — V—VU,’+V, ? 





Tann 
und mithin u 
V—VUrHV? —— +Ve? 00 
Ik —. + ' 
_.%V, Vier: 
le tr 
—t 1. 
ev _ AU 
un 77 1—? 


wel C+Ck=0, Nach Einſetzung der Werthe von c, C, C 
aus 10. und 11. in 9. find U und V, mithie auch u, v,p,gq - 
(nach 5 und 6.) als Kunctionen von © oder von t beftimmt, wie 
erforderlich ift. 

Es find nun zwei Zälle zu unterfcheiden, je nachdem k klei⸗ 
ner als 1 iſt oder nicht. Iſt k=1 oder k>1, fo kann, nach 
den Kormeln 9. (und den ihnen folgenden für k==1) U nicht 
Null werden, ohne daß © und mithin t unendlih groß wird; 
folglih wird im diefem Falle die Geſchwindigkeit des Berährungs- 
punctes nie Null; und die Formeln 9. gelten während der gan 
zen Dauer der Bewegung. 


Für ein fehr großes t oder © muß in denfelben offenbar 
U fehr Flein werden; man erhält alfo immer genauer, je Eleiner 
U if: 


2V/=— —20; 


c 
29= gr ? d- yo 


| e — 
Segt man für V, U, © ihre Werthe, und bezeichnet zur Abfürs 
zung den weſentlich pofitiven Quotienten c „4 


an MT 
fo fommt: 
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v—g(sin i—u cos DL=3v0-+Fhpo 

‚4 
in welchen Gleichungen aber t fehr groß fein muß. Daher wird 
immer genauer mit wachfendem £: 


u—u439 = 


v=g(sini—ucosi)t, u=3u,—5hg.- 
Man bemerke noch, daß k>1, alfo 15 >14, oder sini 


Zu cosi, mithin um fo mehe sini>ucosi if. Der Werth 
von v ift alfo mefentlich pofitiv, wie offenbar auch erforderlich ift. 

Nah dem Vorhergehenden tft, bei der Bewegung einer Ku⸗ 
gel auf einer. unter dem Winkel i gegen den Horizont geneigten 
Ebene, die Reibung nicht im Stande, die Gefchtwindigfeit des Be: 
rührungspuncte® zu vertilgen, wenn k>1 oder i>arctszu 
it; mo zu das conftante Verhäftniß der Intenjität der Reibung 
zu derjenigen des Druckes bezeichnet. Man fieht in der That, 
daß Drud und Reibung immer mehr abnehmen, alfo die Kugel 
"auf der Ebene immer leichter gleiten kann, je größer i wird; 
wenn nämlich, wie hier, die Reibung bloß dem Drucke propor: 
tional vorausgefeßt wird. | 


Iſt aber k<1 (mit Ausfchluß der Gleichheit), fo nimmt 
nach 8., weil * negativ if, U von feinem anfänglichen poſiti⸗ 


ven Werthe U, aus beftändig ab, und wird Null, nach 9., für 
20=C, alfo, weil O=ugtcosi, in der Zeit 
2 _C__kVerV D’+ Vo? 

—2ugcosi  (i—k’)ugcosi ’ 
die offenbar endlich und pofitivift. Fuͤr diefen Augenblick wird zugleich 
(nad) 10. a.) 2(V-+-kKO)=0, weil C’+-Ck==0, alfo wird, weil 
kO—3gsini-t, V-H2gsini-t—=0, indem TU—=0 wird; d. h. 
(nad 6.) die Gefchwindigkeit des Berührungspuncted nah y 
verſchwindet zugleich mit der nach x, für tt; folglich mird 
in diefem Augenblicke überhaupt die Geſchwindigkeit des Beruͤh⸗ 











105. auf einer ſchiefen Ebene. 343 


rungspunctes Null, und die Kugel beginnt zu rollen, ohne zu 
gleiten. 

‚88 gelten daher jet die Gleichungen a. 2. und 3.) nicht 
mehr, fondern die unter b. treten an ihre Stelle; während 1. 
und 4. bleiben, wie vorher. Aus diefen folgt N 

u==3hq-+Const., v-+Fhp==g sin i -t-+-Const., 
pder, wenn man die Werthe von u, v, pP, q für t=tf mit u, 
v’, p', q bezeichnet: 
u—u'—=:h(g—g), vv 42hlp—p)=gsinilt—t). 12. 
Fuͤr tt gelten aber die Gleihungen 6., in melden U=0, 
V=—3gsiniet iſt; aus diefen ergiedt fich: 

u=zu0—3bgo, v8 sin it Vor Fe 1 13. 

u-r-hgq=0, v—hp=0., 
‚wodurch die Sonftanten w, v’, p’, q’ in 12. befimmt find. Fer: 
ner gelten, von t=t! an, noch die Gleichungen 3. b. 
urhq=0, v—ıp=0. 14 
Aus 12. und 14. folgt: 
u g=g, vahp SV Hp Hg sinilt—t), 15. - 


n 


mithin ==0, 0, alfo nah 1. f=0. Ferner folgt: 


= tgsin i, und hieraus, nach 1., 
m r—3gsin i. 


Nach der Vorausſetzung iſt aber k<1, oder IgsSin i 
ug cos i; alſo ergiebt ſich die Intenſitaͤt der Reibung, nämlich 
35 sini (indem f=0), kleiner als ug cos i; die Bedingung 
2.b. wird mithin von der Zeit t=t' an fortwährend befriedigt, 
und die Kugel rollt demnach von diefem Augenblide an unauf⸗ 
hörlih, ohne zu gleiten; mobei die Elemente ihrer Bewegung 
(u, v, p, q) dur die Öleichungen 15. beftimmt werden. Nach 


\ 
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diefen bleiben u und q fortwährend conftant; alſo ift die hori⸗ 
zontale Geſchwindigkeit des Mittelpunctes (u) unveränderlich ; 
feine mit y parallele Geſchwindigkeit (v) tft Dagegen gleihförmig 
befchleunigt. Hieraus ergiebt fih, daß die Bahn des Mittel: 
Punctes von t=t an, eine Parabel if. 

Bon befonderen Fällen, die bei diefer Aufgabe noch eintre- 
- ten Pönnen, mag hier nur derjenige nahmhaft gemacht werden, 
welcher Statt findet, wenn die Anfangsgefhmwindigkeiten u,, Vo, 
Po, Io fammtlih Null find. Wird die Kugel auf der ſchiefen 
Ebene ohne Anfangsgeſchwindigkeit entlaflen, fo ift Far, daß die 
Schwere allen Puncten derfelben im erften Augenblide eine mit 
y parallele Gefhmwindigfeitt —=gsini-dt extheilt, mit welcher 
mithin der Berührungspunct abwärts zu gleiten frebt. Folg⸗ 
ih muß die Reibung der Are y parallel aufwärts wirken; alfo 
ift in diefem Falle f==0, mithin, nach 1. und 4. im vorigen $. 


ar, no, 20, Ygsinit. 


dt 5 dt dt D⸗ A 
Hieraus folgt u=0, q=—0, weil für 10, u=0, 90; die 
Horizontalen Gefchwindigfeiten des Schmwerpunctes und des Be: 
rährunaspunctes bfeiben alfo immer Null, wie fib auch von 
felbft verfteht. Kerner gelten, wenn k<1, die Gleichungen 3. b.; 


man hat alfo v—hp=0, und zugleid S7+ Ih E—g sin i, 
folglich vrthpmgsiniet, alfo v=hp=tgsini.t. 


Hieraus folgt —F =?gsni=—f; es iſt aber, weil 


= <1 nad der Borausfegung, ud —f!=!gsni< 


kg cosi; und da zugleih f==0, fo wird die Bedingung 2. b. 
| erfüllt, wie erforderlih. Die Geſchwindigkeit des Beruͤhrungs⸗ 
punctes bleibt alfo beftändig Null, oder die Kugel rollt abwaͤrts, 
ohne zu gleiten, wenn k<1. Dies gift auch .noch, wenn 
k==1. / 

Iſt aber k>1, fo würde, wenn man die vorftehenden For⸗ 


1) 
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mein auch dann noch anwenden wollte, die Reibung ſich wieder 
—=—fmigsni>ug.cosi ergeben; alfo die Bedingungen 
2. b. nicht mehr erfüllt werden. Mithin gelten die Gleichungen 
2.a., 3.a.; aus denen, weil f=0, u=0, q=0, ſich bloß ers 
giebt F=—ugcosi, wo das negative Zeichen fo lange gelten 
muf, als der Berährungspunct abwärts gleitet, oder feine Ges 
ſchwindigkeit Pe ft. Demnach hat man: _ 


an AP dt de — 5 cosi, T= = g(sin—u cosi); 
mithin 
2hp= ug cos ĩ · t, v=g(sin i—u cost. 
Die Geſchwindigkeit des Beruͤhrungspunctes ergiebt ſich hieraus 
v—bp=g (sin i—ju cos ilt, 


alfo immer poſitiv, weil k>41, d. i. sini>3Zucosi iſt. Folg⸗ 
lich gelten’ die vorftchenden Gleichungen immerfort. 


106. Fuͤr eine horizontale Ebene wird i—=0, k==0, 
O=ust. Um zunächft die Bewegung auf diefer zu beftimmen, 
fo lange die Sefchwindigkeit des Berährungspunctes nicht Null 
ft, kann man die Gleichungen 9. des vorigen $. anwenden. 
Man denke fih noch die pofitive Richtung der x der Anfangs: 
geſchwindigkeit des Berührungspunctes (d. I. u,.+hq,=4U,) 
parallel; fo wird V,=0 und U, pofitiv; mithin nach 10.b. 
c=—Ä1, und nah 11. C=2U,, C=0. Demnach ergiebt 
fih aus 9, fofort: ugt=U,—U, und V==0, oder 


N U=U,—ugt, V=0. 1. 


Folglich bleibt die Richtung der Gefchwindigfeit des Berührungss 
punctes, mithin auch die der Reibung, unveränderlich und mit: 
bin nach der Annahme parallel mit x. sr die Reibung findet 


man aus vorftehenden Gleichungen — —EE f=0. 


Man hat, nah 6. im vorigen 8. 
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Umu—u tt, Ver-r, (weil v, —hp. 0) 

alfo erhält man, fir die Geſchwindigkeit des Mittelpunctes : 
hu rlurhgu)—ugt 

oder um=u,—ügl, vV=V, 

und , hq=3U—u=hq, —ugt, bp==v,. } 2 

Hieraus folgt, daß die Bahn des Mittelpunctes, wenn nicht 

voSo iſt und fo lange die Kugel gleitet, eine Parabel iſt. Be: 


zeichnet man die Eoordinaten feiner fenfrechten Projection auf 


die horizontale Ebene mit x, y, fo iſt u= T , = ‚ und 


d d 
Tu —ugt, San | 
folglich, indem für t==0, x und y Null find, _ 
x=upt—tugt?, ymvi 8 9 
.. oder, nad Elimination von t: 
ugy?’—2u, ve y+2v,?x==0, 
oder endlich (ugy—u,vo)’ =vo”(u,?—2ugr), 
Es fei (Fig. 43.) A der Anfang, AB die pe der x, alſo auch 
die Richtnng der Anfangsgefhwindigfeit des Berährungspunctes, 
AE die Are der y, ADG die Parabel, fo bat man, für den 
Sceitel D derfelden, nach vorftehender Gleipung : 
\ 2 
ED=1ı=2%-,AE=y="%, 4 
zu Je 8 
Der Weg, den die ſenkrechte Projection des Mittelpunctes, 
alſo der Beruͤhrungspunct, auf der Ebene von A aus durch⸗ 
läuft, ift daher anfänglich ein gewiſſer Bogen diejer Parabel, bis 
Die Kugel zu gleiten aufhört, oder die Geſchwindigkeit des jedes: 
maligen Berührungspunctes, in dem Augenblicke der Berährung, 
immer gerade duch Null geht. Dies erfolgt von dem Au: 
genblicke an, in welchem (in 1.) U=0 wird; alsdann wird 


= (ET . 
Tau ) 
i 


j 
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Setzt man zugleich für dieſe Zeit , u==u',- fo folgt aus 2. 

u'— Hu, rhy)=iao—hqr,: Es gelten aber nunmehr 

die Gleichungen 15. des vorigen &.; fie geben hier: 
u=—bq=u), v=hp=v, 5. 


d. h. von t=t' an if die Gefchwindigkeit des Beruͤhrungs⸗ 
punctes beftändig Null, und die des Mittelpunctes nach Richtung 
und Größe unveränderlich; die Folge der Berührungspuncte_bes 
fchreibt alfo von nun an auf der Ebene eine gerade Linie mit 


der Geſchwindigkeit Yu ?-Fvo°. „aa ift von t=t an die 
Reibung gänzlih Null; denn da Fr ug, 1, fo folgt f=0, 


f=0. Die Richtung diefee Geraden iſt die der Tangente jener 
Parabel, wie aus der Rechnung leicht folgt, aber auch ohne fie 
unmittelbor daraus, daß für tt alle Kräfte verfchwinden. | 


An dem beſondern Galle, wenn v,=0, hat man u=u,—ugt, 
v=0; die Bewegung gefchieht dann in der Geraden AB felbft. 
Die Kugel gleitet bis zu der Zeit t', die eben fo beftimmt, wie 
vorhin; von diefem Augenblide an aber rollt fie ohne zu gleiten, 
“und die ee ihres Mittelpunctes ift alsdann unvers 
änderlih gleich u==tu,—ihg,. Es fann fih nun ereignen, 
daß die Geſchwindigkeit * Mittelpunctes Bull und hierauf nes 
gativ wird, ehe fie den unveränderlichen Werth u’ erhält; dazu 
gehört, daf us—ugt==0 werde für eine Zeit t zwifchen O und 
tv’; für diefen Fall muß u, pofitiv und a <t oder u,< 
Ku,-trbgo) fein. Alsdann ift offenbar auch wW—=u,-3(u,-+hg,) 
negativ; und die Bewegung ift in ihrem Endzuftande rückläufig. 
Mehnliches kann auch Statt finden, wenn v, nit Null ift, mit⸗ 
bin der Mittelpunct anfangli einen parabolifchen Bogen be; 
fchreibt. 

Nämlich die Anfangegefchwindigkeit diefes Punctes ift all 
gemein: Wuo?-+vo?,. ihre Richtung die der Tangente (AA) 
in A; ‚die Endgefchwindigfeit Dagsgen, mit welcher die Kugel 
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von t=t' an fortrollt, it VW u’?+v.? oder V(3uo-2bgo)?+ 
Diefe ft nun in Vergleich mit der erften rechtläufig oder rückläufi 
nachdem der Mittelpunct in den Scheitel D der Parabel gelangt, dl 
nicht. Die zur Erreichung des Scheitel erforderliche Zeit ı" | 


giebt fih aus der zweiten der Gleichungen 3. gleich - = 


0 
nach 4.; die Kugel bewegt ſich alfo überhaupt nur dann n 
dem Scheitel der Parabel hin, wenn u, pofitiv if. Soll 
nun, vorausgefegt daß u, pofitiv ift, in ihrem Endzuftande re 
läufig fein, fo muß diefer zeitig genug eintreten, daß fie den Sch 
tel der Parabel nicht erreiche; mithin muß !<<t" oder | 
(uw trhg)<u, di Ihe, <uw 

fen. Da zugleich us+hq,>0, fo folgt, dag in diefem Falle 
hg. ‚swifchen den Grenzen —u, und +-$u, liegen muß, wobe 
zugleich u, pofitio fft. 

Alsdann beginnt der Endzuftand in irgend einem Puncte F 
zwiſchen A und D, von wo aus die Kugel nach der Richtung der 
Tangente FF’ gleichförmig forteollt. Iſt aber !>t”, fo erreicht 
und überfchreitet der Mittelpunct den Scheitel D, der Endzuftand 
beginnt erft nachher, z. B. in G, von wo die Kugel nach der Tan: 
gente GG’ fortrollt; die Bewegung ift alfo, im Endzuftande, 
ruͤcklaͤufig. Hierzu ift erforderlich, daß u, pofitiv und <2hq,, 
oder hg, >%un ſei. 

Daß diefer Endzuftand in der Erfahrung nicht, wie vorſte⸗ 
hende Rechnung giebt, unaufhoͤrlich fortdauert, kann nicht ke 
fremden, da fehon der Widerftand der Luft hinreicht, das genaue 
Verhaͤltniß zwiſchen der Gefchwindigfeit des Mittelpunctes und 
derjenigen.der Drehung zu ftören und zu bewirken, daß die Ge 
fhwindigfeit des VBerührungspunctes wieder aufhört Null zu 
fein, oder diefer wieder gleitet. Da alddann auch die Re 
bung wieder einteitt, fo ift Mar, daß auf diefe Weife die Ku 
gel bald gänzlich zue Ruhe Fommen muß. 
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die Wurzel« und Stammräume: Kugel, Zylinder, Kegel, Prismen und 
Ayramiben, nebft Schnitten enthattend; nach den Örundfägen der neuera 

fementars Methodif, für Bürgers und Landfchulen bearbeitet. Ar Theil, 

4e Abtheil. (auch unter dem Titel: Raumlehre für Schulen; nach den 

Grundfägen der neuern Elementar⸗Methodik in drei Eurfen bearbeitet. 

ir ei Wurzel: und Stammräume und ihre Schnitte). gr. 8. 
r. 


1 
Steiner, J. die geometriſchen Konſtructionen ausgeführt mittelſt der gera- 


raden Linie und eines feſten Kreifes, als Lehrgegenſtand auf höheren 
Unterrichts: Anftalten und zur practiſchen Benuzung. Dit 2 Kupfern. 


“gr. 8. 173 Sgr. 
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